IX. Funkce vice proménnych - Parcialni derivace

Shrnuti teorie.
Definice. (Spojitost) Bud f: M — R, kde M C R", a € R". Rekneme, ze f je spojitd v
bodé x vzhledem k mnozine M, jestlize plati
Ve>036>0Vy € B(z,0)NM : f(y) € B(f(x),e).
Funkce f je spojitd na mnozZiné M, jestlize je spojitd v kazdém jejim bodé vzhledem k M.
Funkce je spojitda v bodé x, jestlize je spojitda v bodé x vzhledem k néjakému jeho okoli.

Pozn. Skaldrni ndsobek spojité funkce je spojita funkce. Soucet a soucin spojitych funkci je
spojitd funkce. SloZent spojitych funkci je spojitd funkce.

Definice. (Limita) Bud f definovand na n&jakém prstencovém okoli bodu a € R". Rekneme,
7e f ma v bodé a limitu L € R* (tento fakt znaéime lim,_,q f(x) = L), jestlize plati

Ve > 03§ >0Vx € B(a,0)\ {a}: f(x) € B(L,¢).

Pozn. Plati primocaré analogie jako v pripadé limit funkci jedné proménné. Nicméné prakticky
vgpocet by byl podstatné ndrocnéjsi. Roli hraje chovani funkce na vsech smérech kolem daného
bodu, nikoliv jen zprava a zleva.

Definice. (Parcidlni derivace) Bud k € {1,...,n} a funkce f definovand na né&jaké tsecce se
sttedem a € R™ ve sméru e*. Parcidlni derivaci f v bodé a podle k-té proménné rozumime
¢islo

of fla+te*) — f(a)

9y (@) = [ :

Je-li f definovana na néjaké neprazdné a oteviené mnoziné G C R™ a mé na G vSechny své
parcidln{ derivace spojité, pak fikame, ze f € C*(Q) (je tifdy C! na G).

Pozn. Bud' f v bodé a "spojitd podél k-tého sméru”, tj. funkce t — f(a+te) je spojitd v nule,
a necht plati, Ze

_Of Ky o of ky _
t£%1+a—%(a+te)—Aatglgl_a—m(a+te)—B.

Je-li A # B, pak %(a) neexistugje.

Pozn. Vyjde-li limita stejnd, ale nevlastni, tak rikime, Ze parcidlni derivace v daném bodé
rovnéz neexistuje.

Pozn. Je-li f(z,y) = f(y,x), pak g—f(x,y) = %(ygr), pokud alespori jedna z nich existuje.

xr
Staci tedy spocitat jen jednu derivaci a druhou mdme ze symetrie funkce f.

Definice. (Te¢nd nadrovina a gradient) Bud () # G C R" oteviend mnozina a f € C1(G).
Uvazujme a € G, pak graf funkce

T(@) = f(@)+ Y 5 (a)(ok — ax). @ € R,
k=1

nazyvame tecnou nadrovinou ke grafu funkce f v bodé [a, f(a)].
Gradientem funkce f v bodé a rozumime vektor

or
6301

af

,...,axn

Vi) = |5 (@) (@)
Pozn. V pripadé n = 1 jsme jiZ vidéli rovnici tecny ke grafu funkce v daném bode. Gradient by
se redukoval do obycejné derivace (dle jediné proménné).

Obecné gradient v daném bodé zachycuje ve kterém sméru a jak moc se dand veli¢ina ménd.
Napr. [ miZe reprezentovat teplotu ¢t nadmorskou visku zdvisejici na souradnicich v prostoru.

Teénd nadroving se dd reprezentovat pomoct sk. s.: T(x) = f(a) + Vf(a) - (x — a).




Priklad 1. Urcete a nakreslete defini¢ni obor a vrstevnice dané funkce, nakonec urcete, kde je spojita.

() f(z,y) =22+ 3y +1. ) flz.y) = -

(b) f(r) = min(zy) e

(c) f(z,y) =2+ /¥ () fla,y) = /(2% +y? =14 - 22 —y?).
@ o) =2 (k) fla.y) = VIT= @+ 0).
A 1) f(o,y) = VG F 7).

(g) f(z,y) = V70 (m) f(x,y)=sign (sinz - siny).

(h) fla,y) = /1 —a%—y2 M) f(z,y) = [z[ +y.

Pozn. Vrstevnici f(x,y) ve vysce ¢ € R rozumime mnoZinu {[x,y] € R?; f(z,y) = c}.

Priklad 2. Spoctéte parcialni derivace funkce vsude, kde existuji.

(a) f(z,y) =350 — 4y° + 3°y. 0 f(z,y) = || [yl

(b) fla,y) = 2 (m) f(z,y) = /7.

(c) flz,y) =e™ +sin(z +y). (n) f(z,y) = |y — sinz|

(d) f(z,y) =aytan . ) (o) f(z,y) =|siny — sin x|

(e) f(z,y,2) = zyz + xlogz + yz°. A\ 7

(0 flwy) = v ®) S = (5)

(8) flz,y) = 3log L. (a) flz.y,2) =a*

(h) f(z,y) = arccotg % () f(o.y) = { x?2 4y log(z? +y sz, y)
(i) flr.y) = Va2 442 0

0) fle,y) = /2 +y° O o — d P [ #
() fley) = lal -y ) ) {o (2,4] = 10,0

Priklad 3. Nacrtnéte definicni obor a spoctéte parcidlni derivace funkce vSude, kde existuji. Navic
najdéte rovnici tetné roviny v predepsaném bodé a.

(&) fz,y) = Vlzyl, a=[1,-2].

(b) f(z,y) =+/y? —arcsinz, a = [0,1].

(c) flz,y) =log(e® —elI*2W) "a =1, 5].
(d) f(z,y) = arccos(z — cosy), a = [1,0].
(¢) flw,y) =log t=¥E, a=[1,3].

(f) f(z,y) = arcsin 21‘;3’“, a=1[1,-1].
(8) flz,y) = /"=, a=[0,5].

(h) f(z,y) =y® — a3, a=10,2].



Vysledky - IX. Funkce vice proménnych - Parcialni derivace

Priklad 1. (a) D; = R2 Vrstevnice jsou rovnobézné piimky. Funkce je spojitd na Dy.
(b) Dy = R2. Vrstevnice jsou ramena 1ihl{, kterd jsou rovnobézné s osami x a y. Funkce
je spojitd na Dy.
(c) Dy = {[z,y] € R?%y > 0}. Vrstevnice jsou poloviny parabol, posouvajici se po ose z.
Funkce je spojitd na Dy.
(d) Dy = {[z,y] € R% z # 0}. Vrstevnice jsou piimky prochazejici potatkem. Funkce je
spojitd na Dy.
(e) Dy =R?. Vrstevnice jsou kruznice se stiedem v poc¢dtku. Funkce je spojitd na Dy.
(f) Dy =R2. Vrstevnice jsou hyperboly, tj. y = £,c € R.
(g) Dy = {[z,y] e R¥}(z >0Ay >0)V(z <0Ay < 0)}. Vrstevnice jsou hyperboly
tvaru y = Z,¢ > 0 a ob¢ osy. Funkce je spojitd na Dy.
(h) Dy = {[z,y] € R*2? + y* < 1}. Vrstevnice jsou kruznice se stiedem v pocatku a
polomérem nejvyse 1. Funkce je spojitd na Dy.
(i) Dy = {[z,y] € R% 2% +y? > 1}. Vrstevnice jsou kruznice se stfedem v pocatku a
polomérem vétsim nez 1. Funkce je spojitd na Dy.
(j) Dy = {[z,y] € R%1 < 2% + y? < 4}. Vrstevnice jsou dvojice kruznic, v jednom
pripadé kruznice. Funkce je spojita na Dy.
(k) Dy = {[z,y] € R} —2? — 1 < y < —z? 4+ 1}. Vrstevnice jsou dvojice parabol, v
jednom pripadé parabola. Funkce je spojitd na Dy.
(1) Dy = {[z,y] € R%2kra? + y*> < (2k + 1)7 pro n&jaké k € Np}. Vrstevnice jsou
posloupnosti kruznic. Funkce je spojitd na Dy.
(m) Dy = R2. Vrstevnice jsou tfi: Pro ¢ = 0 jde o piimky z = kr a y = pi, k € Z. Pro
¢ = —1 jde o mnozinu {[z,y] € R*z € (—m + 2km, 2kn),y € (2lm, 7 + 2I7),k,l €
7Yy U{[z,y] € R% 2 € (2kn, 7 + 2kn),y € (—7 + 2Ix,2In),k,l € Z}. Proc =1 jde o
zbytek R2. Pro ostatni ¢ z4dné vrstevnice nejsou. Funkce je spojita na kazdé mnoziné
odpovidajici vrstevnici pro ¢ = +1, jinde neni.

Dy = R2. Vrstevnice jsou grafy funkef y = ¢ — |z|,c € R. Funkce je spojitd na Dy.

Priklad 2. fi(z,y) = 6xy + 35; f}(z,y) = —20y* + 322 pro [z,y] € R®.

Folz,y) = =308 f (2,y) = 299987 oo [, y] € {[a,y] € R%a # 0},

w(r,y) = ye”’ +COS(x+y) fy (fﬂ y) = ze® + cos(x + y) pro [w y] € R2.

fa(z,y) = ytanf +ay - Coszl : yyf (z,y) = xtanf + zy - cosz“" ;—2 pro [z,y] €
{[z,y] €R2,y7é0 17& +k7r kelZ}.

(e) fi(z,y,2) = yz+logz; f)(x,y,2) = xz + 22 fL(x,y,2) = xy + £ + 2yz pro [z,y] €
{[z,y] € R%; 2z > 0}.

(f) fo(z,y) = yav="; f)(x,y) = a¥logz pro [z, y] € {[z,y] € R*z > 0}.

(&) folz,y) =~y i fy(z.y) = 5z pro [z,y] € {[z,y] ER} —z <y <zVa<y<
—z}.

() filz,y) = =z 1 fyley) = —%y? pro [z,y] € {[z,y] € R%;z # y}.

() fi(@y) = s s h@y) = s profay] € R2\ [0,0]. V bodé [0, 0] neexistuji

obé parcialni derivace.

. z2
W) fol@y) = g i ful@ ) = W pro [z,y] € {[z,y] € R%y # —a}. V
bodé [0, 0] jsou obé parcidlni derivace rovny 1. Zbylé parcidlni derivace neexistuji.
(k) fr(z,y) =y signz pro [z,y] € {[z,y] € R%z # 0} a f,(z,y) = |z| pro [z,y] € R%.
Déle f1(0,0) =0 a f.(0,y),y # 0, neexistuje.

(1) falw,y) = |y| -sign @ pro [z,y] € {[z,y] € R*z # 0} a f;(z,y) = |z| - sign y pro
[z,y] € {[z,y] € R*y # 0}. Déle f,(0,0) = 0= f,(0,0) a zbyle derivace neexistuji.



Priklad 3.

(m)

(n)

3 Jz

fi@,y) = 795 pro [2,y] € {[v,y] € R%z # 0} a fi(v,y) = 3%/% pro [z,y] €
{[z,y] € R%y # 0}. Déle f,(0,0) = 0= f;(0,0) a zbylé derivace neexistuji.
Jo(w,y) = —sign (y —sinz) - cosz; fy (z,y) = sign (y — sinx) pro [z,y] € {[z,y] €
R%;y # sina}. Derivace podle y ve vynechanych bodech neexistuje. Dale f (5 +
km,(—=1)*) = 0,k € Z a ve zbylych bodech derivace neexistuje.

fr(z,y) = —sign (siny —sinx) - cos z; fy (v, y) = sign (siny —sin s) - cosy pro [z,y] €
{[z,y] € R?;sinx # siny}. Dale fo(G+km, 5 +im)=0= f (5 +km, 5 +In),kl€Z
a ve zbyvachlch bodech derivace neexistuji.

f;;(l',y,Z) - y(y) 7f,(33 Y,z ) - %(%)271 ,f;(x,y,z) = (i)z IOg% pro [may] €
{[z,y] € R* 2y > 0}.

f (.’L‘ Y,z ) 4 x;_lmf (.’17 Y,z )_'IE%]O% ;fé(m,y&) = _wg.ylogz pI‘O[ 7y] €

{[xy]€R2x>Oz7$0}

fol@,y) = Wlog( Ty )+21‘ 2+y2 7f/($ y) = Wﬁbg(ﬂﬁ-y%—i-
Yty

Y-tzr,7 Pro [z,y] € {[z,y] € R%;y # —2%}. V (2, —2?) neexistuji parcialni derivace
pokud 22 + z* # 1, pokud 22 + z* = 1, jsou obé parcidlni derivace nulové.

. I
Flly) = TR B () = TR o b [
R%\ [0,0]; v bodé [0,0] jsou obé parcidlni derivace nulové.

Dy = R? a funkce je na ném spojitd. Pro z,y # 0 dostaneme

O (= TsEmlay) o OF (. y sien(ay)

Yy
ox 2/ |zy dy 2¢/|zyl

Déle 3£(0,0) = 0 a 3£(0,0). Potom §L(z,0) = 0 a §L(x,0) neexistuje pro z # 0.
Analogicky %(O’y) =0a %(O,y) neexistuje pro y # 0. Parcidlni derivace jsou
spojité na néjakém okoli bodu [1,—2], tetnd rovina ma tedy smysl a mé rovnici
T(ey) = VE+ Lo —1)— (g +2)

Dy = {[z,y] € R%z € [-1,0]V(z € (0,1]Ay € (—o0, —V/arcsin z)U(v/arcsin z, +00)) },
funkce je na ném spojita. Dostaneme
of -1

,Y) = ,re(—1,1 ,y2 > arcsin z,
355( ) 2,/y% — arcsin zv/1 — 22 ( )

of Y

a2 \nLY) = —F, T
3y( ) Vy? — arcsinz

Parcidlni derivaci podle z nemd smysl pocitat ve vynechanych bodech (defini¢ni
obor neobsahuje vodorovnou tse¢ku kolem nich), podobné parcidlni derivaci podle
y nema smysl pocitat ve vynechanych bodech az na pocatek. Zde dostaneme, Ze
2—5(0,0) neexistuje. Obé derivace jsou spojité alespor na néjakém okoli bodu [0, 1].

€ [~1,1],5* > arcsin x.

Pro tecnou rovinu dostaneme T'(x,y) =y — 5.

Dy = {[z,y] € R?%;|z| + 2|y| < 3} a funkce je zde spojitad. Dostaneme

of —el® 2l sign x

%(l‘,y): o3 _ ezl 2yl ) [z,y]GDf,x7é0
of —el@l+2lyl .2 sign y

8y( y) = e3 — elzl+2lyl  [2.y] € Dpy #0.

Déle derivace %(O,y) proy € (52,2) a 8—y(:z: 0) pro z € (—3,3) neexistuji. Ale-

parcialni derivace spojité. Pro tetnou rovinu

2
spoii na néjakém okolf bodu [1, 1] js
S S P o)

ou
dostaneme T'(x,y) = log(e® — 62) L



(d) Dy ={[z,y] € R —1+cosy <z < 1+cosy} a f je zde spojitd. Dostaneme
of -1

—(x,y) = ,—l4+cosy <z <1+cosy,
g & Y) I r— y y
of —siny

T,Y) = ,—l4+cosy <z <1+cosy.

ay( ) V1 —(z —cosy)?

Parcidlni derivaci dle z nemé4 ve vynechanjch bodech smysl poéitat, nebot definiéni
obor neobsahuje vodorovnou tisecku kolem téchto bodt. Podobné nema smysl pocitat
derivaci dle y (svislé usecky) s vyjimkou bodu [0, kx|, k € Z. Zjistime, Ze %(0, k)
neexistuje. Alespon na néjakém okoli bodu [1, 0] jsou parcidlni derivace spojité, pro

tecnou rovinu dostaneme T'(z,y) = § — (z — 1).

(€) Dy = {[r.y] € R%:z € (0,1) V(0> x Ay € (—o0, YF) U (YZ, +00))} a f je zde
spojita. Dostaneme

—(z,y) = —lyl -1 x D¢z #0
) = 3T ym vy PO

af —sign y
—(z,y) = ———=,[z,y] € Dy, 0.
8y( y) |y\+€/?7[ yl € D,y #

Derivace %(O, y)proy #0a g—i(x, 0) pro = € (0,1) neexistuji. Alespoii na néjakém

okoli bodu [—1, 3] jsou parcidlni derivace spojité, pro tetnou rovinu dostaneme T'(z, y) =
—2(x+1)—i(y-3).

(f) Dy = {[z,y] € R:;—(z+1)? <y < 22+ 1} a f je zde spojitd. Pro body [z,v]
splitujicf —(x +1)? < y < 22 + 1 dostaneme

af 1 —2?2+1—-2zy—vy
%(*/E7y): D) ’ (ZL'2+IZ7+1)2 ’
)
24x+1
9 1 1
- \T,Y)= : 2 .
dy 1_( ety )2 2?+ax+1
z2+x+1

Derivaci podle y nem4 ve vynechanych bodech smysl poéitat, nebot definié¢ni obor ne-
obsahuje svislou uisecku kolem téchto bodu. Derivaci podle x mé smysl pocitat pouze
v bodech [0, 1], [-1, 0] (v ostatnich chybi vodorovna tsecka). Derivace g—i(o, 1), %(—1, 0)
neexistuji. Diky spojitosti derivaci na okoli bodu [1, —1] mZeme najit tetnou rovinu
a ta mé tvar T(z,y) = (z + y).

(g) Df ={[z,y] € R*(y>0Ay >sinz)V (y <0Ay <sinz)} a funkce je zde spojita.
Pro body [z, y] spliiujici, Ze y > 0 ay >sinz ¢ y < 0 a y < sinz, dostaneme

g(m )__cosx y . g(m )_sinx Y
oz Y = 2y \ y—sinzx Oy Y= y2 \Vy—sinz

Derivaci podle proménné x mé smysl pocitat pouze v bodech [T + 2km, 1] a [-F +
2km, —1] pro k € Z. V ostatnich bodech nem4 smysl poéitat derivaci ani podle z, ani
podle y, protoze defini¢ni obor neobsahuje tisecky kolem téchto boda. Dostaneme, ze
%(g +2km,1) a %(fg +2km, —1) neexistuji. Diky spojitosti parcidlnich derivaci na
okoli bodu [0, 5] ma smysl zkoumat teénou rovinu, jeji predpis je T'(z,y) =1 — %x.
(h) Dy = {[z,y] € R*;z < y?} a f je zde spojitd. Dostaneme

({Lf(x )__37332 <2
ax ’y - 2 yﬁ_‘rS’ y’
0 3y°

/ Y Lz <yl

@(xay) = /731671:3

7 vynechanych bodi mé smysl zkoumat pouze derivaci podle proménné y v poc¢atku,
zbylé parcidlni derivace nema smysl pocitat, nebot funkce neni definovéna na 74dné
usecce prislusného sméru. Vyjde g—{/(o, 0) = 0. Diky spojitosti parcidlnich derivaci na
okoli bodu [0, 2] ma smysl zkoumat teénou rovinu, vyjde T'(z,y) = 8 + 12(y — 2).



