XIII. Konvergence rad

Shrnuti teorie.

Definice. (Konvergence) Budeme zkoumat absolutni ¢i neabsolutni konvergenci a divergenci
nekonecénych fad Y07 | an,a, € R. Cislo s = 22:1 an je k-ty cdstecny soucet této rady.
Pokud m4 posloupnost ¢astecnych souctu limitu, tak fikdm, Ze fada konverguje (k hodnoté této
limity). V opa¢ném piipadé fada diverguje.

Rikéme, ze fada Y " | an,a, € R, je absolutné konvergentni, pokud konverguje Fada abso-
lutnich hodnot. Pokud je rada konvergentni, ale neni absolutné konvergentni, tak fikame, ze je

neabsolutné konvergentni. Jestlize je fada absolutné konvergentni, tak je i konvergentni.
Tvrzeni (Nutnd podminka). Jestlize fada konverguje, tak nutné plat{ lim,,_,, a,, = 0.
Tvrzeni (Kritéria — nezdporné ¢leny). Uvazujme fady > .o @y, Y ney by. Potom plati:
(Srovnivaci) Bud 0 < a, < b,,¥n € N.
(i) Je-li Y0° | b, konvergentni, pak konverguje i > > | ay.
(ii) Je-li Y07, a,, divergentni, pak diverguje i > 7 | by,.
(Limitni srovnavaci) Bud' 0 < an, b, a necht existuje limita L := limy, o $*.
(i) Je-li L € (0,00), pak Y o2 | b, konverguje pravé tehdy, kdyz konverguje > 07 | a,.
(ii) Je-li L = 0, pak konvergence Y -, b, zarudf konvergenci Y - | an.
(iii) Je-li L = oo, pak divergence >~ b, zarudi divergenci Y | a.
Tvrzeni (Kritéria — absolutni konvergence). Uvazujme fadu | a,. Potom platf:
(Odmocninové) (i) Je-li lim, 00 V/]an| < 1, pak > 07 | a, absolutné konverguje.
(ii) Je-li limy, oo V/]an| > 1, pak >0 | a, diverguje.
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(Podilové) (i) Je-li limy, o0 <1, pak > >° | a, absolutné konverguje.
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(ii) Je-li lim,, o0 > 1, pak > 7, a, diverguje.
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n—1(=1)"ay,. Je konvergentni jestlize

Tvrzeni (Kritérium — alternujici ¢leny). Méjme fadu )
(i) od jistého indexu je posloupnost {ay}, monoténni (neroste ¢i neklesd) a
(i) lim,—e0 @y = 0.
Tvrzeni (Zkladni fada). Pro r > 1 je fada >, ; - konvergentni. Pro r < 1 je divergentni.
Priklad (Pouziti kritérif).

(Srovnavaci) Pouzitelné u jednodussich fad, kde jsme schopni ¢leny rozumné odhadnout.
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(Limitn{ srovndvaci) Srovndvame s fadou typu Y -, n% pro vhodné r. Kdyz toho "vhodné” r nevidime hned,
tak pocitdme s obecnym a z vysledku obvykle toto ¢islo uréime tak, aby vysla kladna
konstanta. Typicky rozdily odmocnin, raciondlni funkce (ndsobené omezenou).
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Odmocninové) Typicky mocninné funkce, tfeba v kombinaci s polynomy. Nebo n-té mocniny.
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(Podilové) Typicky faktoridly, tfeba v kombinaci s mocninnou funkef. 0 T

2" oo (2n)!
Zn:l (n')+3"
(Alternujici) To, Ze je v fadé (—1)" krat néco jesté neznamend, ze to je priklad na toto kritérium.
Je potteba, aby "néco” §lo monoténné k nule (alespon od jistého indexu ng). Typicky
z predeslych kritérii zjistime, ze fada neni absolutné konvergentni. Pak prijde na radu
zkoumdn{ neabsolutni konvergence (kdyZ nejsou ¢leny nezéporné).
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Piiklad 1. Urcete, zda nasledujici fady (ne)absolutné konvergujf ¢ diverguji.
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Priklad 2. [Parametr| Urcete, zda nésledujici fady (ne)absolutné konverguji ¢i diverguji v zavislosti
na parametrech « € R a g > 0.
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Priklad 3. [Zkouskové] VysetTete konvergenci (absolutni i neabsolutni) zadanych rad.
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Priklad 1.

Priklad 2.

Priklad 3.

Vysledky - XIII. Konvergence rad

(a) AK. (o) NK.
(b) AK. (p) AK.
(c) AK. (q) NK
(d) AK. (r) AK.
(e) D. (s) NK.
(f) AK. (t) AK.
(g) AK. (u) NK.
(h) AK. (v) NK
(i) AK. (w) NK
(j) D. (x) D.

(k) AK. (y) D.

(1) AK. (z) NK.
(m) AK. (a?) AK.
(n) D. (b?) AK.

Pro a = +1 D, jinak AK.
Pro o < 0 neni definovano, pro a > % D a jinak AK.
Pro a > % AK, jinak D.

e Pro o ¢ {7 +km; k € Z} a libovolné 5 > 0 AK.
e Pro o € {§ +2km; k € Z} a libovolné 3 > 1 AK. Pro 3 € (0,1] D.
e Pro a € {28 + 2km; k € Z} a libovolné 3 > 1 AK. Pro 8 € (0,1] NK.



