Dalsi priklady na primitivni funkce - zadani
Priklad (Mat III - 14/15A). Naleznéte néasledujici primitivn{ funkci na maximéalnim intervalu:

/ sin?x + 1
: dx .
sinz - (cosz + 1)

Piiklad (Mat III - 14/15B). Naleznéte nésledujici primitivni funkei na maximédlnim intervalu:

1
/Cosx+ de.

sinx — 2

Piiklad (Mat III - 14/15E). Spoététe integral

3+ 2sin?x — cos?x

dx

\éb‘g

1+sinx-cosx

o

a8
4

Priklad (Mat III - 14/15D). Naleznéte nasledujici primitivn{ funkci na maximalnim intervalu:

/ log® z + 6log? z + 5log x — 38
z(log? 2 + 3log z + 3)(log” z 4 4)(log z + 2)

Priklad (Mat IIT - 11/12A). Naleznéte nésledujici primitivni funkci na maximalnim intervalu:

/1+\/>dx
1—\4/ﬁ

Piiklad (Mat III - 06/07D). Naleznéte nasledujici primitivn{ funkci na maximalnim intervalu:

2
/xlog <1$2) dz.

Priklad (Mat III - 00/01D). Spoctéte integrél

/(x2 sinz 4+ €”)dz.

0
Priklad (Mat III - 20/21B). Spoctéte integral

T
/ 1+ sinx + cosx

dx
3+ 2sinx + cosx

0



Dalsi priklady na primitivni funkce - reseni

Priklad. Naleznéte nasledujici primitivni funkci na maximélnim intervalu existence:
;2
sin“x + 1
I:= - dzx .
sinx - (cosz + 1)
~ b4 r
Reseni.

Vidime, ze integrand je definovany, a spojity, na intervalech I := (km,w + kw),k € Z,
primitivni funkci bychom tedy chtéli najit praveé zde. Integrand je dale lichy v sin z, dava tedy
smysl pouzit substituci cosx = y, to znamena

1
dr = ————dy, sinz = /1 — ¢2.

V1—1y?

Po této transformaci postupné mame, ze

1-y241 -1 / y—2 »
VI—g?-(y+1) \/W 1—y)(1+y)?
—/( A, B, C )a
iy Ty T a2 Y

Koeficienty v parcialnim rozkladu uréime standardné. Pomoci zakryvaci metody vidime, ze

1
= 1 — A: -,
Y 1
1
y=—-1—= C=—=.
2
K nalezeni B zlomky roznasobime
2 1 2 1
y —2=—;1+y)"+B1-y)(1+y) - 51~y

1 1
v —2=—70+2+y") +B1-y") - 5(1-y)
1 11 1 1
2 g (—c_B)y24(—242 S 4B-=
4 4 vrlTaty)ytiT1tP3)

B=-2.
4

Jednotlivé zlomky uz umime snadno integrovat, tj.

a tedy

IIe

5
1 log\cosmfl|f110g|1+cosx|+ ,x € Iy,

2(1+ cosx)

Ilo

,x € I.

e N

)
log(1 —cosx) — I log(1 + cosz) + 30 T cosa)

To, Ze primitivni funkce vyjde opravdu na téchto intervalech plyne z 1VOS. Totiz,

I S ik T B
Wy e Y

1 5 1
F(y) := =1 —1|—=log|1 —_— -1,1
(y) 40eg \ 40g| +y|+2(1+y),y6( 1),

(t) := cost.
No a vidime, Ze ¢ € C'(I};) a na téchto intervalech je H,, C (—1,1). Véta ndm proto fiké, Ze

sin?x + 1 c

dz = F(p(z)), x € Ii.

sinz - (cosz + 1)



Priklad. Naleznéte nasledujici primitivni funkci na maximélnim intervalu existence:

I::/Cosx—}—ldx

sinx — 2

Reseni.

Vidime, Ze integrand je definovany, a spojity, na R, primitivni funkci bychom tedy chtéli
na celém R. Integrand neni ani lichy v jednotlivych proménnych, ani sudy v obou, zbyva nam
tedy pouzit substituci y = tan 5, to znamena

2 2y 1— g2

dx:mdy,sinxzm,cosx: 1+y2.

Po této transformaci postupné mame, ze

_ .2
i+gz+1 2 1—y?>+1+y° 1

1= 2y : ;dy = 7 3 dy
-2 1ty y—1-vy L+y

1 Ay + B Cy+D
-9 dy = —2 + dy.
/(y27y+1)(1+y2) Y /<y2y+1 y2+1) Y

Vynésobenim spole¢nym jmenovatelem ziskdme, ze

1= (Ay +B)(y* + 1) + (Cy + D)(y* —y + 1)
1=Ay* + By’ + Ay+ B+ Cy® —Cy* + Dy> 4+ Cy — Dy + D

A+C=0
B-C+D=0
A+C-D=0
B+D=1.
Z prvni rovnice je A = —C, dosazenim do treti je D = 0, ze ¢tvrté tedy B = 1, diky druhé
C=1azprvni A= —1. Muzeme tedy pokracovat ve vypoctu
— 1 2 —1)- (=1 1 ) - L
1:_2/ yr: o Y dy:—Q/(y )(2)+2—2/(y)2dy
yv—y+1 y?+1 y?—y+1 y? +1
—log(y? +1) +log(y? —y +1) / 3dy
+1
9 9 1 1
= —log(y”+1) +log(y" —y+1 g dy
3 4
(ﬁ)
c 4 +1
< —log(y? +1) +log(y? —y+1) — 3 y
. (t 296+1)+1 (t ¢ x+1) 2 fon 2002 1
= —log ( tan” — og (tan? = — tan — — arctan ——=——.
& 2 & 2 2 /3 V3

Tento vzorec ddva smysl na intervalech I = (—m + 2k, 7w + 2k7), k € Z, tam totiz davéd smysl
nase substituce. Ta se pouzije takto:

2
(¥2 —y+1)(1+y?)

2 2y +1
F(y) := —log(y®> + 1) +log(y® —y + 1) — — arctan -=—— ,y € R,
(v) gy + 1) +logy” —y+1) 7 75 Y

fly) =~ .y € R,

t
t) ;= tan —.
p(t) = tan 5

Vidime, ze ¢ € C*(I) a H, C R, podle 1VOS proto mame, Ze

cosx + 1 ¢
g o @=7F I.
/Sinx o dz (p(x)),z € Iy



To ale neni celé. My hleddme primitivni funkci na vétsi mnoziné (a vime, Ze existuje, protoze
integrand je na ni spojity). Na intervalech I}, mame primitivn{ funkei ve tvaru

tan?Z —tanZ 41 2 2tan £ 41
G(xz) :=1o 2 2 — — arctan ——2—— 4 ¢4, ¢ € R.
@) & tan® £ + 1 V3 V3 oo

Pottfebujeme tedy funkci G slepit (volbou konstant ¢ ) v bodech 7+ 2k7. Zafixujme si konstantu

¢ := ¢y (na intervalu Ip). Pak mame

lim (x) = ~Z e
z— (m+2km) _ \/3 ko
lim G(z) = % + Crt1

z— (m+2k7) 4
Jelikoz chceme, aby vyslednd funkce byla spojitd, tak chceme, aby se limity vyse rovnaly, tj.

27 2km
— 4 —= cp=—=+c, ke
V3

C = —
k+1 \/g

Jelikoz integrand i funkce G jsou nyni spojité na celém R, tak z véty o lepeni ziskdvame, zZe

vsSechny spojité primitivni funkce maji tvar
2tan £41 2k
2 — — 2T fcx el

log PREEtanFHL 2 gy 2ten gL

Gz) =4 8 a5t V3 V3 V3 7
—%—%Tg—l—c,x:ﬂ'—i—2k7r

A

kde c € R.

Priklad. Spoctéte integral

5
'y
3+ 2sin? & — cos?
1+ sinx - cosx

xdx.

Reseni. Zamysleme se nejdrive, jak bychom mohli najit primitivni funkci samotnou. Jelikoz
je integrand sudy v obou proménnych, tak lze pouzit substituci y = tan z, ta ovSsem funguje na
intervalu (—%, 7) (a periodicky dalsich). Jelikoz je integrand jisté 2m-periodicka funkce (jakozto
soucet, soucin a podil takovych funkei), tak muzeme integrovat i pres jiny interval délky 27, tj.

377\'

3+ 2sin®x — cos?

I:/ - dx.
1+sinx-cosx

w3

Kdyby byla funkce dokonce m-periodicka, tak by doslo k jesté vétsimu zjednoduseni. Zkusme

2

to tedy ovérit, mame
2 =sin’x

sin?(z + 7) = (sinz - cos T + sin 7 - cos )
cos?(x + ) = (cosz - cosm — sinn - sinz)? = cos’

sin(x 4+ m) - cos(z + 7) = (sinx - cosw)(cosx - cos ) = sin x - cos x.

Cely integrand je tedy m-periodicky, mame proto

Bl

2
79 3+2sir’12x7c082zd$.
1+sinx-cosx

(SE]

Nyni pouzijeme substituci (pro ur¢ity integral) y = tanx, a tedy
1

1 Y
dy, sinx = —F—, CO8 Y = ——.
/1+y2 /1+y2

d = —
A

4



Vypocet postupné dava

+oo 2 +oo
34 e — 1 5y* 42
I =2 7 . 2dy:2 3 3 dy

T Ay+ B Cy+D
+ +
:2/ ( 2y + g >dy.
y +y+1 y=+1
Pro koeficienty mé platit
by* +2 = (Ay+ B)(y* + 1) + (Cy+ D)(y* +y+1)
592 +2= Ay + By’ + Ay + B+ Cy* + Cy* + Dy* + Cy + Dy + D

A+C=0
B+C+D=5
A+C+D=0

B+D=2.

Dosazenim prvni rovnice do tfeti mame, ze D = 0, ze ¢tvrté nasledné je B = 2, ze druhé C' = 3
a z prvni A = —3. Dostali jsme tedy

T g2 3 o eyt (-3 + 1
12/(2@, - )dy?:/Qy dy+2/ yr ) \a) T h g,
y +y+1 y*+1 y*+1 y+y+1

“+oo
=+oo 1
= [3log(y® + 1) — 3log(y* +y + 1)]?;:—00 +7 / T
Jolw+3) +1

|

— “+o0
241 1 1
= 310gL +7/ 5 5 dy
vty +1], o yts 1
e () 4
o4 \/5[ . 2y+1r‘+°°
=7---— |arctan
3 2 V3 =0
14w
T

Priklad. Naleznéte nédsledujici primitivni funkci na maximalnim intervalu existence:

I'—/ log® z + 6log? z + 5log z — 38
“ ) z(log? z + 3log z + 3)(log? & + 4)(log = + 2)

Reseni. Vidime, 7e integrand je definovany, a spojity, na intervalech (0,e~2), (e~2, +00),
zde tedy chceme najit primitivni funkci. Nabizi se volit substituci y = log z, postupné mame

I_/ y* 4 6y° + 5y — 38 _/ Ay+ B /Cy+D E
(¥ +3y +3)(y* +4)(y +2) Y’ +3y+3 y> +4 y+2
Zakryvanim ziskdme, ze F = W = —% = —4. Rovnice pro koeficienty rika

P+ 6y> +5y —38=(Ay + B)W? +4)(y+2) + (Cy+ D)% + 3y +3)(y +2) —4(y* + 3y + 3) (> + 4)
= Ay* + By® +4Ay® + 4By + 2Ay> + 2By* + 8Ay + 8B
+ (Cy? +2Cy + Dy +2D)(y* + 3y + 3) — 4(y* + 3y + 39> + 49 + 12y + 12)
= (A—4)y* + (B+24-12)y° + (4A + 2B — 28)y> + (4B + 8A — 48)y + (8B — 48)
+ Cy* + 303 + 3Cy% + 20> + 6Cy* + 6Cy + Dy® + 3Dy? + 3Dy + 2Dy? + 6Dy + 6D,



a tedy

0=A—-4+C
1=B+24A-124+3C+2C+D
6=4A+2B—-28+3C+6C +3D +2D
5=4B+8A—-48+6C+3D+6D

—38 =8B — 48+ 6D.

Upravime to, pak vyuzijeme prvni a patou rovnost ke zmenseni koeficientt v ostatnich rovnicich
(a ¢tvrtou potom vydélime dvéma), tj.

4=A+C
5=B+3C+D
18 =2B +5C + 5D
12=A+3D
5=4B+3D.

Maticové dostavame

1 01 0] 4 1 0 1 0|4
01 3 1|5 01 3 115 (1) (1) é ? g
0 25 5|18 |~ 00 -1 3|8 |~ 00 -1 3 8
100 3|12 00 -1 38 0 0 12 -1l _15
0 4 0 3|5 04 0 3|5
1 0 1 0 4
N 01 3 1 )
00 -1 3 8
00 0 =37r|-111
Tedy, D =3,C =1, B=—-1a A= 3. Mame tedy
I:/ 3y —1 +/y—i—37/ 4
y?+3y+3 y?+4 y+2
2y-3+3 (2y+3)-2-2-1
= 41 2 2 22
ogly + H—/ y2+4 / ¥ +3y+3
1 3 3 1 11 1
:—4log|y+2\+§log(y2+4)—|—ilog(y2+3y+3)+/y27.Z_? ——
(§)"+1 (y+3)" +1
11 1

1 3 3 1
— —dlog|y +2| + = log(y® +4) + = log(y? + 3y +3) + = arctan 2 — — — 3
2 2 4 2 2 3 3
ne) 41t
V3
2

C

1 3
= —4log|logx + 2| + glog(long +4)+ B log(log? = + 3log z + 3)

logz 22 V3 2logx + 3
- — arctan ————— |
2 V3

a to davd smysl na intervalech (0,e72), (e 72, +00).

3
+ Z arctan 9 ?

Priklad. Naleznéte nasledujici primitivni funkci na maximalnim intervalu existence:

Reseni.



Integrand je definovany na intervalech (—oo, —1) a (1, 400), tady tedy hleddme primitivni

funkci. Nabizi se volit substituci % =y, tj.

r+1=xy* -y

_ 1+t
=1,
301 _ 4y _ AN(_ 43 Q3
dp— W U=y) = (+y)(=Ay) ) o =8y )
(1—y")2 1—y")2
Postupné ziskdvame
2 g3 3
I:/1+y . 8y dy:/ 8y dy
l—y (1-y*)? (y—D(y* —1)2*(y*+1)
8y3
= 2 30,2 dy
(y+1)2(@y—1)53y*+1)
_/(44*_ B . C D . E +Fyuw
SNyl w12 y-1 (y-1)? 0 (y—-1)73 0 g2+l

Zakryvaci metodou vidime, ze B = % a E = 1. Pro zjisténi hodnot zbyvajicich koeficient
sestavime standardni soustavu, tj.

8P = Aly+ )y~ D7 + 1)+ 5y = P2 + 1) + Cly + 12— D07 +1)
+Dy+ 1)y - D+ D+ @+ D)@+ 1)+ (Fy+G)(y+1)%(y - 1)°
=AW+ +y+ D -3y +3y — 1) + %(93 =3y2 +3y - D(y* + 1)
+OW' =2 + D+ D+ D + 2y + 1)y —v* +y— 1) + (' +20° + 20" + 2y + 1)
+ (Fy+G)(y* +2y+ 1)(y> — 3%+ 3y — 1).
Dostavame (ze élent u 3,45, y*, 33, y")
0=A+C+F

1 1
0=-24+ +D+G~3F+2F =24+ +D~F+G

O:3A—3A—|—A—g+C—20—D+2D+1+3F—6F+F—3G+2G=

:Af%—C+D—M¥G

1
8:—A+&L3A+A+5+g+D—2D+D+2—F+ML3F+%LﬁG+G:
—442F —2G

O:fAf%+07D+17G:7A+%+C—D7G,

tj.
1 1 0 1 0]o0 1 1 0 1 010 11 0 1
-2 0 1 -1 1 |-% 0 2 1 1 1 |-% 02 1 1
1 -1 1 -2 -1{3 |~|l0 -2 1 -3 -1|3 [~[00 2 -2
0 0 0 1 —1]|2 00 0 1 -1]2 00 0 1
-1 1 -1 0 -1|-3 0 2 -1 1 -—1|-% 00 -2 0
110 1 010 110 1 0/]o0
021 1 1 |—3 021 1 1|3
~l001 -1 0|0 [~]0O01 -1 010
000 1 —1]|2 000 1 -1 2
000 -2 -2|0 000 0 -4 4

o

N[

SN O



Z toho postupné plyne, 7e G = -1, F =1, D=1, C = —% a A= —i. Ted uz jen vsech 6
integrala standardné spocCteme:

e e [t [t [
o4 y+1 o 2) w12 4) y—1 (y —1)2 (y —1)3 y2+1
1 1
+1>——3log4$+ —1‘

r—1 2(4%_’_1) 4 rx—1
1 1 1 1 1
- - 5 + - log T +1 | — arctan {*/i.
afz+l _ q Q(Q/E—l) 2 rz—1 rz—1
z—1 z—1

Celd primitivni funkce ddvéa smysl na vyse fecenych intervalech, ze jde opravdu o né, plyne z
pouziti 1VOS.

|
|
~| =
o
/N
IS
8
+
—_

A
Piiklad (Mat IIT - 06/07D). Naleznéte nésledujici primitivni funkci na maximalnim intervalu
existence:
22
I::/xlog (1— > dx .
2
ReSeni.

Funkce je evidentné definovand na intervalu (—+/2, v/2), zde proto hleddme primitivn{ funkei.
Nabizi se pouzit integraci per partes, mame

D I 2 3

2 1 X 1 2$

P s(-2) o | Long(io2)ad [
2 N 2" 08 5 )3 a2

2
1,2

ofi®
Wl

Racionalni funkci v integralu zjednodusime, je totiz

2
23 (=2 +2) =—x+ﬁ,
a proto
1 x? 2z
I:$210g< —)+/<—x+ )
2 2 V22 (V2 +7)
1, x2) 1, / < A B >
=_—zlog|(1l—— ) — -2+ + .
¥ 08 < 2 )72 1z V—u
PouZitim zakryvaci metody ihned zjistujeme, ze A = —1, B = 1. Konetné
c 1l 5 x? 1,
Izix log 1—7 -5 —log |z + V2| — log |z — V2|
el z? 1, 9
=32 log (1 - 2) — 5T - log(z* — 2)

na intervalu (—v/2,v/2).

Piiklad (Mat III - 00/01D). Spoctéte integrél

I:= /(mQSinx—i—e'”)dx.
0

Reseni.



7 linearity a znamého integralu vytresime jednu ¢ast integrandu a na zbyvajici pouzijeme
dvakrat metodu per partes, tj.

D I ’T D I
1 2 sinz | =[e"]§ + [~2” cos z]g + Z/xcosx x cosx
2z —cosx 0 1 sinz

s

=e" —1—n%cosm+2 [xsinx]g—/sinx

0
=72 +e" —1—2[-cosz|;

=72 +e" —5.

Priklad (Mat III - 20/21B). Spoctéte integral

T
/ 1+sinx +cosx
= dx

34 2sinx + cosz
0

Reseni.

Vidime, Ze integrand je definovany na celém R (funkce sin a cos nejsou nikdy nardz nulové),
mé zde tedy smysl hledat primitivni funkci a zadany ur¢ity integral tedy mé& smysl rovnéz.
Primitivni funkci bychom mohli nalézt pouzitim substituce y = tan ., integrand totiz postrada
symetrie potfebné k pouziti nékteré z jednodussich substituci. Tato substituce dobre funguje
napf. na intervalu (—m, 7), proto tedy zadany integrél prepiSeme (s vyuzitim 2w-periodicity) do
tvaru

67 7T

7 /1+sinx+cos:c /1+sinx+cosx q
= x
3+ 2sinx 4+ cosx 34+ 2sinx 4+ cosx
0 67
™ T
1+sinx + cosx 1+ sinx + cosx
=3 - dz - dz
34+ 2sinx + cosx 34+ 2sinx + cosx
Pro jednoduchost ozna¢me
1+sinx +cosx
J = - dx
3+ 2sinx + cosx
a pouzijme TeCenou substituci, mame
d 2 dur. & 2y 1—y?
r=-—— sinx = cosx =
a tedy
2 1—9°
J/1+1+yyz 2 Gy / R R N N
34 i, p 1ot 14y B(1+y?) +dy+1—y> 1442

1+y 1+y?
72/ y+1 1 d2/< Ay + B +Cy+D>d
Progr2 1142 P2yt 211

pro koeficienty z rozkladu na parcidlni zlomky sestavime standardni soustavu:

y+1=(Ay+B)(y> +1)+ (Cy+ D)(y* + 2y +2)
= Ay® + By? + Ay + B + Cy® + 2Cy* + Dy* + 2Cy + 2Dy + 2D

0=A4A+C
0=B+2C+D
1=A+2C+2D
1=B+2D.



7 prvni rovnice muzeme vyjadiit A = —C, z druhé B = —2C — D a ¢tvrta rovnice 1ika, ze
1=-20-D+2D=D-2C,
tedy D =1+ 2C a zpétné B = —2C — D = —1 — 4C. Dosazenim do tteti rovnice konecné

1=-C+2C+2+4C
—1=5C.

—% aD= g Pro nas neurcity integral dostavame

/(2y+2)~%2+2/2y'(—§)+3

Méame tedy C = —%,

2/ y—1 2/—y+3 2
= - 7—’—7 = -
5/ y*+2y+2 5) y2+1 5 Y2+ 2y +2 5 y?2 +1
110(2+2 +2) 4/ ! 110(2+1)+6acta
= - _—— —_—_—m — ar n
5 o8 Ty 5) wr12+1 5 8V 5 y

1 2+2y4+2 6 4
—5og%—l—garctany—5arctan(y—|—1).

Pro puvodni integréal (po pfepo¢tu mezi pfi substituci) tedy mame

1 24242 6 4 o
=3 {5 log % + o arctany — = arctan(y + 1)] .

oo

1 242 2 6 4
+ [5 log % + o arctany — E arctan(y + 1)} .
4 1 4 4
:3'g-W73~g'7r—glog2+g~gfg~g+7arctan1
1 18 -124+3 -2 4 © 8m 1
:_,1 2 L 7-—:——*1 2
5 o82T 5 "5 15 5%

10



