Priklady na 2. bonusové cviceni

Priklad 1. Naleznéte supremum a infimum funkce

f(@,y,2) = wy? —

na mnoziné
M = {[z,y,2] € R* 2? +2¢y* + 322 =4,2 — 2 > 0}
a pokud se jich nabyvé, urcete kde.
Reseni.

MnozZina je zjevné omezend, protoZe se jednd o Cast sféry. (Alternativni argument je, Ze
2], v/2|y|, v3|z| < v/4.) Déle je uzaviend jakozto priinik dvou uzavienych mnozin, konkrétné
{224+ 2y% + 322 = 4} a {x — 2 > 0}. Ty jsou uzaviené na zdkladé véty o tiroviiovych mnozinach
(diky spojitosti polynomt). Celkem je tedy M kompaktni, a protoZe je f spojité, tak zde nabyvé
minima i maxima.

Oznacme

o(x,y,2) = x> +2y* + 32 — 4
Y(x,y,2) =z —2

a napocitejme si relevantni gradienty:

Vf = (y2 - 1a 2.%‘:[/,0)
Vi = (2z,4y,62)
Vw = (1703 71)

S timto znacenim muzeme mnozinu M napsat ve tvaru
M = M; U M,
kde
My = {¢=0,¢ > 0},
M = {p =0, =0}.

Jelikoz zde ma f extrémy, tak lezi v nékteré z téchto dvou mnozin.
Mmnozina M;. Jelikoz f, ¢ jsou diferencovatelné dokonce na celém prostoru, tak lze pouzit
vétu o Lagrangeové multiplikatoru (s Gy := {t¢b > 0} - oteviend). Nastévd tedy jedna z moZnosti:

(a) Nulovost gradientu dava pocdtek, ten nelezi v M.
(b) Existuje redlné ¢islo A spliujici
v —1+2\x =0
20y + 4y =0
6z = 0.
Diky tfeti rovnici dostavame dva disjunktni podptipady:

— Je-li A =0, tak z prvni rovnice je y = +1 a ze druhé z = 0. Vazba ¢ = 0 déle tika
7e 24322 =4, atedy z € {i\/%} Jesté musime zkontrolovat podminku ¢ > 0, tj.

2
0>+ %, mame tedy prvni dva podezrielé bod | f (O, +1, —\/Q) =0/

— Jeli A # 0, a tedy z = 0, tak ndm vazby mnoho nefikaji. Podivime se proto na
druhou rovnici, mame y(x + 2X) = 0.

x Je-li y = 0, tak vazby iikaji, Ze 22 = 4 a zaroven x > 0, takze | f(2,0,0) = —2|.



x Je-li z = —2), tak prvni rovnice ¥k, ze y?> = 1+4\2, dosazenim do ¢ = 0 mame
AN 424 8A2 = 4, tj. A = i\/g. Méme tedy = = F 2, kvitli ¢ > 0 je v My

5 2 5 2 2
pouze bod [%,:I: 5,0]. Funkéni hodnoty jsou | f (\@,:t\/; O) = % 3 )

Mnozina M, (efektivné). Zde lezi body spliujici obé vazby, takze x = z. Staél proto
zkoumat extrémy funkce g(z,y) := f(z,y,7) = xy?> — x na mnoziné N := {422 + 2y% = 4}.
Diky diferencovatelnosti vazby i funkce g 1ze opét pouzit vétu o Lagrangeové multiplikdtoru a
dostavame dvé varianty:

(a) Nulovost gradientu dava pocdtek, ten nelezi v N.
(b) Existuje redlné ¢islo A spliujict
P —14+8\z=0
2zy + 4y = 0.

Mizeme vytknout v druhé rovnici, stejné jako predtim. Alternativné muzeme vzit yl
—2zI1I, dostaneme
y(y* — 1 —42?) = 0.

Méme tedy dva podptipady.

— Je-li y =0, tak z vazby plyne x = +1. Méme proto body ‘ f(£1,0,£1) =F1 ‘

— Jeli y # 0, tak y?> = 1 + 422, Z vazby mame 1222 = 2, tj. = :l:\/g =z a

1 5 1 1 2
y? = % Dostavame proto Ctyfi podezielé body | f (, :i:\/;, ) =73 a

V6 V6 V6
1 5 1 1 2
f(‘@*ﬁ"@)?@:w

Zavér. Jelikoz zjevné

2 2
— <1l = 4<3V6 = 16<9-6=54

V6 3
a ostatni hodnoty jsou nekladné, tak mdme maximum 1 a f ho nabyva v bodé [—1,0, —1]. Pro
minimum zjevné stac¢i porovnat

—2< — 3v6 > 1,

1 2
V6 3
coz plati, a mdme tedy minimum —2 a f ho nabyvé v bodech [2,0,0].

A

Pozn. Totéz Ize spocitat i pomoci dvou multiplikdtori, z tvaru Vi se hodi zamérit na prostrednd
rovnict, vytknout a rozvétvit na dva pripady. Linedrni zavislost gradientu je primocard.



Priklad 2. Naleznéte supremum a infimum funkce
f(@,y,2) =242y +3z
na mnoziné
M= {lz,y,z] € R%a® + 9 + (2 = 1)’ < 2,2° +y* + 22 < 3}
a pokud se jich nabyva, urcete kde.

Reseni.

Mnozina je zjevné omezend, protoze se jednd o prunik dvou kouli. (Alternativni argument
je, ze |z|, |y, |z| < V/3.) Déle je uzaviend jakozto prinik dvou uzavienych mnozin, konkrétné
{22+ 9% + (2 —1)2 <2} a {22 + y? + 22 < 3}. Ty jsou uzaviené na zékladé véty o troviiovych
mnozindch (diky spojitosti polynomt). Celkem je tedy M kompaktni, a protoze je f spojitd,

tak zde nabyva minima i maxima.
Oznacéme

p(r,y,2) =" + > + (2 = 1) =2
U(w,y2) =a® +y 27 =3
a napocitejme si relevantni gradienty:
Vf=(1,23)

Ve =(22,2y,2(z — 1))
Vi = (2z,2y, 22).

S timto znacenim muizeme mnozinu M napsat ve tvaru
M = M; UMyUMsU My,
kde
My = {p < 0,9 <0},
M = {p =0, <0},

MS = {90<0a¢:0},
My = {p=0,9 =0}.

Jelikoz zde ma f extrémy, tak lezi v nékteré z téchto ¢ty mnozin.

Mnozina M. Jelikoz ¢, jsou spojité, tak diky vété o droviovych mnozinich je M;
oteviend, a protoze f € C'(R?), tak jedinymi podezielymi body jsou ty, kde je Vf nulovy.
To ale nikde nenastava.

Mmnozina M,. Jelikoz f, ¢ jsou diferencovatelné dokonce na celém prostoru, tak lze pouzit
vétu o Lagrangeové multiplikatoru (s Gy := {¢ < 0} - oteviend). Nastdva tedy jedna z moznosti:

(a) Nulovost gradientu dava [0, 0, 1], ten ale nelez{ v M.
(b) Existuje redlné ¢islo A splitujici

1+2 =0
242 y=0
3+2X(z—1)=0.

Nabizi se vzit yI—zIT a (z — 1)I—2III, dostaneme

y = 2z,
z—1=3x.

Dosazenim do ¢ = 0 ziskavame

22+ 42% + 922 = 2,



coz dava x = :I:\%, Yy = :t%, z=1+ % Je tfeba jesté zkontrolovat ¢ < 0, tj.

1 4 9 6 6

S+l ot ——3=d—,
77 T VT J7

a to je zdporné pouze pro zapornou volbu znaménka, dostavame podeziely bod

1 2 3 14
f(—ﬁ,—\ﬁ,l—\ﬁ> :_WH:S_QW'

MnozZina Mj. Jelikoz f, 4 jsou diferencovatelné dokonce na celém prostoru, tak lze pouzit
vétu o Lagrangeové multiplikdtoru (s Gz := {¢ < 0} - oteviend). Nastév4 tedy jedna z moznosti:

(a) Nulovost gradientu dava pocatek, ten ale nelezi v Ms.

(b) Existuje redlné ¢islo A spliujici

1+2Xx =0
24+2\y=0
3+2Xz=0.

Nabizi se vzit yI—xII a zI—xIII, dostaneme

Dosazenim do v = 0 ziskdvame
22 4+ 42% + 92% = 3,
coz dava x = £ y==2

14, z =43 13—4. Je tfeba jesté zkontrolovat ¢ < 0, tj.

3 3 / /3
—+4. = —+1 7 2=2 =
Tt 14+9 g 16 F6

kladnd varianta tedy evidentné neni mozné, ovéime druhou
/3
2-64/—<0
14
/3
— 1 <3 —
14

<~ 14 <93,

14’

coz plati, mame tedy podeziely bod

3 3 3 3
(Vi) -]

MnozZina M, (efektivng). Zde lezi body splitujici obé vazby, kdyZ je odec¢teme, tak mame, Ze
(2—1)2—2%2-24+3 = 0, a tedy z = 1. Staci tedy zkoumat extrémy g(z,y) := f( z,y,1) = x+2y+3
vici N = {22 + y? = 2}. Diky diferencovatelnosti vazby i funkce g miZeme pouzit vétu o
Lagrangeové multiplikdtoru a mame dvé moznosti.

(a) Nulovost gradientu davéd pocdtek, ten ale nelezi v N.
(b) Existuje redlné ¢islo A spliujici

1+2Xx =0
242Xy =0.



Nabizi se vzit yl—«II, dostaneme y = 2x. Dosazenim do vazby ziskdvame ziskdvame
522 = 2, coy déva @ — i\/g Ly = i2\/§ . Nagli jsme tedy podezfelé body

2 2 2
f<ﬁ:\/;,j:2\/;,1> :315\/;:31\/ﬁ.

Zavér. Je zjevné, ze 3 — /10 > 3 — 2V/7, takze f nabyvd minima 3 — 2v/7 v bodé

[—%, —%, 1— \%} Co je nejvétsi hodnota vidét neni, pocitejme

V42 > 3+ /10
— 42>94+10+6V10
— 23>6V10
<= 400+ 9+ 60 = (20 + 3)? = 23% > 360,

. . . < /3 3 3
takze f ma maximum /42 v bodé [ 12 ﬁ,?)\/a.
A
Pozn. Totéz lze dopocitat ovsem i pomoci dvou multiplikdtori. Linedrni zdvislost gradienti

vazeb neni tézkd. Ddle je nejlepsi vhodné prendsobit pruni dve rovnice a ziskat y = 2x. Potom
z nasi dvojice vazeb ziskat x a z.



Priklad 3. Na maximalnich intervalech existence najdéte primitivni funkci

sinz - cosx
- dzx.
/(smx—i—?)(cosx—i—l)

Reseni.

Integrand je evidentné definovany (a spojity) pro x # w + 2kn, k € Z, méa proto primitivni
funkei na intervalech Iy, := (—7 + 2kmw, 7w + 2k7), k € Z. Hod{ se (a jinou ani nelze pouzit)
aplikovat substituci je y = tan 5. Plat{

q 2 q . 2y 1—q?
r=-——7 sine = —=—, cosx = .
T+2 0 L+y?’ 1+ y2

Pretransformujme integral a upravme

2 1
(1+y2+2)(1+y2_|_1) 1+y2 (2y2 +2y+2)-2 1442

y(1— y?) /( Ay+ B cy+p>
= dy = dy .
/(y2+y+1)<1+y2> Y Fryrl ! g1 )

Nyni sestavime obvyklou soustavu:

—y’ +y=(Ay+B)(y* + 1)+ (Cy+ D)(y* +y+1)
= Ay’ + By’ + Ay+ B+ Cy* + Cy*+ Dy’ + Cy + Dy + D

—-1=A+C
0=B+C+D
1=A+C+D
0=B+D.
Ze ¢tvrté rovnice mame D = — B, dosazenim do druhé dostavame C' = 0, diky prvni A = —1 a
ze tieti plyne D = 2 = —B. Ted jednotlivé vyrazy rutinné zintegrujeme, postupné méame

— 2 2 2y+1 —+f
I:/( y+ + )dy:/( 4 ) 2 dy + 2arctany

v+y+1l y2+41 v 4+y+1
1 5 1
:—ilog(y +y+1)+2arctany+2/173dy
(v+3)"+3
1 1 1
:filog(y +y+1)+23rctany+ cgdy
<,;) 1
2
c 1 10 /3 2tan ¥ 41
=3 log (tan2 g + tang + 1) + 2 arctan (tan g) + 3 g arctan % ,
2tan 5 +1

5
1)+x+7arctan7,

V3 V3

tento vztah plati pro = € I, k € Z, coz je maximélni interval existence.

e _1 0 22 L tan = 4+
= ——log (tan® = + tan =
9 %8 2 2

A

ey,

292 ve jmenovatelz. Funkce bude mit przmztwm funkci na intervalech ( T+ 2k7r,0 + 2km),
(042km, w4 2km). V bodech 2k ji nemd smysl lepit, protoZe integrand tam nent ani definovany.

Pozn. V posledni rovnosti jsme pouZili, Ze arctan(tanx) = x — km pro x € (—% +km, 5+ I<;7r).

”

Konstanta —kr je tedy obsaZend v symbolu =7, na kazdém intervalu I, je jind. To plati takto:

arctan(tan ) periodicita arctan(tan(x — km)) =« — kw prox — km € (—g, g) ,

vime totiz, z definice, Ze arctan(tanx) = x pro x € (—g, g)



Priklad 4. Na maximalnich intervalech existence najdéte primitivni funkci
S 2
sin® x
2+ sin“x
Reseni.

Integrand je zjevné definovany, a spojity, na celé realné ose, ma zde proto spojitou primitivni
funkci. Na intervalech Iy, := (=% + km, T + km) davé smysl pouzit substituci y = tanz, potom

1 Y 1
dr = ——dy, sine = ———, cosx = ———.
1+ 92 1+ 42 /T+ 42

Integral pretransformujeme, upravime a rozlozime

2

I / (ETs L 4 / v d
= . y == y
2+ 1+ B2 +2) (2 + 1)

Ay+B Cy+ D
= 5 +— dy.
3ys +2 yc+1
Sestavime standardni soustavu pro koeficienty

y> = (Ay+ B)(y* + 1) + (Cy + D)(3y* + 2)
= Ay® + By* + Ay + B + 3Cy® + 3Dy* + 2Cy + 2D

0=A+3C

1=B+3D

0=A+2C

0=DB+2D.
Odectenim prvni a tfeti rovnice mame C' = 0, pak i A = 0. Odec¢tenim druhé a tfeti rovnice
dostdvdme D = 1, pak B = —2. Ted uZ integraly rutinné spoc¢teme

1 1 1 1
I=-2 [ ——d ——— dy = arct -2 ——-=d
) Tl

c V2 V3y\ e 2 3
= arctan(tanx) — —= arctan | — | = x — {/ = arctan —tanz
V3 V2 3 2

pro x € I. Vime, Ze existuje spojita primitivni funkce na celé redlné ose, takze my spojité
dodefinujeme praveé nalezeny integrél a to bude vysledek. Oznacme

2 3
F(z):=x— \/garctan <\/gtanx> +cp, x € Iy.
Pro jednostranné limity mame, ze

2 2
lim F(a:)ngkw;r\/;Jrck a lim F(x);r+k7r+72r\/g+ck+1.
I*}(%+kﬁﬂ‘)7 :v—)(%+k:7r)+

Chceme, aby se limity rovnaly, takze
2
Ck+1 =Cp — T ga

2
Cr = c—kﬂ'\/;

Hledand primitivni funkce mé tedy tvar (pro libovolné ¢ € R)

Fla) = xf\/garctan“/%tanm) +cfk7r\/g,xefk
(g+kﬂ)'(1—\/§> +c,x =735 +knm

oznacime-li ¢ := ¢y € R, tak tedy



Priklad 5. Spoctéte urcity integral

O <
/ 641+463x+262m+26x
xZ.

e4$+e3z+ez+1
—log2

Reseni.
Integrand je definovany na celé redlné ose, takze integral ddva smysl. Volme substituci
e’ =y, pak e”dz = dz a interval (—log2,0) = (log 3,0) se (diferencovatelnym) zobrazenim
¢(x) := e® zobrazi na interval (1,1). Mame tedy
1 1 1
I:/y3+4y2+2y+2d :/y3+4y2+2y+2 /y +4y® + 2y +2
v+ +y+1 Ply+1)+y+1 (3 +1)(y+1)

1 1
2 2

1 1
_/ y® +4y? + 2y +2 q _/( A N B N Cy+ D )d
W2 —y+ Dy +127 y+1 Gy Eoyr1)
1 1

2 2

dy

Zakryvaci metodou ihned dostavame, ze B = W = 1. Pro zjisténi zbyvajicich koeficientt

si sestavime standardni soustavu:
VA +2+2=Ay+ 1) —y+ 1)+ @ —y+ 1)+ (Cy+D)(y* +2y +1)
= Ay — AP+ Ay + Ay — Ay + A+ —y+14Cy°
+20y? + Cy + Dy* + 2Dy + D
= AP +CyP +9? + 209> + Dy? —y+Cy+2Dy+ A+1+D

1=A+4+C
4=1+2C+D
2=-14+C+2D
2=A+1+D.

7 prvni rovnice mdme A = 1 — C a dosazenim do ¢tvrté je 2 =2 — C + D, tj. C = D. Ze treti
rovnice nyni plyne C' = D =1 a diky prvni A = 0. Proto

/ 1 y+1 1Y f@y-1)-143
Ii:/ 5+ dy = |——— +/2—22dy
(y+1) y2—y+1 y+1 1 y2—y+1
1

1 3
1 2 J1 Loy 1
——2+3+|:210g(y2_y+1):| +§/ 12 de
3 ! (=3 +1
2
1
e +§/;l
6 2 % 12 2) (,\? 3
3 (ﬁ) +1
2
1
1 1. 3 3 2y — 1 1 1 1
Zﬁ‘zlogﬂz[{arctan 7 L:6+2(1°g4_1°g3)+ﬁm“¢3
1 1
:6+log2—§log3+§w.



Priklad 6. Spoctéte urcity integral
2

| i

-1

Reseni.
Integrand je definovany pro x > —1 a intervaly existence budou (—1, 3), (3, 4+00). N&s piiklad
tedy dévé smysl (integrujeme pfes mnozinu, kde je integrand definovany). Zbavme se odmocnin

pomoci substituce vz + 1 =y, tj.
z=y>—1,dz = 2ydy.
Integral pretransformujeme a upravime

V3

V3 1 2 9
y y Y
If/ 2ydy = / dy .
(y*> —4)(1+ -2)(y+2)(1+y)

0

Nez pouzijeme rozklad na parcidlni zlomky, tak je potfeba racionalni funkci jesté vydélit, mame

=2+ +y) =@ —Dy+1) =y’ +9y° -4y — 4,

a tak )

2% + 10y + 8
28 +2): (P —dy—4) =2+ =2 T
2y +2y): (y° +y” —dy—4) Y By

Nyni mtzeme vytvorit rozklad

Vi 2y? + 10y + 8 Vi A B C
—2y% + 10y +
-l Jl e e )
) =2)(y+2)(y+1) ) y+1 y+2 y-2
Pomoci zakryvaci metody ihned ziskavame, ZeA::—ézg,B:ﬁ%:—f)aC:%:g

Plati tedy

~
I
o\%

gpd L5 51 )y
3 yr1 yr2 3 y_2)Y

5 V3
2y+—1og|y+1lf5log\y+2l+ loegQI}

—

0
=2V3+ - 1og(\f+1)—5log(f+2) glog(z—\/ﬁ)—0—0+5log2—§1og2

=2V3+4 - 1og(f+1)—510g(f+2) glog(2—\/§)+¥log2.



