Piiklad 10(vi). Naleznéte supremum a infimum funkce

Fla,y,2) = a(y + 2)
na mnoziné
M ={[z,y,2] e R*2® +y* + 2* = 1,2° + 2y° < 1}

a urcete, zda a poptipadé kde se nabyva.

Reseni.

Oznaéme @(x,y) = 22 +y> + 22 — 1 a Y(x,y) = 22 + 2y? — 1, ty jsou spojité, a proto
je M uzavfend jakozto prunik dvou uzavienych mnozZin (ty jsou uzaviené na zékladé véty o
troviiovych mnozindch). Zdrover je omezend, protoZe se jednd o ¢ast sféry, M je tedy kompaktni
a spojita funkce f zde tedy nutné nabyva svych extrému.

Ozna¢me M = M; U My, kde M1 = {p = 0,4 < 0} a M7 = {¢ = 0,% = 0}. Spo¢téme si
gradienty funkci se kterymi budeme operovat, tj.

Vf:(y+z’x7'r)7
Vo =2(z,y,2),
Vi = 2(x,2y,0).
MnoZina M;. Jelikoz je f i ¢ tiidy C! na celém prostoru, tak lze pouzit vétu o Lagrangeové
multiplikdtoru (G = {¢ < 0} - oteviend ze spojitosti ©). Véta ndm ki, Ze pro bod extrému

nastava jedna ze dvou situaci. Bud je Vi nulovy, coZ nastdvd pouze v pocatku a ten neni v
M, nebo existuje A € R, takové, ze

y+z+ 2 x =0,
T+ 2y =0,
T +2X\z=0.

Vezmeéme tieba zII - yIII (¢i bez ndsobeni) a mame
z(z—y)=0.
e Je-li x =0, tak y = —z a z vazby dostavame y = i%. Pro tento bod ale neni ¥ < 0.
o Je-li y = 2, tak vazby Fikaji, Ze 22 + 2y? = 1 a zdroven 22 + 2y% < 1, coZ nelze.

MnoZina Ms. Jelikoz je f, ¢ i t¥idy C! na celém prostoru, tak lze pouzit vétu o Lagran-
geové multiplikdtoru (G = R? - oteviend). Prvni moznost pro extrém je linedrni zavislost
gradientti vazeb. Vi zde opét nemtze byt nulovy, nulovost Vi ddva body [0, 0, z], ty ale tady
také nelezi. Mohlo by tedy existovat nenulové a € R takové, ze Vi = aVy, to dava z = 0,

pak z vazeb je y = 0 a & = +1. Mdme | f(£1,0,0) = 0|. Druhd mozZnost je existence dvou
multiplikatort A, 4 € R fesicich soustavu

y+z+ 2z + 2ux =0,
x4+ 2y +4py =0,
T+ 2 z=0.

Zéaroven z nasich vazeb dostavame, Ze y2 = z2. Mame tedy dvé varianty.

e Je-li y = —z, tak mame systém
2z + 2px = 0,
x4+ 2 \y +4py =0,
Tz —2\y =0,

takze ze tieti rovnice plyne, ze & = 2\y a vazby davaji 4\?y? + 2y = 1, tj. 3% =
Funkéni hodnota v téchto bodech je ’ fAy,y,—y) =0 ‘
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e Druhou moznosti je y = 2z, a dostavame tak

2y + 2z + 2px = 0,
x4+ 2 \y +4py =0,
x+2\y =0,

rozdil druhé a tteti rovnice dava py = 0. Je-li y = 0, tak z vazeb ziskdvdme z = 0 a
r = +1, coz uz mame. Zbyva tedy, ze p = 0, tj.

y+Az=0
T+ 2 \y = 0.
Vyjadiime x = —2)\y a dosadime, obdrzime
y(1—2X\%) = 0.
— Je-li y = 0, tak z vazeb opét plynou body [+1, 0, 0].
— Jeli A2 = %7 tak umocnénim vztahu z = —2\y mame, Ze 22 = 422y = 2y? a vazba
déva, ze 4y =1, atedy y=+1 =zaz = i% (pro vSechny kombinace). Celkem
1 11 1 1 1 1 1
tedy | f(+—=, =, =) =+— |a | f(+—=, —=, —=) = F— |
yJC(\@Q?) V2 f(\/§22) R

Zavér. Vysetrili jsme vSechny varianty a porovnanim hodnot vidime, ze f nabyva maxima

% v bodech [:I:%,:I:%;I:%} a minima —% v bodech [:F%,j:%,:t%] .
Pozn. (”Nedoreseni” soustav) Poznamenejme, Ze ne vidy soustavy (Lagrange + vazby) vyresim
celé. Obvykle zjistim, Ze by jedna souradnice musela byt nécemu rovna a potom z vazeb najdu
néjaky bod. Ale miZe se stdt, Ze pro tento bod nebudou existovat (jeden ¢i dva) multiplikdtory
splnujict dany systém, a tedy takovy bod nebude bodem extrému.

Napr-.: Vsimnéme si, Ze v cdsti "y = z” a vetvi "y = 07 pisu, Ze z vazeb ziskime x =
+1 (a z = 0). To je pravda, nicméné, ta relevanini soustava vznikld pouZitim Lagrangeovych
multiplikdtord neni v tomto bodé splnéna. Je totiz vidét, Ze kdyz y = 0, tak z druhé rovnice
nutné je x = 0. To tedy nejde dohromady.

Zcela striktnée bych meél celé soustavy doresit, ale je to zbytecné z potencidlne dvou duvodii.
Zde to nebylo potreba z toho duvodu, Ze nalezeny bod jsme jiz zahrnuli drive. Pokud by nebyl
zahrnut a my jsme ho v néjakém momentu pridali, © presto, Ze pro nej dand soustava neplati, tak
se nic nedéje (kdyz lezi v dangch mnoZindch - coZ je zaruceno tim, Ze souradnice dopocitdvdm z
vazeb, pokud mozno). Nic se nedéje z toho divodu, Ze jsme si do findlniho porovndvdni hodnot
zbytecné pridali bod navic. V ném ale extrém nebude (protoZe by musel splriovat podminku z
véty o Lagrangeovych multiplikdtorech). V principu miZeme pridat mezi podezielé body jakgkoliv
bod z mnozZiny se kterou pracujeme. Mezi podezrelé body nesmime zahrnout pouze body mimo
zkoumanou mnoZinu.

Totéz se tykd i soustavy vzniklé pri zkoumdni linedrni zdvislosti vazeb, nicméné v tomto
pripadé, pro zménu, body [+1,0,0] danou soustavu splriugi.
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