1 Co zname a co budeme zkoumat

1.1 Prvni semestr

Dosud umime pracovat s funkcemi jedné realné proménné. Dokézeme zjisti, kde je funkce defi-
novand a pomoci prvni derivace dokdzeme vydedukovat, kde funkce roste ¢i klesa. Spoc¢tenim
limit v krajnich bodech, spolu s vySetfenim lokédlnich a globédlnich extrému, dokazeme urcit jeji
obor hodnot. Zajiméa-li nas to, tak umime pomoci druhé derivace vysSetrit, jakym zpusobem je
funkce kriva.

Hmatatelny piiklad takové funkce vlastné vSichni zndme z fyziky. Jde napt. o funkei s(¢),
kterd v predepsaném Case t > 0 vrati uraZenou vzdalenost (napf. néjakého hmotného bodu).
Jeji prubéh muze vypadat treba jako v grafu nize.
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Vidime, ze nékdy mezi ¢asy 2,5 a 3,5 se urazend drdha neméni. Bod se tedy nepohyboval,
zména (derivace) byla nulovd. Pak jsou tam dva razné linedrn{ tseky, draha tedy narustala
(ménila se) konstantné. Prvni isek m4 parabolicky profil, zpo¢atku tedy draha nartistala pomalu
a ¢asem stale rychleji. Z toho si ¢lovék muze rychle uvédomit, ze prvni derivace bude odpovidat
funkci rychlosti, typicky znaéené jako v(t). Vidime i to, Ze nulovost derivace (tj. rychlosti) viibec
nemusi znamenat, ze ptivodni funkce ma v tom bodé extrém — jde pouze o podezrely bod. Druha
derivace drahy, odpovidd zméné rychlosti, ta se obvykle znac¢i a(t) a jmenuje se zrychleni. Tato
funkce by byla v tomto prikladé nulova na poslednich tifech tsecich, na prvnim je konstantni
(2 m4 konstantn{ druhou derivaci).

1.2 Druhy semestr

Ve druhém semestru nas ¢ekaji ¢tyfi témata. V ramci nich zobecnime, do jisté miry, predchozi
tvahy ve dvou smérech.

Posledni, ¢tvrté, z nich navazuje na predchozi semestr takto. Mame-li funkci f, tak vlastné
vzdycky (iimorné, ale prece) dovedeme spoéist jeji derivaci f’. Dovedeme to i naopak? Tedy,
kdyZz dostaneme funkci f dokdzeme néjak zkonstruovat funkci, jejimz derivovanim dostaneme
f? Takovd funkce se bude nazyvat primitivni funkei (éi integralem ¢ “antiderivaci”) k f, za
rozumnych okolnosti bude existovat vzdy, ale jeji nalezeni je zna¢né komplikovanéjsi. V néjakych
"netabulkovych” prikladech i prakticky v ruce nemozné. V piikladu vyse by tedy primitivni
funkei k v(¢) byla drdha s(t). Graficky je integral néjaké funkce tzce spjat s plochou, kterou
vymezuje graf funkce a osa x.

Prvni tii pro zménu budou pracovat ne s funkci jedné realné proménné, ale s vice proménnymi.
Muze se napriklad jednat o proménné x, y, z ¢i x, y, 2, t — druhd varianta muze popisovat rychlost
bodu ve tfech prostorovych rozmérech (coZ popise t¥eba tok v trubici), prvni tfeba distribuci
teploty ¢i elektrického naboje v mistnosti.

Je asi zjevné, ze kreslit takovéto vicedimenziondlni prubéhy funkce f(z,y) by bylo krajné
narocné, takze to délat nebudeme. V prvé radé potrebujeme néjak byt schopni popsat, co to



je 7derivace” funkce f, abychom néjak zachytili miru zmény. Ukazuje se, Ze nam v podstaté
staci byt schopni sledovat zmény ve jednotlivych smérech nasich os z,y — pujde o tzv. parcidlni
derivace. Jejich vypocet je v principu identicky jako v 1. semestru (tim, Ze sledujeme pouze
jeden smér, tak jsme vlastné v jednodimenziondln{ situaci). To bude tedy prvni téma, k nému
priddame i schopnost urcit a predstavit si defini¢ni obor funkce f, trochu se podivame i na
nékteré vlastnosti mnozin ve dvou a tfech dimenzich.

Tohle se uz tizce vaZe s vySetfovanim extrému (a tim i oboru hodnot), coz bude tfeti téma.
Toto téma se ukazuje jako potfebné i v ekonomické teorii — tzv. metoda Lagrangeovych mul-
tiplikdtort. Mohlo by jit tfeba o to, ze mame k dispozici néjaky rozpocet a ten muzeme vyuzit
dvéma zplsoby — investovat a néco vyrobit, z toho nasledné poplyne néjaky zisk, a nebo si
zaplatit reklamu na ten produkt. Rozpocet nemutzeme piekrocit, takze budeme hledat pouze ta
[x,y] € R? spliiujici t¥eba 5z + 2y < 100, kde 2 je mnozstvi vyrobenych a prodanych produkti
(5 je cena vyroby jednoho kusu) a y je pocet hodin, kde se reklama vysild (2 je cena za jednu
hodinu). Nésledné bychom museli vymyslet néjakou funkci, kterd ndm Tekne, co je nds profit,
kdyZ vyrobime x véci za y ¢asu. Ttfeba f(z,y) = 8x + 22 — y%. I zde bude potfeba rozumét
vlastnostem mnozin, protoze nékteré abstraktni véty nam zarué¢i existenci extrému, bude to
tedy tfeba umét ovérit.

Nakonec zbyvajici, druhé, téma zkoumad tzv. implicitni funkce. Zde jde o to, ze z rovnice
z +y = 2, dovedeme jednoznatné, explicitné, vyjadiit y jako funkci z, tj. y(z) = 2 — 2. V
piipadé x2 4 y? = 1, to uz takto nejde, byly by potieba dvé vétve odmocniny, tj. £v1 — z2.
Jednd se o implicitni vztah. Budeme mit ale jakousi abstraktni vétu, kterd ndm rekne, ze za
jistych predpokladi lze z takového implicitniho vztahu ziskat explicitni funkci y(x). Takovy
vztah zjevné nemuze platit pro vSechna uvazovana x, ale pro x z néjakého rozumného okoli
ano. Toto je ndsledné i tizce spjato s otdzkou existence inverzni funkce k f(x,y).
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