ITI. Derivace a implicitni funkce

Shrnuti teorie.

Definice. (Parcidln{ derivace) Bud k& € {1,...,n} a necht je funkce f definovand na néjaké tisecce se
stfedem a € R” ve sméru e®. Parcialni derivaci f v bodé a podle k-té proménné rozumime &islo

8xk 0 t

Je-li f definovanda na néjaké neprazdné a oteviené mnoziné G C R™ a ma na G vsechny své parcidlni
derivace spojité, pak ¥kdme, ze f € C* (G) (je t¥idy C! na G). Obdobné i f € C*(G), k € NU {+o0}.

Poznamka. Je-li f € C*(G), pak 81 ax (a) = 8225; (a).

Poznamka. Je-li f(z,y) = f(y,x), pak 2 oy (y, x) = g£ (z,y), pokud alesport jedna z nich existuje.

Poznamka. Bud f v bodé a “spojitd podél k-tého sméru”, tj. funkce t = f(a + te*) je spojitd v nule, a
necht plati, Ze

. of ky _ - Of ky _
tgrgl+a—m(a+te)—Aatli%l_a—%(a+te)—3.

Je-li A#+ B ¢ A= B = +o0, tak %(a) neexistuje. Je-li A= B € R, tak %(a) = A.

Definice. Bud ) # G C R" oteviend mnozina a f € CY(G). Uvazujme a € G, pak graf funkce
Z —f —ag), x € R",
P Oxy,

nazyvame tecnou nadrovinou ke grafu funkce f v bodé [a, f(a)].

Tvrzeni. (O implicitni funkei) Mé&me otevienou mnozinu G C R™ x R a bod [&,§] € G. Uvazujme
funkci F : G — R spliiujici pro néjaké k € NU {+oo}:

(i) C*(@),k € NU {+0o0},
(ii) F(,
(iii) 2E(z,7) # 0.

Potom existuje okoli U bodu & (v R™) a okoli V' bodu ¢ (v R) takové, Ze pro kazdé x € U existuje jediné
y € V spliiujici F(z,y) = 0. Mame tedy y = o(x) pro funkci ¢ : U — V spliujici ¢ € CF(U).

7)=0a

Tvrzeni. (O dvou implicitnich funkcich) Méjme otevienou mnozinu G C R™ x R? a bod [Z,9] € G.
Uvazujme dvé funkce Fy, F» : G — R spliiujici pro né&jaké k € NU {+oo}:

(i) Fi, Fy € CF(G),
(ii) Fl(i:ag) =0, F2(1~:7g> =0a
(i) G2 (2,9) - 522 (&, 9) — Go2(2,9) - Go2 (&, 9) # 0.

Potom existuje okoli U bodu & (v R™) a okolf V bodu g (v R?) takov4, 7e pro kazdé & € U existuje jediné
y € V spliujici Fi(z,y) =0 = Fy(x,y). Mame tedy [y1, 2] = [¢(x), ¥ (x)] pro funkce ¢, € CF(U).

Tvrzeni. (Retizkové pravidlo - konkrétné) Mé&jme oteviené mnoziny G ¢ R2, H C R{a funkce ¢, v, x €
CY(G) a f € CY(H). Uvazujme sloZenou funkci F(s,t) = f(p(s,t),9(s,t), x(s,t)). Bud @ € G a oznaéme
b = [p(a),¢(a), x(a)], potom plati

OF . . of .. Op of .. 0 of o\ Ox
a(a)—%(b%@(away( )55 (@) + 52 (b) -5 (a),
OF of of .. 0 of o\ Ox

dp
5 (@) =5_(b) 5t(a)+8y() 5 (@) +5-(b) - = (a).



Priklad 1. (Parcidlni derivace) Spoctéte parcidlni derivace funkce f vsude, kde existuji.

(a) fla,y) = T+ P (©) fla,y) =y — ). () f(z.y) = |siny - sina

(b) flz,y) = /z+ 12 () f(zy) = y® -2, () f(z,y) =sinfe® +y? —1].
(©) fla.y) =] Iyl (8) f(r.y) = max{y —cosx,0). () S@y) =l ]yl -1
(d) flz.y) = J77. () fla,y) =max{y+az,2%). O flzy) = fogt.

Priklad 2. (f{etizkové pravidlo) Spoététe parcidlni derivace slozené funkce F.

(2) F(s) = f(o(s),%(5)), kde f(z,y) = 2v/1+y? a p(s) = €, ¥(s) = e~

(b) F(s) = flp(s),%(s), x(s)), kde f(z,y,2) = ay?2® a p(s) = sins, P(s) = —coss, x(s) = €.

(c) Fs,t) = f(e(s,t),1(s,), x(s,1)), kde f(z,y) = 2yz a o(s,1) = s + 17, ¢(s,) = st, x(s,t) = 5
(d) F(s,t) = f(g(s,1), (s, 1)), kde f(z,y) =sinz-siny a o(s,t) = (s — )%, 9(s,t) = s* — t*.

Priklad 3. (Jedna implicitni funkce - 2D) Ukazte existenci dané implicitni funkce a odpovézte na otézky.

(a) 22ty + 23 +9° + 2y = 1,[%, 9] = [1,0]; y = ¢(z), te¢na k ¢ na okoli 1, ¢'(1), ¢"(1)?

(b) 2zy +sin(z + 2y) = —4,[Z,9] = [2, —1]; = ¢(y), ¢’ (1), ¢ (1), konvexita ¢ na okoli —17?
(c) 22e¢¥" = ye®, [2,§] = [1,1]; y = ©(x), tefna k ¢ v 1, konvexita ¢ na okoli 17

(d) log(z?y + x) = 2xsin(zy), [, 9] = [1,0]; z = »(y), y = ¥(x), monotonie ¢ na okolf 0, " (1)?
(e) e’V = arctan(zy) — z, [Z,9] = [-1,0]; vy = ¢(z), ¢'(—1), ¢”(—1), monotonie ¢ na okoli —1?7
(f) ¥+ y* =2y,[Z,7] = [1,1]; y = p(z), monotonie a konvexita ¢ na okol{ 17

(g) log(a? +y* + cos(zy)) + 2 = 0,[2,5] = [0,0); z = ¢(y), ¥'(0), ¢"(0)?

Priklad 4. (Jedna implicitn{ funkce - 3D) Ukazte existenci dané implicitni funkce a odpovézte na otézky.
(a) 2% +y* 4+ 22 — 3wyz =0, (7,7, 2] = [1,2,0]; = p(y, 2), tecnd rovina ¢ v [2,0], ¢,,(2,0)?
(b) £ =log 5, [Z,9,2) =10,1,1]; 2 = ¢(x,y), tecnd rovina ¢ v [0,1]?
(¢
(d

) sin(zy) = cosz + y2, (7,9, 2] = [0,1,7]; y = ¢(z, 2), teéna rovina ¢ v [0, 7], ©..(0,7)?

) e tayz=e+1,[2,9,2 = [1,L1]; 2 = ¢(z,9), ¢2(1,1), ¢y(1,1), @ay (1, 1), ¢ya(1,1)?

(e) arcsin(z + z) = 2zyz?, [#,7, 2] = [-1,0,1]; = ¢(y, 2), teénd rovina ¢ v [0, 1], ¢,,(0,1)?

(f)

(g) 2° +ayz =22 —cos(y — 1),[2,9,2] = [1,1, —1]; 2 = ¢(y, 2), y = ¥(x, 2), ¢22(1, —1), ¥a(1, ~1)?
(h) sin(zyz) + 1 =222,[%,7,2] = [1,0,1]; y = o(z, 2), 2 = ¥(2,7), pz-(1,1), tetnd rovina 1 v [1,0]?

sin(z —y) + 2%y2? = 1,(2,79, 2] = [1,1,1]; 2 = p(z,y), tetnd rovina ¢ v [1,1], puy(1,1), pya(1,1)?

Priklad 5. (Dvé implicitni funkce)

(a) Vztahy sin(z + yz) — ze¥™* = 0, cos(zy + 7z) + zyz = —1 a bod [z, 9, Z] = [0, , 1].
Najdéte z = ¢(y), z = 1 (y) a spoctéte ¢’ (), ' (7).

(b) Vztahy sin(yv) + xyu = 20+ 6, ™ + 2u = zyv + 7 a bod [Z, §, 4, 7] = [1,2,3,0].
Najdéte y = p(z,u), v = P (z,u) a tecné roviny k ¢, ¢ v [1, 3].

(c) Vztahy 2 = wucos 2, y = usin ¢ a bod [7, 7,4, 0] = [1,0,1,0].
Najdéte u = ¢(x,y), v = ¥(x,y) a spoctete jejich parcidln{ derivace v [1,0].

(d) Vztahy z = e" +usinv, y = e* —ucosv a bod [Z,7,4,7] = [l +e,e,1, T].
Najdéte u = ¢(z,y), v = ¥(z,y) a spoctete jejich parcidlni derivace v [1 + e, €].

(e) Vztahy 5xu + 3yv = 42?yv + 4u?v, deyud + xv? = Syuv a bod [7,§, 4, 9] = [1,1,1,1].
Najdéte z = ¢(y,v), u = ¥(y,v) a tetné roviny k ¢, ¢ v [1,1].



Vysledky - III. Derivace a implicitni funkce

Priklad 1. (Parcidlni derivace)

(a) Definiénim oborem je celd rovina. f.(x,y) = m s fo(x,y) = Vﬁ proy # —z. V bodé

[0, 0] jsou obé parcidlni derivace rovny 1. Zbylé parcidlni derivace neexistuji.

(b) Defini¢nim oborem je celd rovina. fi(z,y) = 3m’f (x,y) = W pro x # —
L (—=y?,y) neexistuje (vyjde +00), f;(—y2,y),y # 0, neexistuje (vyjde y - c0), f,(0,0) neexistuje
(vyjde £00).

(c) Definiénim oborem je celd rovina. f;(x,y) = |y|-sign x pro z # 0 a f,(z,y) = |z|-sign y pro y # 0.
Déle f;,(0,0) = 0= f,(0,0) a zbylé derivace neexistuji.

(d) Definiénim oborem je celd rovina. fi(z,y) = —3z>sign (y — x%); f; (x,y) = sign (y — 2°) pro y # z°
f2(0,0) = 0 a ostatn{ parcialn{ derivace neexistuji (derivace podle z VdeOll +322 a podle Y VdeOLl
+1).

(e) Definiénim oborem je celd rovina. f.(z,y) = 32% pro x # 0 a f,(z,y) = 35/\/% pro y # 0. Dale
f2(0,0) =0 = f,(0,0) a zbylé derivace neexistuji.

(f) Dy = {[z,y] € R*;2 < y?} a f je zde spojitd. Dostaneme
322 3y° 9

U - i) f :1/‘7 y = 7$ < y *

2\/yf — 23 u(®9) /yb — 23

7 vynechanych bodu mé smysl zkoumat pouze derivaci podle proménné y v poc¢atku, zbylé parcidlni
derivace nemé smysl pocitat, nebot funkce neni definoviana na zadné tusecce prislusného sméru.
Vyjde 5£(0,0) =o0.

f:v(x’y) =

(g) Definiénim oborem je celd rovina. Dostaneme f! = sinx,y > cosz a 0 pro y < cosx; fzI/ =1y>
cosxz a 0 pro y < cosz. V bodech [km,coskn],k € Z je f. = 0. V ostatnich bodech parcidlni
derivace neexistuji.

(h) Definiénim oborem je celd rovina. Dostaneme f;, =1,y > 2% —z a 3z* proy < 2® —x; f; =1,y >

3 1

2> —xalproy <2 —2z. Prox = i\/; existuje f. v bodé [z, 2?

— z] a rovnd se 1. Parcidln{

derivace ve zbylych bodech neexistuji.

(i) Definiénim oborem je celd rovina. fi(z,y) = —51gn (siny — sinw) - cosz; f, (v, y) = sign (siny —
sins) - cosy pro sinz # siny. Déle f,(5 +km, § +1im) =0 = f (5 +km, 5 +im), k1 € Z, a ve
zbyvajicich bodech derivace neexistuji.

(j) Definiénim oborem je celd rovina. Standardné obdrzime
fo(x,y) = 22 -sign (2% +y* — 1) cos|a® +y° — 1], 2% +y* # 1,
fy(x,y) = 2y -sign (¢ + y* — 1) cos 2% + y* = 1], 2 +y* # 1.
Lze spocist, ze f;(0,+1) = f,(+1,0) = 0. Derivace ve zbylych bodech neexistuji.
(k) Dy = {[z,y] € R?; |z| + |y| > 1} a funkce je zde spojitd. Standardné obdrzime

signx

signy
o Ny@y) = o el Iy > 1Az £ 0.
|z + ly| =

2/lx[+ lyl =

Funkce f;(0,y), f,(z,0) neexistuji pro |y| > 1, [z| > 1. Derivace ve zbylych bodech nema smysl
zkoumat.

fo(z,y) = 9

(1) Dy ={[z,y] € R%% > 0} a f je zde spojitd. Dostaneme
1 1 1

1
== oy =g ———
3x 3/log2§ 3y 3/10g2§

Parcidln{ derivace ve vynechanych bodech neexistuji (jednostranné vyjdou +c0).

fi(xay): ,l‘?éy



P¥iklad 2. (Retizkové pravidlo)

’ __2e*41
(a) F'(s) = Vire—2

(b) F'(s) = e coss - (cos? s — 2sin? s + 3sinz - cos s).
(c) Fy(s,t) = 3s%t + 2st3 a Fy(s,t) = s° + 3s5t2.

(d) Fy(s,t) = 2(s —t)cos(s —t)%-cos(s? —t?) — 2ssin(s — t)? - sin(s? — t?) a Fy(s,t) = —2(s —t) cos(s —
t)? - cos(s? — %) + 2tsin(s — t)? - sin(s% — t?).

Piiklad 3. (Jedna implicitni funkce - 2D)
(a
(b

) ¢'(1) = -1, ¢"(1) = 4 a tefna m4 rovnici y = 1 — z.

) ¢'(—1) =6, ¢"(—1) = 24 a ¢ je konvexni na n&jakém okoli —1.

(¢) Tefna m4 rovnici y = 2 — z a ¢ je konkavni na jistém okoli 1 (vyjde ¢”(1) = —1).

(d) Funkce ¢ je rostouci na néjakém okoli 0 a ¢”'(1) = —8.

(€) o

(f) Funkce ¢ je rostouci a konvexni na jistém okoli 1 (vyjde ¢'(1) =1, ¢”(1) = 4).
(8) #'(0) =0, ¢"(0) = —2.

Priklad 4. (Jedna implicitni funkce - 3D)

'(=1) = =3, ¢"(—1) = & a ¢ je Klesajici na néjakém okoli —1.

(a) Tetnd rovina ma tvar T'(y,z) =4 — 2y + 3z a @,y = —5.
(b
(c
(d
(e
(f

Tecnd rovina méa tvar T'(x,y) =z + y.

Tecné rovina ma tvar T(z,z) =1 — 1z a ¢,.(0,7) = 0.

p(1,1) = —1, ‘Py(lv 1) = _1%_.3’ ‘P:r:y(L 1) = 1+c @yar(lv 1).
Tecnd rovina mé tvar T'(y, z) = 2y — z a @y, (0,1) = —8.

Tecna rovina ma tvar T'(x,y) = g — % T a pry(l,1) = 5 = @yu(1,1).
pon(l,=1) = =3, ¥u(1,-1) = 2.

h) ¢,,(1,1) = —1 a tetnd rovina k ¢ ma tvar T'(z,y) = 3 — 2.

)
)
)
)
)
)
(2)
(h)
Piiklad 5. (Dvé implicitni funkce)
'(m) =0, ¢'(7) = —

b) Teénd rovina k ¢ mé tvar T'(x,u) = 6 — 2 — 2u a ke grafu ¢ to je T'(x,u) = 2u — 6.

) ¥
) 3
)
)

(a
(
() ©2(1,0) =1,94(1,0) = 0,9(1,0) = 0,,(1,0) = 1.

(d) poll+ee) = 2 oL +ee) = 0,9 (1+e,¢) = — 5,4 (1 + e e) = 1.

() Tecnd rovina k ¢ ma tvar T(y,v) =10 — 2y — %v a ke grafu ¢ to je T(y,v) = %y + %711 — 6.



