Program cviceni z Matematiky 2 LS23/24

I Funkce vice proménnych a mnoziny

Priklad I. (Dy a vrstevnice)

(1)

(i)

(vi)

f(z,y) =y —e . Dy = R2. Vrstevnice jsou vertikdlné posunuté klesajici exponenciély.

Vlastnosti vime z prednasky. Ale obrazkem. Vnitini body nemutzou byt v hranici, tj. je prazdna.
Jediné dvé mnoziny maji obé vlastnosti.

f(z,y) = m Dy =R?\ {[1,0]}. Vrstevnice jsou zmensujici se kruznice, utvoif se kuzel.
Mnozina je oteviend, tedy se rovnd vnitfku a ten mé prazdny prunik s hranici, takze zbyva jeden

bod a ten je evidentné hrani¢nim bodem. Alternativa.

Pozn. Kdyby, f(xz,y) = tak Dy neni ani otevieny, ani uzavreny; vrstevnice obtizné.

VA
z2+y2’
Pozn. M = {[z,y] € R%; 2% +y? — 22+ 4y — 11 > 0} = {(x — 1)? + (y + 2)? > 16}. Vné kruhu.
f(z,y) =22 —y —1. Dy = {20 — 1 > y}. Vrstevnice jsou kvadraticky posunuté piimky.

f(z,y) = log(1 — 2% — 9y?). Dy = {2? + 9y? < 1}. Vrstevnice jsou exponencialné posunuté elipsy
pro ¢ > 0. Dostaneme zplacly a prohnuty kuzel.

f(z,y) = arcsin(3z% + y). Dy = {—1 — 32? < y < 1 — 32?}. Vrstevnice jsou posunuté paraboly.
Dostaneme navrstvené paraboly, v omezené vysce.

f(z,y) = Vo —/y. Dy = {y > 0&a? > y}. Vrstevnice jsou posunuté &sti parabol tvaru y =
(x — c2)?, x > 2. Dostaneme ohnuty list. Rezerva, neudéldno.

Priklad II. (Mnoziny)

(1)

(i)

(iii)

(iv)

(v)
(vi)

M = {[z,y] € R?; -2 < y? — x < 2}. Oblast mezi dvéma parabolami.

(Konec 1. cviceni)

M = {[z,y] € R%;2% — y?> = 1}. Vétve hyperboly oteviené do stran, je to 1D ttvar, tj. rovna se
hranici. Ndhled z obrazku, potom pismenky.

Pozn. —2? +y? = 1 je oteviend opacné (véechna x).
Pozn. Posun v x-ové souradnici nebude fungovat, kdyz je c¢ast hranice vodorovnd.
M = {[z,y, 2] € R3; 2% + y? > 2}. Paraboloid s vnéjskem.

Pozn. V (i) mdme prinik dvou uzavienych, tedy je uzaviend.

M = {[z,y] € R?; |z| 4 2|y| < 2}. Ctverec s diagondlami na oséch. P¥istup k absolutni hodnoté.

(Konec 2. cviceni)

M = {[z,y, 2] € R3;42% + > + %2 = 9}. Povrch elipsoidu.

M = {[z,y, 2] € R®;2% + 4% < 4,2 > 0}. Vilec fiznuty rovinou. Priinik dvou otevienych mnozin.
H(M) ={a?+y* =4,2 > 0} U{z? + ¢ < 4,2 =0}.

(vil) M = {[z,y,2] € R} 2 =22+ 4% (z — 1)® + y* + 22 < 2}. Rotaéni paraboloid pronikly s kouli.

Jde o ¢ast paraboloidu, je tedy roven hranici (nesta¢i nahradit nerovnost rovnosti).



II Globalni extrémy

Ptipomenuti toho, jak funguji extrémy funkce na kompaktu v 1D.
Priklad I. (Elementarni piiklady)
(i) f(x,y) = 2? a M =Prasdtko.
f mé min. 0 v bodé [0,0] a max. 36 v [6,y], 2 <y < 2.
(i) f(z,y) =32* +ay+syaM={lz,y] eR*}~1-z <y

f mé min. —% v bodé [0, —1] a max. 1 v [0,2].

IN

2+ 2z, < 0}.

Pouceni: Kontrolovat, ze body lezi v mnoziné.

(i) f(z,y) =¥+ a M = {[z,y] € R 2 > 0,y > 0,22 + 22 < 1}.
f mé inf. ¢TIV a nenabyvé ho (bylo by v bodé %[1, —1]) amax. e =1v [2,0], 0 <z < 1.
Pouceni: Trik s monotonii, extrém na celé tsecce.

Pozn. Casté monotonie: g(t) = arctant, e~* pro t > 0.

L
71+t

(Konec 3. cviceni)

(iv) f(a,y) = (22 +2y2)e” 4 a M = {[z,y] € Rz +y > 0.
f mé min. 0 v bodé [0,0] a max. 2 v [0,1].

Pozn. Kdyby f = (v —1)? 4+ 2y? + 1, tak md min. 1 v bodé [1,0] a sup,, f = +oo.
Pozn. Na M = R? jsou podezrelé ty body, kde V f = 0.

Piiklad II. (LM)
(i) f(z,y,2) = 22® +y?2a M ={[z,y,2] € R%a? +y? + 22 < 3}
f m& min. —2 v bodech [0, £v/2, —1] a max. 2 v bodech [0, +/2,1].
(i) f(z,y,2) =ay+z2za M ={[r,y,2] € R*2y%2 + 22 = 6,22 =y + 2}.
f ma min. —3+v/3 v bodech [i\/g, 1,2] a max. 3v/3 v bodech [+v3,1,2].

(Konec 4. cvicenf)
(i) F(,p2) = —y+ 2% a M ={l,,7] €R%a? 442 <3,22% =22 + 47 — 1},
f ma minimum —% v bodech [—1, 1, :I:%] a maximum 1 + /6 v bodech [\/g, —\/g, :I:l}.
(iv) flo,y,2) =2 —2za M ={[x,y,2] e R 22 +¢y> + 22 -2y < 0,2 +y > 1}.

4 .. v 1 1 4 . v 1 2
f ma minimum v bodé [—3—\/5, 1+ 33 3—\/5} a maximum /5 v bodé [ﬁ’ 1, _ﬁ]

(Konec 5. cviceni)

Pozn. Kdyby M = {[z,y,2] € R3; 2% + 4% + 22 — 2y < 0,2 +y > 1}, tak f md infimum —%, nenabyjvd

. [ 1 2
ho a mazimum /5 v bodé [ﬁ’ 1, *ﬁ]'



II1

Derivace a implicitni funkce

Priklad I. (Derivace)

(1)

(iv)

f(,y) = 28 cos 5.

3 .
Dostaneme f,(z,y) = 322 cos ¢/y pro [z,y] € R? a fy(z,y) = _Sg/ﬁ sin /y, y # 0. Pro body [z, 0],
x # 0 dostaneme, Ze jednostranné limity neexistuji, takze ani dani derivace neexistuje. V bodé
[0, 0] jsou obé limity nulové, to je tedy hodnota derivace. Provést i z definice.

f(z,y) = el”®+v* =11, Funkce je symetricka.

Dostaneme f,(z,y) = 2z -sign (22 + 3% —1)elz" v =1l 4 fy(z,y) = 2y-sign (2% +y? —1)elz*+v* =1 pro
x? + y? # 1. Dostaneme, e f,(0,4£1) =0 a f,(£1,0) = 0. V ostatnich bodech derivace neexistuji.
f(z,y) = Vi =0T,

Mame Dy = {[z,y] € R*y > sinz}. Dostaneme f,(x,y) = —2\/% a fy(z,y) = Wﬁ pro

y > sinz. V bodech [g + 2k, 1], k € Z, derivace podle = neexistuje a ve zbylych bodech zadnou
derivaci nema smysl zkoumat.

F(z,y,2) = zy?logz+(22+1)%y ay = ¥(z, 2) = V1 — 222 — 2. Derivace F(z, 2) = f(z,¢(z, 2), 2)?

(Konec 6. cviceni)

Priklad II. (Implicitka)

(1)

(i)

(iii)

2arcsinzy = sin(rx — y) a bod A = [Z, 3] = [1,0]. Monotonie a konvexita y = ¢(z) na okoli 17?

Vyjde ¢'(1) = —m a ¢''(1) = 4.

Frp=mnF,=1F,=F, =0, F,y=F,=2.

Pozn. Jde i nalézt x = (y), nebot Fy # 0.

Pozn. Funkce F =log(z+y+2z). Neni C®(R3). Ale uvazujme treba bod [1,1,1], pak je F € C*(G),

kde G je dost malé okoli [1,1,1].

e+ _ 2% L 6=x+y+zabod A= [1,2,3]. Tecnd rovina = ¢(y, 2) a vy-(2,3), ©24(2,3).
. et o

Vyjde T'(y,2) =1—(y — 2) + ﬁ(z —3) apy(2,3) = ﬁ

F,=-1-2¢" F,=—-1-2¢" F, =¢*— 1, F;, = —10¢*, F,, = 2¢*, F, = —10e*, F,, = 0.

xy = cos(yz — zw) + 2w, 2° + xsinz = ysinw — y a bod A = [1, -1, 7,0].

Urcete tetné roviny y = o(z, 2) a w = ¥(z, 2).

(Konec 7. cviceni)

Vyjde T(z,2) = -1—2(x— 1)+ 2(z —7) a T(z,2) = —3(z — 1) + (2 — ).

Fo=—1,F=1,F,=0F,=-2G,=3G,=1,G. = —1,G, = 1.

P¥iklad. f(z,y) = max{y + x,2%}.
V bodech [z, 23 — z], z € R, neexistuje derivace podle y a podle x pouze pro z = i% a rovné se 1.

(Konec 8. cviceni)



IV Primitivni funkce
Priklad I. (Kouknu a vidim) 25 min.
(i) [ @ —2+ e 2" —sin £. Linedrni substituce jsou ok.
ii) [ 5 4 4¢/x + 2. Interval neni sjednocen.
(iii) [ 337 Nutna absolutni hodnota.
(iv) [ %. WA Spatné.

V) [ ot
1—9x2
x € R. Dilezity piiklad.

(vi) [ z2+41;1;+9 =/ (z+21)2+5 \}arctan f’
Priklad II. (Per partes) 35 min.

(i) [(2? — ) cos(x — 1). Totéz s exponencidlou. DI z4pis.
Vyjde (2% — 2z — 2)sin(z — 1) + (22 — 1) cos(z — 1), z € R.

(ii) [ xarctan <. Nechceme (mocniny) logaritmi, inverznich gon. fci.
Vyjde %(1‘2 arctan% —arctanz) + %,’E, 2 > 0 nebo z < 0.

(iii) [logtZ. Chytrd jednitka.
Vyjde a:log"‘”T+1 +log|z+ 1|, x < —1 nebo = > 0.

(iv) [ cos3z -sin7z. Cykleni.

Vyjde —1 - 1flg[cos&c -cos Tz + 2 sin3z - sin 7z], z € R.

Priklad III. (Substituce) 40 min.

1) [ =— f L — _log(2 —sinz) pro x € R. 1VOS.
(i) [zvBa?—1= (2?2 —1)%2 2> % nebo x < —%. 2x1VOS (snadné).
(iii) f zggi = 5= + log| cosz| pro x € (— 5 +km 5+ kﬂ'), k € Z. 2x1VOS.

(iv) f(4+ 7z Integréal z cos?. 2VOS/per partes. Nebo: [ /4 — z2.

(Konec 9. cviceni)
Vyjde X 76 arctan § + 8 21+4, z eR.

Pozn. (Podobné integrdily)

e Na [V9+ 422, f\/ipouzztx—ftantanaf\& 422, f\/m z = 3sint.

9+4x2

. f:z:\/Q — 4x2, f \/(9f4$2)3 a f (1+§2)2 pomoct x2 = t.

= pomoci 1+ 12 = 2.

1
* fz\/(9—4x2)3 afl\/l
Piiklad IV. (Mix) 30 min.

(i) % = tarcsin® 2%, z € (—1,1).

(ii) [eV® =3eVi (Va2 —2¢/x+2), 2z €R.

(iii) [ -5 arccosz = —T arccosz— [ :v\/1177 = —Larccosz+14 log 1+\/7vl"‘2, x € (—1,0),(0,1). Per partes
+ subs. ¥y = v/1 — 22 nebo z = siny. Prvni par(nalm zlomek. Pozor na minus pted y.



Priklad V. (Parcidlni zlomky) 15+15+15+(12+8) bez dopoctu, tj. 65 min.
i) [ (mle)r(Zié =[5 73+35 %—&-2 - (a;+12)2 = gloglz — 1|+ Flog |z + 2| + m+2

. 2t i a {
(ii) IW%:I(;C+1+W) :f<x+1+ﬁ—m2‘:_11).Delem 2x.

x 7w+2 —2 1 x+1
(lll) f (z2—2—2) (22 +z+2) — f (3(ac+1) + 6(zx—2) + 2(x2+;c+2)>'

(Konec 10. cviceni)

. 1—y _ 1 2y+4 y+1 1 29241
(iv) fm =3J 2?51 T PZ—ytl 10g ) + 3\[ arctan \fy farctan \/g ,y €R.

Omylem jsem spocital [ M%

Piiklad VI. (R(sin,cos))

(i) I:= #jfqu Funkce je definovand vsude, dava smysl volit y = sinz, pak dy = coszdz a
cos?z = 1 — y2. Dostaneme I = W =—/ 33(?!627/744;1;’ = —2log(3sin’z — 4sinz + 4) +

V2
3

3sinxz—2

arctan , ¢ € R, dle 1VOS. Substituce y = tan by to nedala nardz na celé ose.

(i) I:= [ (2181;“;1% na (—m,7) (lze najit na R). Jako jedind moznost je pouzit y = tan %, pak

2 . 2y 1—192
dr = ——dy, sinx=-—"-, cosx= .
1+y2 1+y2 1+y2

1—y PEV(iv) 4 2tan? 41 4 z 1 2tan §—1
§ log m+37\/§ arctan (v/2tan 2)" 35 arctan —5

Dostaneme I = [ e
2

2+1)(y? —y+1)

(iii) I:= [ 3cos’ wtco’ ssing Integrand je definovany na intervalech (—7/2+kmw,w/2+ kn), k € Z. Dava

1—sint x

smysl volit y = tanz, x € (—7/2 4+ kn,7/2 + kn), pak

1 Y 1
dr = ——dy, sinz=-—=, cosz=———.
1+y? V1+ 2 V1t 2
‘ 3y +y+3 o 2y+3 _1 2y%+1 3
Méme I = [ (H;’Q) L = J o — i = g log T + 5 arctan V2y.

(iv) I:= [ % na max. otevienych podintervalech (0,7 /2). Pouiijeme opét y = tan x separatné

4 1
na (0,7/4), (w/4,7/2). Dostaneme I = fW J1+45 STo= 1)2 + ( n + yﬂl.

Priklad VIL. (R(1,e%) a 1R(1,logz))

: o e”—1 — y—1 — 1 _ 1 z x
() 1= | sadmen = [ wdmem = =5 — 3+ atyrr = 0+ o g log(267 — 27 +
1) + arctan(2e® — 1) pro « € R.

_ 3 log? 23 4log 2341 +y+1 _ 6 1 1 3
= [ oprteer . — (A = &) 2+4+*_m—*o[310g|10g$ -1 -
log |1 + log 2%| — log(log® * + 4) + 3arctan logx } pro z € (0, %[) ( ,ve), (e, +00).

(Konec 11. cviceni)

Pozn. Geometrické vysvétleni transformacnich vztahi pro substituce y = tanx a y = tang. To také
vysvétluje findlni tvar visledku v Pr.I11(iv).

Priklad VIIL. (R(z, }/ %) a R(z,Vaz? +bx +c))

(i) I:IW dava smysl pro x > 0. Pouiijemex:y6aI:6f +1) fﬁ % %—ﬁ.



(i) I = [ rtltyar vyrazy davaji smysl pro x > 0. Jmenovatel je kladny az na x = 1. Pouzijeme

\/ﬂ z/x+1’
_ 2 _ 4 . - 4t(1+t) 4(1+t)
t=/25, tj v = t2 a dz = Ei5zdt. Dostaneme I = [ r—oiayim—y = J o 2)(t 1)(t+2)
2/3 _ 8/3

it s T s

(iii) I = fﬁ dédva smysl na R. Volime v42? +2 = 2z + ¢, tj. z = % adr = _ZtQ_th

Pouzivdme 2VOS a ¢ € C! a klesajici na (0, +00), zobrazuje na R, diky Bolzanové vété. Dostaneme

— 2_
I={ t(3i2+3) = [ -1+ 35555 = —log(V4z? +2 — 2x) + § log(V4x? + 2 — 2x).

(iv) I = fﬁ dava smysl na (—oo,—3), (=2, 4+00). Mazeme zvolit /(x + 3)(z 4+ 2) = t(x + 3),

: 2— 3t _ 5/2 5/2 1/2 1/2
tj. = = adav—(752 1)2dt DostanemeI—Qfm f——m—i—(t 7+ atie
2
Alternativne. Va2 +br+6=x+t tj. o= ade = Wdt
_ 1 _ 1 fo4 _ 4— : _ 4—t?
WM I=[smr—ammm=/ Yy s rrvEy déva smysl na (—1,4). Volme t = /357, tj. 2 = 757 a
_ 1ot —10t —5t _ . —2 43 4/3
dr = Gz qyzdt. Dostaneme I = il D) (2t2+5t+2) =/ EIG)FD —J P e T i

(Konec 12. cviceni)

Piiklad IX. (Urcité integraly)
bf z) = [F(2)]? =limy_,, F(z)—lim,_,,. F(z) a geometricky vyznam.
Ja o N g y vy
(i) I = 027'r |z| — 2% + cos 22 = 272 — 47
i) I = eVede = [3e Ve (Va2 — 2¥x + = 15e3 — 3e. Viz PF.IV(ii).
I= [P eVode = 3¢ V7 (Va2 — 27 + 2)]F7 = 15¢® — 3e. Viz PLIV
(iii) I = ffgﬂ z?arctanz +sin?2z = 0+ 2 fsw sin?z =8 fo% sin? z = 87. Lichost, sudost, periodicita.
Pozn. (Symetrie)
(a) ffaf x) =0, je-li f lichd a a €R.

) [*, fl@)=2[ f(z), je-li f sudd a a € R.

(c) f:+pf = [y f(x), je-li f p-periodickd a a, p € R.
. T sin x 2m ™ T T _ sin x _ 2 _
<1V) I = 0 342sinz—coszx = SfO +f0 = 3 F(l‘)] 7T+[F('r)]0’kde F(.Z‘) - 3+2sinz—cosx f (y? +1)(2yy 242y+1) T

2 @
2 %ﬁ#—% =1.2_Sarctan(2tan £ +1)+ log% Takze I = tlog2— 11T
137/6 sin? z _ rl3w/6 sin2z _ [4m 21 /2 w/2

(V) I'= f 117 /6 2+cos* x+cos? z-sin? f 117/6 2+cos?2z ~— JO 2f - 4]0 - 4f T/2 T Sf -

2

/2 in _
8[F(x)]o / , kde F(z) = Qicosgz = f (y2+1)y(2y2+3) = f yzil + 2y2+3 =—x+ \[arctan ftanm
Takze T = —4r + 47 /3.

: 1/2 3246 5 5 3y _ (5 3
vi) 1= [, w2 = [V e = 2 Y it = [Slogly? 21— & log(y*+
3)]1“5 = 2log(4 —¢) — & log(3 +¢) — 2log3 + £ log 4.

(Konec 13. cviceni)
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