
XII. Maticový počet

Shrnut́ı teorie.
Pracujeme s reálnými maticemi

A = (aij)i,j =

⎛⎜⎜⎜⎝
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 . . . amn

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

prvńı index (od 1 do m) znač́ı č́ıslo řádku a druhý (od 1 do n) č́ıslo sloupce. Množinu matic
typu m × n znač́ıme M(m × n).

Vı́me co je rovnost matic, matice mezi sebou umı́me sč́ıtat. Existuje nulová a jednotková
”I”matice. Umı́me násobit matici skalárem (tj. č́ıslem). Dále lze matici transponovat, tj. pro-
hodit řádky a sloupce, znač́ıme A⊤.

Dvě matice umı́me vynásobit plat́ı-li, že počet řádk̊u prvńı matice odpov́ıdá počtu sloupc̊u
druhé matice. Tato operace neńı komutativńı (už z toho d̊uvodu, že pro prohozené pořad́ı matic
nemuśı být dobře definována).

Matice A−1 ∈ M(n2) je inverzńı matićı k matici A ∈ M(n2) plat́ı-li, že AA−1 = I = A−1A.
Matice je pak tzv. regulárńı (a tedy i jej́ı inverze).

Řekneme, že matice A ∈ M(n × m) je schodovitá, jestliže pro každé i ∈ {2, . . . , m} plat́ı, že
i-tý řádek matice A je nulový nebo zač́ıná větš́ım počtem nul než řádek předcházej́ıćı.

Hodnost h(A) schodovité matice je rovna počtu jej́ıch nenulových řádk̊u.
Elementárńımi řádkovými úpravami matice A rozumı́me následuj́ıćı.

(i) Prohozeńı dvou řádk̊u.

(ii) Vynásobeńı řádku nenulovým č́ıslem.

(iii) Přičteńı (i nulového) násobku jednoho řádku k jinému řádku.

Elementárńı řádkové úpravy neměńı hodnost matice.
Determinantem čtvercové matice A ∈ M(n2) rozumı́me výraz

detA =
{

a11 je-li n = 1∑n
i=1(−1)i+1ai1 detAi,1 je-li n > 1

,

přičemž Ai,1 reprezentuje matici vzniklou z A vynecháńım i-tého řádku a prvńıho sloupce.
Elementárńı řádkové úpravy měńı hodnotu determinantu následovně.

(i) Prohozeńı dvou řádk̊u obraćı znaménko determinantu.

(ii) Determinant matice vzniklé vynásobeńım nenulovým č́ıslem a ∈ R je a-násobkem deter-
minantu p̊uvodńı matice.

(iii) Přičteńı (i nulového) násobku jednoho řádku k jinému řádku determinant neměńı.

Determinant horńı trojúhelńıkové matice (tj. matice s nulovými prvky pod hlavńı dia-
gonálou) je roven součinu prvk̊u na hlavńı diagonále.

Determinant součinu dvou matic je roven součinu determinant̊u, za předpokladu, že jsou
obě čtvercové. Determinant transponované matice je roven determinantu p̊uvodńı matice. De-
terminant inverzńı matice je převrácená hodnota determinantu p̊uvodńı matice.

Matice a řádkové úpravy lze použ́ıt k řešeńı soustav lineárńıch rovnic (mluv́ıme pak o
rozš́ı̌reńı matici soustavy). Zde je podstatné, že řádkové úpravy neměńı množinu řešeńı dané
soustavy. Z toho je speciálně vidět, že je tak možno nalézt inverzńı matici.
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Př́ıklad 1. [Hodnost] Určete hodnost zadané matice v závislosti na parametru a ∈ R.

(a)

⎛⎜⎜⎝
1 2 1 3
2 4 5 1
3 6 7 5
4 8 3 7

⎞⎟⎟⎠

(b)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 −1 0 −3
7 −2 2 −10
7 −1 1 −9
2 0 −2 −4
6 −1 2 −7

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
(c)

⎛⎝a 1 1 1
1 a 1 a
1 1 a a2

⎞⎠

(d)

⎛⎝2(a − 1) 3a + 1 a
1 − a −2 −1

a 2a a

⎞⎠

(e)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 1 1 1
a 2 1 2 a
5 6 7 1 3
1 2 a 2 1
1 0 1 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

(f)

⎛⎜⎜⎝
1 2 2 3 5
6 15 12 25 42
2 5 4 8 14
1 −1 2 −4 −7

⎞⎟⎟⎠
Př́ıklad 2. [Inverzńı matice] Nalezněte inverzńı matici k předepsané matici.

(a)

⎛⎝1 2 1
2 4 2
1 1 2

⎞⎠
(b)

⎛⎝1 2 −1
2 3 0
0 −1 1

⎞⎠
(c)

⎛⎝ 1 0 −1
−1 1 0
2 1 3

⎞⎠

(d)

⎛⎜⎜⎝
1 2 −3 1
2 3 −1 2
7 −1 4 3
1 1 −2 −1

⎞⎟⎟⎠

(e)

⎛⎜⎜⎝
1 2 −1 1
1 0 0 −1
0 1 1 0
1 2 0 0

⎞⎟⎟⎠

(f)

⎛⎜⎜⎝
1 2 1 0
2 5 2 1
1 1 2 −1
0 2 −2 3

⎞⎟⎟⎠

(g)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 1 0 1
2 −1 2 1 3
1 1 2 −1 1
0 2 −2 3 0
1 −1 1 1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Př́ıklad 3. [Determinant] Spočtěte determinant matice A v závislosti na parametru a ∈ R.

(a) A =
(

1 −1 1
2 4 5

)
.

(b) A =

⎛⎝1 2 −1
2 3 0
0 −1 1

⎞⎠.

(c) A =

⎛⎝ 1 0 −1
−1 1 0
2 1 3

⎞⎠.

(d) A =

⎛⎜⎜⎝
1 2 −3 1
2 3 −1 2
7 −1 4 3
1 1 −2 −1

⎞⎟⎟⎠.

(e) A =

⎛⎜⎜⎝
1 2 −1 1
1 0 0 −1
0 1 1 0
1 2 0 0

⎞⎟⎟⎠.

(f) A =

⎛⎜⎜⎝
1 2 1 3
2 4 5 1
3 6 7 5
4 8 3 7

⎞⎟⎟⎠.

(g) A =

⎛⎝ 246 427 327
1014 543 443
−342 721 621

⎞⎠.

(h) A =

⎛⎜⎜⎝
1 −1 1 −3
2 1 a −1
1 0 a −2
1 1 2 −2

⎞⎟⎟⎠.

(i) A =

⎛⎜⎜⎝
1 0 1 −3
0 1 0 −1
1 0 a −2
1 a 2 −2

⎞⎟⎟⎠.

(j) A−1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 2 1 2 0
2 1 2 0 1
1 1 0 −1 1
2 −1 −2 0 3
1 1 2 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠.

(k) A = B2C−1B⊤, kde

B =

⎛⎜⎜⎝
1 −1 1 2
1 0 2 −2
2 −2 1 5

−4 0 1 2

⎞⎟⎟⎠ ,

C =

⎛⎜⎜⎝
−1 −1 3 2
1 −2 2 −2
2 1 1 2

−2 2 −1 3

⎞⎟⎟⎠.
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Př́ıklad 4. [Soustavy] Vyřešte zadané soustavy rovnic v závislosti na parametru a ∈ R. Př́ıpadně
vyřešte soustavu se zadanou matićı a r̊uznými pravými stranami.

(a)

x + 2y − z = 1
2x + 3y = 1
−y + z = 1

(b)

x − z = −2
−x + y = 1

2x + y + 3z = 13

(c)

x + 2y − 3z + w = −5
2x + 3y − z + 2w = 0
7x − y + 4z − 3w = 15

x + y − 2z − w = −3

(d)

x + y + 2u + 3v = 1
3x + 4y + u + v = 1

2x + 2u + 4v = 1
2x + 5y + u = 1

(e)

x1 + 2x2 − x3 + x4 = 2
x1 − x4 = −1
x2 + x3 = 0

x1 + 2x2 = −1

(f)

x1 + 2x2 + 2x3 + 3x4 = 5
6x1 + 15x2 + 12x3 + 25x4 = 42

2x1 + 5x2 + 4x3 + 8x4 = 14
x1 − x2 + 2x3 − 4x4 = −7

(g)

x1 − x2 + x3 − 3x4 = 0
2x1 + x2 − x4 = −1

x1 − 2x4 = 0
x1 + x2 + ax3 − 2x4 = −1

(h)

2x1 + 2x2 + x3 + 3x4 = 1
−2x1 + x2 − 2x3 + x4 = −1

ax1 + ax2 − 2x4 = 0
x1 + x2 − 2x4 = −1

(i) A =

⎛⎝1 1 2
0 1 1
1 1 2

⎞⎠ , b1 =

⎛⎝1
2
1

⎞⎠ , b2 =

⎛⎝ 1
0

−1

⎞⎠

(j) A =

⎛⎜⎜⎝
0 1 1 −2

−2 3 1 −2
−2 1 −1 2
−3 2 1 −3

⎞⎟⎟⎠ , b1 =

⎛⎜⎜⎝
1
1
1
1

⎞⎟⎟⎠ , b2 =

⎛⎜⎜⎝
1
3
1
1

⎞⎟⎟⎠ , b3 =

⎛⎜⎜⎝
0

−2
2
0

⎞⎟⎟⎠
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Výsledky - XII. Maticový počet

Př́ıklad 1. [Hodnost]

(a) 3.
(b) 3.
(c) Pro a = 1 vyjde 1, jinak 3.

(d) Pro a ∈ {−1, 0, 2} vyjde 2, jinak 3.
(e) Pro a = 1 vyjde 3, jinak 4.
(f) 3.

Př́ıklad 2. [Inverzńı matice]

(a) Inverze neexistuje.

(b)

⎛⎝ 3 −1 3
−2 1 −2
−2 1 −1

⎞⎠

(c)

⎛⎝ 1
2 − 1

6
1
61

2
5
6

1
6

− 1
2 − 1

6
1
6

⎞⎠

(d) 1
42

⎛⎜⎜⎝
0 −2 5 11

−21 23 −5 10
−21 12 −1 2
21 −5 2 −25

⎞⎟⎟⎠

(e)

⎛⎜⎜⎝
2 2 2 −3

−1 −1 −1 2
1 1 2 −2
2 1 2 −3

⎞⎟⎟⎠

(f)

⎛⎜⎜⎝
4 −3 3 2
0 1 −2 −1

−3 1 1 0
−2 0 2 1

⎞⎟⎟⎠

(g) 1
16

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−20 4 12 4 −4

1 −1 5 3 −3
10 −10 2 −2 16
6 −6 −2 2 14
5 11 −7 −1 −15

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
Př́ıklad 3. [Determinant]

(a) Determinant neexistuje.
(b) 1.
(c) 6.
(d) −84.
(e) 1.
(f) 0.

(g) −29 400 000.

(h) 7 − 6a.

(i) a2 − 2.

(j) 1
4 .

(k) 27
10 .

Př́ıklad 4. [Soustavy]

(a) x = 5, y = −3, z = −2.
(b) x = 1, y = 2, z = 3.
(c) x = 1, y = 0, z = 2, w = 0.
(d) (x, y, u, v) ∈ {[ 1

6 − t, t, 2
3 − 3t, − 1

6 + 2t]; t ∈ R}.
(e) x1 = 5, x2 = −3, x3 = 3, x4 = 5.
(f) (x1, x2, x3, x4) ∈ {[−3 − 2t, 4, t, 0]; t ∈ R}.
(g) Je-li a = − 3

2 , pak soustava nemá řešeńı.
V ostatńıch př́ıpadech je x1 = − 2a

3+2a , x2 = a−3
3+2a , x3 = − 3

3+2a , x4 = − a
3+2a .

(h) Je-li a = 1, pak soustava nemá řešeńı.
V ostatńıch př́ıpadech je x1 = 5a+12

6(a−1) , x2 = − 5a+6
6(a−1) , x3 = − a+6

2(a−1) , x4 = a
2(a−1) .

(i) Pro b2 řešeńı neexistuje. Pro b1 jsou řešeńım prvky množiny {[−1−t, 2−t, t]; t ∈ R}.
(j) Pro b1, b3 řešeńı neexistuj́ı. Pro b2 jsou řešeńım prvky množiny { 1

2 [1 − t, 3 − t, 5t −
1, 2t]; t ∈ R}.
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