Pisemkové priklady na parcialni derivace (LS 97/98)

Priklad A:  Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji
existuji a napiSte rovnici teéné roviny v bodé [0, 1];

f(z,y) = Vy +sinz.

Priklad B:  Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji
existuji a napiSte rovnici te¢né roviny v bodé [1, 2[;

f(xay) = |I2 - y2|'

Priklad C:  Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji
existuji a napiSte rovnici teéné roviny v bodé [1, 2[;

f(z,y) = {/log (f)

Y

Priklad D: Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji
existuji, a napiSte rovnici te¢né roviny v bodé [1, 2];

2_
flz,y) =€ 7Y + Ty + |zy|.

Priklad E:  Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji
existuji, a napiste rovnici teéné roviny v bodé [1, 2];

f(x,y) — min{lz + y272 - $2 - y2}

Priklad F:  Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji
existuji, a napiste rovnici teéné roviny v bodé [1, 2];

flay) =2

Priklad G:  Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji
existuji, a napiSte rovnici te¢né roviny v bodé [1, 2];

flz,y) = (arctg(v/22 + y2))*.

parcialni derivace

parcialni derivace

parcialni derivace

parcialni derivace

parcidlni derivace

parcialni derivace

parcialni derivace

vsude, kde

vsude, kde

vsude, kde

vsude, kde

vsude, kde

vsude, kde

vsude, kde

Priklad H: Urcete defini¢ni obor funkce f, urcete kde existuji vlastni parcialni derivace a

spoctéte je; napiSte rovnici teéné roviny v bodé [1, 2[;

sin(x cos y) @ =D

e ={

cos(zsiny) +2 <0’

Priklad I: Urcete defini¢ni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace vsude kde

existuji a napiste rovnici teéné roviny v bodé [1, 2[;

flz,y) = pa—



Reseni

Piiklad A:  Funkce f je definovdna na mnoziné M = {[z,y] € R?; sinx +y > 0}. V

13

bodech, kde y + sinz > 0, mizeme pocitat derivaci ,,podle vzoreckia“:

of 1
%(x,y) = 5(3/ + sin ) cos ,
of 1
a—y(fﬂyy)—§(y+sml“) :

V bodech kde y + sinz = 0 nemuze parcidlni derivace f podle y existovat. Parcialni
derivace podle x muze existovat jen v bodech tvaru [37/2+ 2km, 1], k € Z. Zkusme pocitat
podle definice

O o f i, 1) — iy L5002 4 20 -y 1} — 37/ & 2oy L)
x t—0 t
~ lim V/1+sin(37/2 + 2km + )
t—0 t
. V/1—cost
R I

Posledni limita neexistuje protoze limita zleva (—1/1/2) se nerovna limité zprava (1/v/2).
Parcialni derivace funkce f existuji pouze na vnittku mnoziny M a jsou tam spojité. Proto
v bodé [0, 1] existuje totalni diferencial, a tedy tecné rovina, kterd mé tvar

1 1
=1 3 g —1).
z +2 x+2 (y—1)

Priklad B: Funkce f je definovdna na R2. V bodech, kde y? # 2, mlZeme pocitat
derivaci ,,podle vzorecka“:

0
o (@.y) = sen(@® — ) - 22,
0

o @) = sen(e®  4?) - 20

V bodech, kde y? = 2, zkusme poéitat parcidlni derivaci % podle definice

flx+ty)— f(z,y)
£
t 2 a2
R s
t—0 t
|2zt + ¢2|

oo

= lim
t—0
— i [
= lim — |2z + ¢t|.
t—0 t
Posledni limita existuje, jen kdyz x = 0, a je rovna nule. Vzhledem k symetrii funkce f
e 3 )
(f(x,y) = f(y,@)) totéz plati pro Gl
Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencial, a tedy i te¢na rovina, kterd ma tvar

z=3-2-(z—-1)+4-(y—2).



Pfiklad C:  Funkce f je definovana na mnoziné {[z,y] € R?; = > 0, y > 0} U {[z,y] €
R% 2 <0, y < 0}. V bodech [z,y] € D(f), kde x # y, miizeme pocitat derivaci ,podle

b
vzoreCkua*:

of _ flz+ta) — fz,@) /log (=)
——(z,x) = lim = lim
ox t—0 t t—0 t
. s/log (1 + %) -i— 400 prozx >0,
=lim {/ ——% - & =
t—0 = t —o0  pro z < 0;
3/1o (L)
of o Syt - flyy) & \u+
—(y,y) = lim = lim
ay t—0 t t—0 L
) 3 1Og(1+t> 5 —o0 proy >0,
= lim — > r3 =
t—0 Y t +o00  proy < 0.

Parcilni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencial, a tedy i te¢né rovina, ktera ma tvar

2= —\3/log2~]-1

3(log2)% =2

1
(@—1)- 6(logZ)%



Pfiklad D:  Funkce f je definovdna na R%. V bodech [z, y], kde zy # 0, miiZeme poéitat

derivaci ,,podle vzoreck“:

0 2

OF (2,) = &= . 20 + sgn(ay) -,
oz

0 2

OF (24) = —e*~v + 7+ sgn(ay) - .
dy

Zbyva vysetrit parcialni derivace v bodech, kde xy = 0. Z véty o aritmetice limit plyne,
ze funkce f ma parcidlni derivaci podle x (resp. podle y) v bodé [z, y| pravé tehdy, kdyz
ji tam ma funkce g : [x,y] — |2zy| (je totiz f — g € C1(R?)). Pocitejme derivace funkce g v

bodech [z,0], z € R, a [0,y], y € R, podle definice:

£.0) — g(x,0 0
%9 (4,0) = lig LETHV —9@ 0 _ ;) 0
ax t—0 t t—0 ¢t
9g _ o 9@, t) —g(2,0) L at]
gy ®0) = Iim i = lim 55~ = lim el sent.

Posledni limita existuje, pravé kdyz x = 0, a v tomto pripadé je nulova.

0,y +1t)—g(0 0
@(O,y): mg(’y+ ) g(’y):hm—=0,
ay t—0 t t—0 ¢
dg _ o 9(ty) —g(0,y) ty| _
5, 0y) = lim : = lim —= = lim |y[sgn?

Posledni limita existuje, pravé kdyz y = 0, a v tomto pripadé je nulova.
7 vyse uvedeného vyplyva, ze

0

D (5 ) =R\ (0.0l ye R v 0}

D(g—i) =R?*\ {[z,0]; z € R, = # 0}.

Parciélni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni

diferencial, a tedy i tecna rovina, ktera ma tvar

z=1/e+16+ (2/e+2) - (x—1)+(8—1/e)  (y —2).



Priklad E:  Funkce f je definovana na R?. Pro funkci f plati:

z? + 32 pro 22 + 4% < 1;
2—22—9y% proz?4+y®>1.

f(z,y) :{

V bodech [z,y], kde 2% + y* # 1, miizeme poé&itat derivaci ,,podle vzoreck“:

of 2x pro 22 + 92 < 1;
%(x,y) - { -2z proz? +y? > 1,
of 2y pro 22 +1? < 1;
a—y(x,y):{ —2y prox?4+y®>1;

Zbyvé vysetiit parcialni derivace v bodech, kde 22 +y? = 1. Uvazujme bod [z, yo| takovy,
7e 13 + y2 = 1. Pocitejme

of f(zo +t,90) — f(%0,%0)

%(330,3/0) = }1_13%

_ i min{(@o + )2 + 43,2 — (w0 +1)? 43} — 1
_t—>0 t
. min{l + 2zt + 2,1 — 220t — t2} — 1
= lim
t—0 t
in{2zot + t2, —2xot — t2
:tlin(l) min{2xot + t, Zo }

0 ro zg =0
zlim—|2x0t+t2|/t:{ o o
t—0 neexistuje pro xg # 0.
Vzhledem k symetrii funkce f lze parcialni derivaci podle y pocitat analogicky.
7 vyse uvedeného vyplyva, ze

D(%) =R*\ {[z,y]; 2> +¢y* =1, = #0},
p() -\ 2402 - 1, v 202

Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencial, a tedy i te¢na rovina, ktera ma tvar

z=-3-2-(z—-1)—4-(y—2).



Priklad F:  Funkce f je definovana na (0, +00) x (0,+00). Pro funkci f plati:

f(z,y) = exp(y” log ).
V bodech [z,y| € D(f) miZeme poéitat derivaci ,podle vzorecki“:

—8x(x,y)—exp(y logz) - (y logy -logz +y x)
8f x z—1
a—y(x,y)zeXP(y logz) - (zy* " -logx) .

Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencial, a tedy i te¢na rovina, kterd ma tvar

z=142-(x—-1)+0-(y—2).

Priklad G: Funkce f je definovana na R% V bodech [z,y] # [0,0] mtZzeme poditat
derivaci ,,podle vzorecku“:

af B 2 =18 T 1
ax(xay)_él(ar(:tg(\/x +y )) 1+a?2+y2 \/m

of . T3 Y 1
ay(gj,y)_él(arctg(\/:r +y?)) T 221 42 x2+y2'

V bodé [0, 0] spocitame parcidlni derivace z definice:

g(()?O):limf(t,O)—f(O,O) i M:lim (M)Zl.wzo_
oz t—0 t t—0 t t—0 |t| t

Vzhledem k symetrii funkce f plati také 3—5(0, 0) =0.

Parcialni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencial, a tedy i te¢na rovina, ktera ma tvar

z = (arctg v/5)* + g(arctg V5?3 — . (z—-1)+ %(arctg V5)3 . — . (y —2).

S
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Priklad H: Okamzité vidime, ze D(f) = R2. Pokud x # 0 lze v bodé [z,y] pocitat
parcialni derivace ,,podle vzorecku*.

of cos(x cosy) - cosy pro x > 0,
%(1‘, )=

(9f( ) = { cos(zcosy) - (—xsiny) proz >0,
oy U S sin(zsiny) - (zcosy) prox < 0.

—sin(zsiny) - siny  pro z < 0.

V bodech tvaru [0, y] budeme pocitat parcidlni derivace ,z definice®:

af T f(t,y)—f(t,()) 1 f(t’y)
a0V =im T =i

Tato limita ovSem neexistuje, protoZe limita zleva (—oo) se nerovna limité zprava (cosy).

8y(0,y)—}£1@1/ t—y _}l—rg/t—y

=0.

V bodé [1,2] jsou obé parcidlni derivace spojité, a proto v tomto bodé existuje totalni
diferencial, a tedy i te¢na rovina. Jeji rovnice vypada takto:

z = cos(cos2)-cos2- (x — 1) —cos(cos2)-sin2- (y — 2) + sin(cos 2).

P¥iklad I:  Pro defini¢ni obor plati: D(f) = R?\ {[z,y] € R?; x + y = 1}. Pro parcialni
derivace plati

gw = wy—r—y x :
55 % Y) ity D [z,y] € D(f) \ {[0,0]};
of xy—x? —y

™Y = Jmrpwryopy U EPOMDOL

V bodé [0, 0] pocitejme parcialni derivace z definice:

af : f(t7 0) _ f(07 0) : t—ti . ‘t‘ . sgnt
—=(0,0) = lim = lim — = lim = lim ;
Ox t—0 t—0 t—0 t t—0 (t—1)t t=0t—1

Posledni limita neexistuje, protoze limita zleva je rovna 1 a zprava je rovna —1. To

znamena, ze parcialni derivace % (0,0) neexistuje. Naprosto stejnym postupem lze ukazat,

Ze ani 2—5(0,0) neexistuje.

V bodé [1,2] jsou obé parcialni derivace spojité a proto v tomto bodé existuje totalni
diferencial a tedy i te¢na rovina. Jeji rovnice vypada takto:
-3 1 V5

m-(m—l)—m-(y—%—kT.



