
VI. Stabilita

Př́ıklad 1. Uvažujme matici

A =

⎛⎝ 3 2 −3
3 −2 −3

−1 2 1

⎞⎠ .

Pro jaké počátečńı podmı́nky x0 je nulové řešeńı rovnice x′ = Ax stabilńı, resp. asymptoticky stabilńı?
[Stabilita pro ⟨(1, −1, 1)⊤, (1, 0, 1)⊤⟩ a as. stabilita pro ⟨(1, −1, 1)⊤⟩.]

Př́ıklad 2. Mějme matici A ∈ Rn×n splňuj́ıćı A2 = −A.

(i) Spočtěte etA, respektive najděte A, B ∈ Rn×n splňuj́ıćı etA = B + Ce−t.

(ii) Pomoćı předešlého rozhoděte o stabilitě nulového řešeńı x = Ax.

(iii) Najděte vlastńı č́ısla matice A a s jejich pomoćı rozhodněte o stabilitě nulového řešeńı x = Ax.

[(i) je př́ımočaré a dostaneme asymptotickou stabilitu. Ve spektru je nejvýše 0 a −1, záviśı na regularitě.]

Př́ıklad 3. Uvažujte soustavu

x′ = −(x2 + y2)y,

y′ = (x2 + y2)x.

(i) Lze rozhodnout o stabilitě počátku pomoćı linearizované soustavy?

(ii) Převed’te soustavu do polárńıch souřadnic a rozhodněte o stabilitě počátku.

(iii) Jsou jiná řešeńı stabilńı?

[Nelze. Převodem do pol. souřadnic najdeme r′ = 0 a φ′ = r2, takže nulové je stabilńı, ostatńı nikoliv.]

Př́ıklad 4. Uvažujte soustavu

x′ = −3x + 2 sin y + z,

y′ = (x − y)(z − 2),
y′ = x + 2xy − z.

(i) Najděte linearizaci v počátku.

(ii) Rozhodněte o stabilitě linearizované a p̊uvodńı soustavy.

(iii) Pro linearizovanou soustavu najděte X0 a určete dimenze prostor̊u X−, X+, X0.

[λ = 0, ±
√

3, oboj́ı je nestabilńı, dimenze jsou jedna a X0 = ⟨(1, 1, 1)⊤⟩.]

Př́ıklad 5. Uvažujte soustavu

x′ = y + 2 + x(y + 2),
y′ = −x − x(y + 2) + x3.

(i) Najděte stacionárńı body soustavy.

(ii) Najděte linearizované soustavy v těchto bodech.

(iii) Rozhodněte o stabilitě stac. bod̊u lin. soustavy. Co v́ıte o stabilitě stac. bod̊u pro p̊uvodńı soustavu?

[(0, −2) stabilńı a nev́ıme, (1, −2) oboj́ı nestabilńı (sedlo) a (−1, −2) oboj́ı nestabilńı.]

Př́ıklad 6. Uvažujte soustavu

x′ = (x + y)2 − 1,

y′ = y2 − 4.

(i) Najděte stacionárńı body soustavy.

(ii) Rozhodněte o (asymptotické) stabilitě stacionárńıch bod̊u lež́ıćıch v pravé polorovině.

(iii) Pro bod s největš́ı x-ovou složkou načrtněte trajektorie řešeńı na jeho okoĺı.
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[Body (±1, ∓2), (±3, ∓2), bod (1, −2) je asymptoticky stabilńı a (3, −2) je nestabilńı (sedlo).]

Př́ıklad 7. Uvažujte soustavu

x′ = −y3 − 2x(x2 + y2),
y′ = x − 3y(x2 + y2).

(i) Je možné rozhodnout o stabilitě počátku pomoćı linearizace?

(ii) Najděte Ljapunovskou funkci V .

(iii) Rozhodněte o (asymptotické) stabilitě počátku.

[Ne, V = x2 + 1
2 y4, je asymptoticky stabilńı.]

Př́ıklad 8. Uvažujte soustavu

x′ = y3(1 + xy3),
y′ = −x5(2 + xy).

(i) Je možné rozhodnout o stabilitě počátku pomoćı linearizace?

(ii) Najděte Ljapunovskou funkci V .

(iii) Určete na jaké množině je V Ljapunovskou funkćı a rozhodněte, co ř́ıká o (asymptotické) stabilitě.

[Ne, V = x6 + 3
4 y4 na R × (−1/

√
2, 1/

√
2), je stabilńı.]

Př́ıklad 9. Uvažujte soustavu

x′ = (1 − x)y − x2 sin x,

y′ = −(1 − x)x − y2 sin y.

(i) Je možné rozhodnout o stabilitě počátku pomoćı linearizace?

(ii) Najděte Ljapunovskou funkci V .

(iii) Určete na jaké množině je V Ljapunovskou funkćı a rozhodněte, co ř́ıká o (asymptotické) stabilitě.

[Ne, V = x2 + y2 na (−π, π)2, je asymptoticky stabilńı.]

Př́ıklad 10. Pro α ∈ R uvažujte soustavu

x′ = 2y − 2x sin2 y,

y′ = −5x + αy cos x.

(i) Vyšetřete (asymptotickou) stabilitu počátku pro α > 0.

(ii) Vyšetřete (asymptotickou) stabilitu počátku pro α < 0.

(iii) Pro α = 0 najděte Ljapunovskou funkci. Co dokážete ř́ıci o (asymptotické) stabilitě počátku?

[Pro α > 0 nestabilńı, pro α < 0 as. stabilńı, V = x2 + 4
10 y2, pro α = 0 je stabilńı.]

Př́ıklad 11. Pro α ∈ R uvažujte soustavu

x′ = ay(2 + 4xy),
y′ = x − y3 + x2y.

(i) Pro α > 0 vyšetřete (asymptotickou) stabilitu počátku pomoćı linearizace.

(ii) Pro α = −1 najděte Ljapunovskou funkci. Co dokážete ř́ıci o (asymptotické) stabilitě počátku?
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