ALGEBRA I PRO INFORMATIKY

JAN ZEMLICKA

Uvop

Velmi zhruba feceno je centralnim objektem zajmu algebry mnozina opatfena
jistym systémem operaci. Pfitom nas mohou zajimat nejen strukturni vlastnosti ta-
kové mnoziny popsané podminkami vyjadfené pravé pomoci operaci, nybrz i vztahy
riznych mnozin s podobnymi systémy operaci ¢i vlastnosti tfid takovych mnozin.

Dfive nez se zacneme systematicky zabyvat abstraktnimi dvahami o takovych
algebraickych objektech (které se budou zpravidla opirat o n&jaky systém axioma-
tickych pozadavki na operace), uvedme nékolik motivac¢nich pfiklad, které by nam
pomohly usnadnit porozuméni divodim (at uz praktickym tak historickym), proé¢
prave tu ¢i onu vlastnost sledujeme.

Priklad 0.1. Uvazme mnozinu celych ¢isel Z a na ni obvyklé operace s¢itani +
a nasobeni -. Pro libovolné pfirozené éislo n polozme nZ = {n - z| z € Z}. Nyni
si mizeme vSimnout, ze je mnozina nZ ,uzaviend” na obé uvazované operace, tj.
pro kazdou dvojici a,b € nZ plati, ze a + b,a - b € nZ, tedy operace + a - mtizeme
uvazovat také omezené na mnoziné nZ. Ackoli pro zadné n > 1 mnoziny nZ a Z
nesplyvaji, nelze pomoci vlastnosti operace + ob& mnoziny odligit (tj. maji stejné
yalgebraické” vlastnosti vzhledem ke s¢iténi), coZ ozfejmime, zavedeme-li zobrazeni
fn : Z — nZ predpisem f,, (k) = kn. Zjevné se jedna o bijekei, kterd navic splituje
podminku f,(a + b) = fn(a) + fn(D).

Poznamenejme, zZe takova vlastnost zobrazeni neni nijak samoziejmé, naptiklad
vzhledem k operaci nasobeni f, obdobnou podminku nespliuje. Uvazime-li navic
podminku ,existuje prvek e tak, ze pro vSechny prvky a plati a-e = a”, pak je tato
podminka na mnoziné Z splnéna pro e = 1, zatimco na mnoziné nZ zjevné neplati.

Piiklad 0.2. V souladu se zna¢enim zavedenym na kurzu linedrni algebry polozme
Z, = {0,1,...,n — 1} pro né&jaké celé ¢&islo n > 1. Zavedme na Z,, operace + a -
predpisem a +b = (a4 b)mod n a a-b = (a-b)mod n, kde mod n znamena zbytek
po celociselném déleni hodnotou n a v zavorce uvazujeme vzdy obvyklé s¢itani a
nésobeni celych éisel. Koneéné definujme zobrazeni F,, : Z — Z,, predpisem F,, (k) =
(k)mod n. VSimnéme si, Ze tentokrat zobrazeni F' sice neni bijekce, ale obé operace
s¢itan{ a ndsobenni ,,pfevadi” na nové zavedené + a -, tedy F,(a+b) = F,(a)+F,(b)
i Fo(a-b) = Fy(a)- F,(b).

Definice. Bindrni operaci na mnoziné A budeme rozumét libovolné zobrazeni A x
A — A (obvykle ji budeme zapisovat centrdlné). Mame-li bindrni operaci * na
mnoziné A, néjakou podmnozinu U mnoziny A a bindrni operaci o na mnoziné B.
Rekneme, 7e U je uzaviend na operaci *, jestlize pro viechna z,y € U plati, Ze
x*y € U, a zobrazeni f : A — B nazveme slucitelné s operacemi * a o je-li pro
v8echna x,y € A splnéna rovnost f(x xy) = f(x) o f(y).
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Vsimnéme si, ze zobrazeni f, z 0.1 je slucitelné s operacemi + a neni slucitelné
s operacemi -, zatimco zobrazeni F,, z 0.2 je slucitelné s obéma pary operaci + i -.

Priklad 0.3. Vezméme prirozené ¢islo n > 2 a ozna¢me ~,, relaci na mnoziné
celych ¢isel Z danou pfedpisem: a ~, b < n/(a — b). Neni tézké si uvédomit, Ze se
jednd o ekvivalenci (obvykle se ji ¥ikd kongruence na Z), ktera spliiuje pro vSechna
takova celd aq,as, by, bs, 7€ a1 ~p by a as ~, by podminky (a1 + ag) ~, (b1 +b2) a
(a1 - ag) ~y (b1 - by). Navic si miizeme vSimnout jejiho tésného vztahu k zobrazeni
F, z 0.2, nebot plati, ze a ~,, b, pravé kdyz F,(a) = F,(b).

Pfipomenime, Ze relaci na mnoZiné A rozumime libovolnou podmnozinu A x A.

Definice. Uvazujme na mnoziné A binarni operaci * a relaci ~. Rekneme, Ze ~ je
slucitelna s operaci *, jestlize pro vSechny takové prvky ai,as,bi, by € A, pro néz
ay ~ by a az ~ be plati, Ze (a1 *x az) ~ (by * ba).

V Prikladu 0.3 jsme tedy zjistili, ze je ,kongruence” ~, slucitelnd s obéma
operacemi + i -.

Priklad 0.4. Mé&jme kladné celd ¢isla nq,...,ng a poloZme n = ny - ng - -+ -
ng. Zavedme nyni na kartézském soucinu Hle Z,, po slozkich operace + a -
(al,ag,...7ak) +(b1,b2,...,bk) = (a1 +b1,a2+b2,...,ak—|—bk) a (al,ag,...7ak) .
(b1,ba,...,br) = (a1 -b1,a2-ba,...,a; by) a definujme zobrazeni G : Z — H?ZIZM
predpisem G(a) = ((a)mod nq,...,(a)mod ni) a stejnym predpisem zavedeme i
zobrazeni H : Z,, — Hlezm. Obé zobrazeni jsou opét slucitelnd s + a -.

Tvrzeni této a nasledujici kapitoly budou bez dikazu vyuzivat zékladnich po-
znatku teorie ¢isel, pfedevsim jednozna¢nost (az na pofadi) ireducibilniho rozkladu
a Euklidova algoritmu na nalezeni nejvétsiho spolecného délitele.

V nésledujici poznamce budeme uvazovat operace na kartézskych soucinech za-
vedené v Prikladu 0.4.

Poznamka 0.5 (Cinsk4 véta o zbytcich). Nechf ny,na,...,ni jsou po dvou nesou-
délnd kladnd celd ¢isla a n =mnq -ng - -+ - - ng, potom zobrazent f : Z,, — Hle Z,,
dané predpisem f(x) = (x mod ny, x mod na,...,x mod ny) je bijekce slucitelnd
s operaci + a $ operaci -.

Diikaz. Pfimo z definice snadno vidime, Ze je f zobrazeni slucitelné s obéma ope-
racemi. Zbyva nahlédnout, Ze jde o bijekci. Protoze jsou Z, a Hle Z,, stejné
velké konecné mnoziny, staci ovérit, ze je f prosté. Necht pro a < b € Z,, plati, ze
f(a) = f(b). Potom f(b—a) =0, tedy n;/b — a pro vSechna ¢ = 1,... k. Protoze
jsou n; po dvou nesoudélnd a 0 <b—a <n-—1, mdmein/b—a, tudizb=a. 0O

Cinska véta o zbytcich nAm umoziuje ,algebraicky” piesné reprezentovat vétsi
mnozinu Z,, pomoci poc¢itani v mensich mnozinch Z,,, coz je postup, ktery se pri
potfebé exaktniho pocitani s velkymi ¢isly (napfiklad pii praci s velkymi prvoéisly)
Casto pouziva.

Definice. Zobrazeni ¢ : N — N dané pfedpisem p(n) = [{0 < k < n| NSD(k,n) =
1}| nazveme Eulerovou funkci.

Poznamka 0.6. Je-li p prvocislo a k kladné celé cislo, pak o(p*) = (p—1)-pF—1L.
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Diikaz. Cislo mensi nez p* je soudélné s p*, pravé kdyz je nasobkem ¢isla p. Klad-
nych nasobkt &sla p mensich nez p* je zfejmé pravé p*~! — 1. To znameni, Ze
naopak kladngch ¢&isel nesoudélnych s p* mame p(p*) = (pF — 1) — (pF=1 - 1) =

PP —phFl=(p—1)pL. -
Véta 0.7. Bud p1 < py < -+ < pg prvocisla a r1,79,...,7% kladnd celd cisla.
Potom o(ITiZy i) = [Tz e(i*) =TTz (o — Dy~

Dikaz. Zvolme libovolné a € Z,,. Polozme n = Hle pit a (ai,...,ar) = f(a).

Podle 0.5 je zobrazeni f : Z, — Hle Zp:g bijekce. Abychom ovéfili rovnost
@(Hlepfi) = Hle @(p;), sta¢i ndm nahlédnout, ze NSD(a,n) = 1 pravé tehdy,
kdyz NSD(a;,n;) = 1 pro vSechna i = 1,...,k, protoze Hle o(n;) = |Hf:1{a €
Z,, \ {0} NSD(a,n;) = 1}

Jestlize NSD(a,n) # 1, existuje prvoéislo p, které déli n, a diky jednozna¢nosti
prvodéiselného rozkladu tudiz existuje ¢, pro néz p déli n;. Tedy bud a; = 0 nebo p
deéli a;, proto NSD(a;, n;) # 1. Naopak, jeslize NSD(a;,n;) # 1, pak existuje délitel
c>1¢isel a; ing, protocdéliia=a;+an;in=ny...n;...ng.

Kone¢né rovnost Hle e(pit) = Hle(pi —1)p}i~! plyne okamzité z 0.6 O

Priklad 0.8. Necht X je neprazdnd mnozina pismen a M(X) je mnozina vSech
slov, tj. v8ech koneénych posloupnosti pismen. Zavedme na této mnoZiné bindrni
operaciskladani - x1...Zp Y1 .- Y = T1-..TpY1 - - - Ym a dale oznacme \ prazdné
slovo. Snadno nahlédneme, Ze je operace - asociativni (je-li X asponn dvouprvkova
mnozina, pak operace neni komutativni) a plati, ze A\-s = s- XA = s pro kazdé
s € M(X).

Mé&jme dvé slova a,b € M(X). Obsahuje-li slovo s, podposloupnost a, slovo sy,
vznikne ze slova s, tak, Ze podposloupnost a v s, nahradime podposloupnosti b.
Ztotoznime-li vSechny takové dvojice slov, t.j. zavedeme-li podminkou s, ~ s a
sp ~ 8. relaci ~ na M(X), pak ~ bude ekvivalence sluéitelnd s operaci -.

1. MNOZINY S ASOCIATIVNI BINARNI OPERACT

Pfipomerime, Ze binarni operace * na A je asociativoni (resp. komutativni), plati-li
pro vSechna x,y,z € A rovnost % (y * 2) = (x xy) * z (resp. T *y = y * x).

Definice. UvaZujme binarni operaci * na mnoziné A. Neutrdlnim prvkem operace
* rozumime takovy prvek e € A, Ze g x ¢ = e x ¢ = g pro vSechna g € A.

Poznamka 1.1. KaZdd bindrni operace md nejvyse jeden neutrdlni prvek.
Dikaz. Jsou-li e, f dva neutrdlni prvky, pak e =ex f = f. O

Priklad 1.2. Je-li X aspon dvouprvkovd mnozina a definujeme-li na X binarni
operaci * predpisem x * y = x, je operace * asociativni, ale X neobsahuje zadny
neutralni prvek. Pfitom dokonce kazdy prvek X spliiuje prvni z rovnosti, kterou je
neutralni prvek definovan.

Definice. Nechf - je bindrni operace na mnoziné S a 1 jeji neutralni prvek. Rek-

neme, ze prvek s € S je invertibilni, existuje-li takovy prvek s7t € S, ze s71 .5 =

s-s 1 =1. Prvek s~! nazveme inverznim prvkem k prvku s.
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Definice. Mnoziné G s binérni operaci - budeme fikat grupoid (a budeme psat
G(-)). O grupoidu G(-) Fekneme, Ze je:
- pologrupa, je-li operace - asociativni,
- monotid, je-li operace - asociativni a v G lezi jeji neutralni prvek,
- grupa, je-li G(-) monoid, jehoz kazdy prvek je invertibilni,
- komutativni grupa (nebo abelovskd grupa), je-li G(-) grupa a - je komuta-
tivni.

V Prikladech 0.1 a 0.3 jsme pfipomnéli asociativni a komutativni operace + a -
na mnoziné celych ¢isel (a v Piikladech 0.2 a 0.4 jsme si uvédomili, Ze asociativitu
i komutativitu splituji jimi indukované operace na mnozinich Z,). Jisté zde neni
tFeba opakovat, jak vypadaji odpovidajici neutralni a invertibilni prvky. Uvedme
jesté nékolik dobre znamych, a¢ méné elementarnich prikladi asociativnich binér-
nich operaci.

Priklad 1.3. (1) Mnozina M (X) z Ptikladu 0.8 tvoifi s operaci sklddéni (tzv.
slovnt) monoid.

(2) Bud X néjaka neprazdna mnozina a ozna¢me T'(X) mnozinu vSech zobrazeni
mnoziny X do sebe. Potom T'(X)(0) tvoii (s operaci skladani o) (tzv. transformacni)
monoid.

(3) Ctvercové matice M, (T) nad télesem T stupné n spolu s nasobenim tvoii
monoid M, (T)(:) (neutrdlnim prvkem je zde jednotkova matice).

Nestanovime-li jinak, bude v nasledujicim 1 oznacovat neutralni prvek operace -
(a 0 pro operaci +) a s~! bude inverzni prvek k s vzhledm k operaci - (a —s bude
inverz vzhledem k operaci +).

Poznamka 1.4. Bud S(-) monoid a a,b,c € S. Plati-li, e a-b=c-a =1, potom
b = c je jednoznacné urceny inverzni prvek k prvku a.

Diikaz. Stali ovéfit, ze b = c. S vyuzitim asociativity pocitejme: ¢ = ¢-1 = ¢-(a-b) =
(cra)-b=1-b=b. O

Priklad 1.5. UvaZzujme transformacéni monoid 7'(IN) na mnoziné vSech p¥irozenych
¢isel a nechf a(k) = 2k a B(k) = [£]. Pak Ba = Id a a8 # Id. Prvky a a 8 monoidu
T (IN) splituji pravé jednu z definitorickych rovnosti invertibilniho prvku, invertibilni
tedy nejsou (a podle 1.4 byt nemohou).

Poznamka 1.6. MnoZina vSech invertibilnich prokd monidu S(-) je uzaviend na
operaci -. Je-li navic s invertibilni prvek, pak i s~! je invertibilni a (s~1)7! = s.

Diikaz. Ozna¢me S* mnozinu invertibilnich prvka monidu S(-) Vezmeme-li prvky
g1 a g2 z S*, plati, ze existuji prvky hy,he € S, pro néz g; - h; = h; - g; = 1, kde
i =1,2. Tedy (g1-92) - (ha-h1) = g1-(92-h2) - h1 =g1-1-h1 =g1-h1 =1a
symetricky (ha - h1) - (91 - g2) = 1.

Druhé vlastnost plyne okamzité z definitorické podminky s-s 1 =s"1.5s=1a
z 1.4. ([l

Poznamka 1.7. Necht S(-) je monoid a S* mnoZina véech jeho invertibilnich
proki. Oznacime-li -g« restrikci -|g«x s+ operace - na mnoZinu S* x S*, pak S*(-g+)
je grupa.
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Dikaz. Podle 1.6 je mnoZina S* uzaviend na operaci -, proto je :|g«xg~ dobfe
definovana asociativni binarni operace na S*. Protoze 1-1 = 1, lezi neutralni prvek
1 v mnoziné S*. Konecéné, S* obsahuje inverzni prvky opét diky 1.6. (]

Priklad 1.8. (1) Grupa invertibilnich prvki slovniho monoidu M (X)(:) obsahuje
pouze neutralni prvek e.

(2) Grupu invertibilnich prvkt transformacéniho monoidu T'(X)(o) tvoii prave
vSechny bijekce S(X) na mnozinég X (mluvime o symetrické grupé nebo grupé
permutaci).

(3) Grupu invertibilnich prvké monoidu ¢tvercovych matic M, (T)(-) stupné n
tvori pravé vsechny regularni matice stupné n.

Definice. Podgrupou grupy G(-) budeme rozumét kazdou nepréazdnou podmnozinu
H mnoziny G, kterd je uzaviena na - a pro jejiz kazdy prvek h € H plati, ze
h~' € H. Normdlni podgrupa je podgrupa H grupy G splitujici navic podminku
g-h-g'eHprokazdé g€ Gahe H.

Poznamka 1.9. Necht G(-) je grupa, H a H;, i € I jeji podgrupy.
(1) 1€ H,

(2) H(:) tvori s operaci omezenou na mnoZinu H opét grupu,

(3) ﬂiel H; je podgrupa grupy G(-),

(4) jsou-li vSechny podgrupy H; normdini, pak je i podgrupa (¢, H; normdlni,

(5) je-li G(-) komutativni grupa, pak je podgrupa H vidy normdln.

Diikaz. (1) Protoze je H neprézdnd, obsahuje n&jaké h € H. Tedy h™! € H a
1l=h-h ' eH.

(2) Diky (1) obsahuje H neutralni prvek vzhledem k -, zbytek plyne okamzité z
definice podgrupy a vlastnosti operace - na G (srovnej s 1.6).

(3) 1 € H; pro vSechna i € I podle (1), tedy (,.; H; je neprazdna. Zvolme
libovolné a,b € (,.; H;. Potom a - b € H; pro kazdé i € I diky uzavienosti H; na
operaci -, tedy a - b € (.., H;. Podobné podle definice a=! € H; pro kazdé i € I,
proto a~ ' € (;o; H;-

(4) Zvolme h € (¢,
g h g7t €Niey Hi-

(5) Diky komutativité bindrni operace plati pro kazdé g € Gah € H,7e g-h-
gl=g-g' -h=hecH. ]

Priklad 1.10. (1) Vsimnéme si, Ze v kazdé grupé G(-) tvofi mnoziny {1} a G (tzv.
trivialn{) ptiklady normélnich podgrup.

(2) Uvazujeme-li komutativni grupu celych ¢isel Z(+) (s neutrdlnim prvkem 0
a inverznimi prvky znafenymi standardn& symbolem —), potom mnoziny tvaru
nZ = {n - z| z € Z} jsou pro kazdé nezaporné celé n podgrupou grupy Z(+) (viz
0.1). Napak, uvazujme libovolnou nenulovou podgrupu P grupy Z(+). Protoze P
obsahuje néjaky nenulovy prvek a s kazdym a € P jei —a € P, lezi v P jisté né&jaky
kladny prvek a my muzeme zvolit nejmensi kladné ¢islo obsazené v P, ozna¢me ho
n. Ukazme, ze nutné P = nZ. Indukci diky uzavienosti P na s¢itani nahlédneme, ze
2n=n+ne P, 3ne P,..., kn € P, ..., pro kazdé pfirozené k. Protoze —n € P,
dostanem stejnym argumentem, ze nZ C P. Nyni zvolme libovolné a € P. Potom
vydélime se zbytkem ¢islo a Cislem n, t.j. najdeme celé ¢ a nezaporné celé z < n,
pro kterd a = qn + z. Z uzavienosti P na + pouzité pro prvky a, —qn € P plyne,
7e z=a+ (—gn) € P, a z minimality volby n dostavame, Ze z = 0, tedy nZ = P.

el

H;ageG.Pak g-h-g~!' € H; pro viechna i € I, a tudiz
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(3) Uvazujme grupu permutaci na mnoziné {1,...,n}, obvykle se znad¢i S, (o)
(viz také 1.8(2)). Snadno nahlédneme, ze mnozina v8ech sudych permutaci A, je
normélni podgrupou S, (o). Navic lze (elemntarnimi prostfedky) dokézat, Ze grupa
Sp(0) neobsahuje pro n # 4 jiné normalni podgrupy nez {Id}, S, a A,, (v pfipadé
Sy se vyskytuje jesté jedna dalsi vyjimeénd normdlni podgrupa). Uvedmé alespori
ptiklad zjevné podgrupy T = {Id,(12)} grupy Ss, kterd neni normélni, protoze
napiiklad (13) o (12) o (13)~1 = (23) ¢ T.

Definice. Necht H a K jsou dvé podmnoziny grupy G(-) a ¢ € G. Definujme
mnoziny HK = {h-k|he€ H, k€ K}, gH = {g}H a Hg = H{g}. Je-li H podgrupa
G, definujme na G relaci rmod H (resp. lmod H) podminkou: (a,b) € rmod H (resp.
(a,b) € lmod H) < a-b~! € H (resp. -a~'b € H).

Priklad 1.11. Mé&jme dvé normdlni podgrupy H a K grupy G(-). Pak pro kazdé
ho € H a k € K existuje hy € H, pro které k- hg - k=% = hy, tedy k- hg =
hy -k a KH C HK. Symetricky argument dokazuje i obracenou inkluzi, proto
KH = HK. Nyni snadno nahlédneme, Ze je souc¢in HK rovnéz podgrupou G(-):
ziejmé je H K neprazdné a zvolime-li ho,h; € H a ko, k1 € K, potom (hg - ko)~ =
kal . hal € KH = HK a dale existuje takové hy € H, 7Ze ko - hy = hs - kg, proto
ho-ko-hy-ki =ho-hs- ko -k € HK. Konetné vezmeme-li libovolné prvky g € G,
heHakeK,pakplati g-h-k-g' =(g-h-g71) - (¢g-k-g7') € HK diky
pfedpokladané normalité obou podgrup. Vidime, Ze ,soucin” normalnich podgrup
(napiiklad tedy soucin libovolnych podgrup komutativni grupy) dava opét normalni
podgrupu. Poznamenejme, Ze souc¢in podgrup, které normalni nejsou, viibec nemusi
byt podgrupou (sta¢i uvazit napiiklad podgrupy H = {Id, (12)} a K = {Id, (13)}
grupy S3).

Relaci na mnoziné A budeme rozumét kazdou podmnozinu A x A Necht p je
relace na A, oznacme:
- p~t ={(b,a)] (a,b) € p} (opacna relace),
- pt ={(a,b)] Ja = ag,a1,...,an-1,a, =b € A;(ai,a;4+1) € p} (tranzitivni
obal),
- id={(a,a)| a € A} (identita).
Rekneme, ze relace p je symetrickd, jestlize p~1 C p, tranzitivni, pokud p* C p,
a reflexivni, v pripadé, zZe id C p. Fkvivalenci budeme nazyvat kazdou symetrickou,
tranzitivni a reflexivni relaci.

Definice. Necht p je ekvivalence na mnoziné A. Definujme faktor mnoZiny (Casto
se 11ké také kvocient) A podle ekvivalence p jako mnozinu A/p = {[a],| a € A},
kde [a], = {b € A] (a,b) € p}, a pFirozenou projekci zobrazeni 7, : A — A/p dané
podminkou 7,(a) = [a],.

Vsimnéme si, ze je-li p ekvivalence na A, pak A/p = {[a],| a € A} tvofi rozklad
mnoziny A. Naopak mame-li {B;| ¢ € I} rozklad mnoziny A, pak relace p urcena
podminkou: (a,b) € p<= Ji€1:a,b€ B; je ekvivalenci a A/p={B;| i € I}.

Poznamka 1.12. Necht G(-) je grupa a H jeji podgrupa. Potom plati:

(1) rmod H ilmod H jsou ekvivalence na G,

(2) (a,b) € rmod H < (a=*,b71) € Imod H pro kaZdé a,b € G,
(3) |G/rmod H)| = |G/lmod H],

(4) rmod H = lmod H, prdvé kdyz je H normdlni podgrupa G(-),
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(5) [a]imod # = Ha a [alymod 1 = aH pro kaZdé a € G,
(6) | a]rmod H| = |[a]1mod H| = |H| pro kazdé a € G.

Dikaz. (1) Tvrzeni dokédZeme jen o rmod H, pro lmod H bude dtikaz symetricky.
Podle 1.9(1) podgrupa H obsahuje neutralni prvek 1, proto pro kazdé a € G mame
a-a”!' =1 € H, tedy (a,a) € rmod H. Pfedpokladdme-li, ze (a,b) € rmod H,
pak a-b~' € H,protoib-a! = (a-b"1)"! € H (podle 1.4 a 1.6), tudiz (b,a) €
rmod H. Nyni pfedpokladejme, Ze (a,b), (b,c) € rmod H, coz podle definice nasi
relace znamen4, ze a - b1, b-c~! € H. Z uzavienosti H na bindrni operaci plyne,
ze (a-b"Y)-(b-c)eH,tedya-c' =a-b"1-b-c7' € Ha(a,c)€rmod H. Tim
jsme ovérili, Ze je relace rmod H reflexivnim, symetricka a tranzitivni.

(2) Diky 1.6 mame rovnost a-b~! = (a=1)71-b7! protoa-b7' € H & (a7 1)71-
b~! € H, ¢im# jsme dokonéili dikaz.

(3) Podle (2) je zobrazeni [a)ymod 7 — [0 imod # korektné definovanou bijekcf,
tedy faktorové mnoziny G/rmod H a G/lmod H maji stejné prvk.

(4) Ptedpokladejme, Ze rmod H = lmod H a zvolme h € H a g € G. Potom
(g-h)"t-g=h"t.gl.g=h"1 € H, tedy (g-h,g) € lmod H = rmod H. Z definice
rmod H dostaneme g-h-g~ ' € H.

Nyni predpkladejme, Ze je H normélni podgrupa grupy G(-). Zvolime-li (a,b) €
rmod H, vime, e a - b~ € H. Podle definice normalni podgrupy b= -a = b~ -
a-b=1- (07171 € H, tedy (b,a) € lmod H a diky (1) (a,b) € lmod H, ¢imz jsme
ovéfili, ze rmod H C lmod H. Symetricky argument dokazuje obracenou implikaci.

(5) Opét se budeme vénovat jen ekvivalenci rmod H. Pouzijeme definici rozkla-
dové tridy:

[@]rmod 7 = {b € A| (a,b) €rmod H} ={bc A|3he H: a-b'=h}=
={bcAIheH: b=ht-a}={bc A 3N cH: b=h-a} = Ha.

(6) Definujme zobrazeni b : H — Ha (resp. H — aH) pfedpisem b(h) = h-a
(resp. b(h) = a- h). Zfejmé jde o zobrazeni na Ha (resp. na aH ) a pfedpoklddejme,
7e b(ho) = b(h1), tedy ho-a = hy - a. Tuto rovnost zprava (resp. zleva) pfendsobime
hodnotou a~!, abychom dostali hg = ho-a-a" ! = hy-a-a" ! = h;. Tedy b je
bijekce a vSechny mnoziny H, aH, Ha maji stejny pocet prvki. Nyni zbyva pouzit
(5). O
Definice. Bud H podgrupa grupy G(-). Potom ¢islu [G : H] = |G/rmod H| (=
|G /lmod H| podle 1.12) budeme fikat index podgrupy H v grupé G a velikosti |G|
mnoziny G budeme fikat 7dd grupy G.

Véta 1.13 (Lagrange). Je-li H podgrupa grupy G(-), pak |G| =[G : H] - |H|.
Dikaz. Podle 1.12(1) je rmod H ekvivalence, proto G = UAeG/rmod g4, kde sjed-
nocujeme disjunktni mnoziny. VyuZijeme-li dale poznatek 1.12(6), ktery iika, Ze
vSechny ekvivalenéni t¥idy maji pocet prvku stejny jako mnozina H, pak dosta-
vame

|UA€G/rmod HA| - Z |A| = Z ‘H| = [G : H} ’ |H|

AeG/rmod H AeG /rmod H

G| =

O

Dusledek 1.14. Je-li G koneénd grupa, potom vdd kaZdé jeji podgrupy déli vdd
grupy G.
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Vsimnéme si, ze grupa prvociselného fadu obsahuje jen trivialni podgrupy.

Véta 1.15. Necht G(-) je grupa a p relace na G. Pak p je ekvivalence slucitelnd s
operact - prdvé tehdy, kdyZ H = [1], je normdini podgrupa G(-) a p =rmod H.

Diikaz. (=) Nejprve piedpokladejme, Ze je p je ekvivalence slucitelnd s operaci -.
Protoze je p reflexivni relace, lezi 1 v t¥idé [1], a ta je tudiZz neprazdna. Zvolme
a,b € [1], a g € G. Vidime, ze (1,a),(1,b) € p, navic, z reflexivity p plyne, ze
(at,a7 1), (971, 971), (9,9) € p. Nyni vyuzijeme slucitelnosti p s -, abychom dostali,
7e (1-1,a-b) € p,daleze (1-a Y, a-a™') €pa(g-1-g71, g-a-g~ ') € p. Vyuzijeme-li
vlastnosti neutralniho prvku a symetrie p, vidime, Ze (1,a-b), (1,a= 1), (1,g-a-g7 %) €
p, tedy a-b, a™', g-a-g~' € [1],, ¢imZ méame ovéfeno, Ze je [1], normalni podgrupa
G(-). Pfipomenme, ze podle 1.12(4) rmod [1], = lmod [1],.

Nyni bychom méli dokazat, ze (a,b) € p, pravé kdyz (a,b) € lmod [1],. Jestlize
nejprve (a,b) € p, potom (1,a=!-b) = (a~'-a,a™'-b) € p, protoze je p ekvivalnce
slucitelnd s -, tedy (a,b) € lmod [1],. Naopak, zvolime-li (a,b) € lmod [1],, pak
(a,b) =(a-1,a-a=t-b) € p.

(<) Pfedpokladejme, ze je H normalni podgrupa G(-) a definujme relaci p jako
rmod H (tj. (a,b) € p <> a-b~! € H). Podle 1.12(1) je p ekvivalence a pfimym
vypoctem zjistime, ze [1], = H. Zvolme nyni (ag,bo), (a1,b1) € p, tj. ao - bo_1 i
a - b;l jsou prvky H. Nyni pouZijeme normalitu H, abychom dostali 7€ bg cag =
bal “(ag -bal)~b0 € H. Uzavfenost H na - zarucuje, Ze b0 ~ag-aj - b E H a dalsnn
vyuzitim normality ziskdme aq - ay - (bo - b1) ™' =bo - (by* -ag-a1-byt) byt €
tedy (ag - a1,bg - b1) € p, ¢imz jsme ovérili slucitelnost p s s operaci -. D

Poznamka 1.16. Necht G(-) a H(-) jsou grupy a [ : G — H je zobrazend slucitelné
s operact -. Pak je f(1) =1 a f(g71) = (f(g9))~! pro kazdé g € G.

Diikaz. Protoze f(1) = f(1-1) = f(1) - f(1), staci rovnost f(1) = f(1) - ( )

pfendsobit prvkem f(1)~!, abychom dostali 1 = f(1)-f(1)~! = f(1)-f _(1) f()~t
#(1). Dile 1 = £(1) = f(5' -g) = (") - f(g) a podobné 1 = £(g)  f(g™1), proto
flg™h) = (flgh)~" O

Definice. Zobrazeni f : G — H grup G(-) a H(-) slu¢itelné s jejich bindrnimi
operacemi se nazyva (grupovy) homomorfismus. Bijektivni homomorfismus budeme
nazyvat izomorfismus. Podmnozing Kerf = {g € G| f(g) = 1} i relaci ker f =
{(g1,92) € G x G| f(g91) = f(g2)} budeme Fikat jadro homomorfismu.

Jestlize mezi dvéma grupami G a G2 existuje izomorfismus, fikame, ze G a G4
jsou izomorfni a piseme G = Ga.

Poznamka 1.17. Necht G1(-), G2(-) a Gs(-) jsou grupy, f: G1 — G2 a g: Ga —
G3 jsou homomorfismy a H podgrupa grupy Ga(-).

(1) gf je také homomorﬁsmus,

(2) je-li f bijekce, pak f~' je izomorfismus,

(3) obraz g(H) je podgrupa Gs(-) a dplnyg vzor f~1(H) je podgrupa G1(-),

(4) Kerf je normdlni podgrupa G1(-) a ker f = rmod Kerf,

(5) ker f je ekvivalence slucitelnd s operaci - na Gy,

Dikaz. (1) Je-li a,b € Gy, pak gf(a-b) = g(f(a) - f(b)) = g(f(a)) - g(f(D))-

(2) Staci ovéfit, ze f~1 je homomorfismus. Zvolime-li ¢, d € Ga, potom f(f~1(c)-

fHd)) = c-d, proto f~1(c) - f~H(d) = [~ (c - d).
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(3) Nejprve ukdzeme, ze je g(H) podgrupa Gs(-). g(H) je zjevné neprazdna
mnozina. Vezméme u,v € g(H), tj. existuji ¢,d € H, pro kterd g(c) = u a g(d) = v.
Protoze c-d, ¢~ € H, dostdvame piimo z definice, 7e u-v = g(c) - g(d) = g(c-d) €
g(H),au"t=g(c)™t =g(c!) € g(H) podle 1.16.

Poznamenejme, 7e 1 € f~1(H), tedy jde o neprazdnou mnozinu a zvolme a,b €
f7Y(H), tj. f(a),f(b) € H. Potom opét f(a)- f(b) = f(a-b) € H, a f(a™!) =
fla)™* € H,tedy a-b, a=t € f~1(H), tedy f~1(H) je podgrupa.

(4) Protoze {1} je podgrupa Ga(-) a Kerf = f~1({1}), je Kerf podgrupa podle

(3). Vezmeme-li libovolné g € G; a h € Kerf, potom f(g-h-g~*) = f(g) - f(h) -
flg™) = flg)-1-f(g)t =1, tedy g-h gt € Kerf. Zbyva si uvédomit, Ze
fla)=fb) & fla) - fO) =1 fla-b)=1sa-b"! € Kerf.

(5) Plyne okamzité z (4) a 1.15. O

Véta 1.18. Necht G(-) je grupa a p ekvivalence na G slucitelnd s -. Na faktorové
mnoziné G/p definujeme operaci © predpisem [a], © [b], = [a-b],. Tato definice je
korektni, G/p(®) je opét grupa a prirozend projekce m, je homomorfismus.

Dukaz. Abychom ovéfili korektnost definice, musi ukézat, Ze definice nezavisi na
volbé zastupce ekvivalenénich tiid. Mé&jme tedy [a], = [c|, a [b], = [d],, tj. (a,c),
(b,d) € p. Potom diky slucitelnosti p s operaci mame (a-b,c-d) € p, proto [a-b], =
[c- d],.

Vezmeme-li [a],, [b],, [c], € p, pak pfimo z definice vidime, ze

lalp, © ([b], © [clp]) = la- (b- )], = [(a-b) - ], = ([al, © [b],) © €],
tedy operace ® je asociativni. To, Ze je neutralnim prvkem pravé [1], a inverznim
prvkem k prvku [a], pravé prvek [a7'],, dostaneme pfimym vypoctem. Konecné
mp(a-b) =la-b], =[a], ® [b], = 7y(a) © ,(b) z definice. O

Grupu zavedenou na faktorové mnoziné budeme nazyvat faktorovou grupou.
Véta 1.15, ktera fika, ze kazdé ekvivalenci p slucitelné s binarni operaci na grupé
jednoznacné odpovida normalni podgrupa H, ndm umoziiuje faktorovou mnozinu
zapisovat ve tvaru G/H, navic je b&zné, Ze se operace na faktorové grupé oznacuje
stejné jako operace na ptivodni grupé. Obvykly zapis faktorové grupy G/p(®) bude
tedy G/H(-), kde H = [1], a [a], - [b], = [a - b],. Podobné budeme piirozenou
projekci G na G/H oznacovat symbolem 7g a misto [a], budeme pséat [a]q.

Priklad 1.19. Uvézime-li na grupé Z(+) ekvivalenci ~,, zavedenou v Pfikladu 0.3,
jedné se o ekvivalenci slu¢itelnou s operaci + a [0]., = nZ, proto ~,= rmod nZ

a na faktorové mnoziné Z/nZ = Z/ ~, mame dobfe zavedenu strukturu grupy
Z/nZ(+) predpisem [a]~, + [b]~, = [a+ b~

n n n*

Poznamka 1.20 (Véta o homomorfismu). Bud f : Gi — G2 homomorfismus grup
G1(*) a G2() a necht H je normdlni podgrupa G1(-). Pak existuje homomorfismus
g : G1/H — Gy spliujici podminku gng = f pravé tehdy, kdyz H C Kerf (1.
rmodH C rmod Kerf). Navic, jestlize g existuje, je g izomorfismus, prdvé kdyz f
jena aKerf=H.

Diikaz. Nejprve predpokladejme, ze existuje homomorfismus g : G1/H — G5 spliiu-
jici gy = f, tedy g([a]g) = f(a). Zvolme a € H. Pak [a]y = H = [1]g je neutrélni
prvek grupy G1/H(-), a proto f(a) = g([a]g) = 1 podle 1.16. Tedy a € Kerf, ¢imz
jsme ovérili, ze H C Kerf.
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Naopak, necht H C Kerf. Musime ovéfit, Ze jedind mozné definice g dané pred-
pisem g([a]g) = f(a) je korektni. Vezméme proto [a]g = [b]gy. Potom a-b~! € H C
Kerf, tedy 1 = f(a-b~1) = f(a)- f(b)~! podle 1.16, a proto f(a) = f(b). Kone¢né

g([alm - [blu) = g(la-blm) = fla-b) = f(a)- f(b) = g(lalu) - 9([b]n),
tedy g je homomorfismus.

Zbyva ovéfit zavérecnou ekvivalenci. Pfedné si uvédomme, ze g(G1/H) = f(G1),
tedy ¢ je na, pravé kdyz je f na. Necht je g navic prosté a zvolme a € Kerf.
Pak g([alg) = f(a) = 1. Protoze ¢([1]g) = g(H) = 1, plyne z prostoty g, ze
[alg = H, tedy a € H. Ovéfili jsme, ze Kerf C H, a protoze uz vime, ze H C Kerf,
méme rovnost H = Kerf. Kone¢né predpoklddejme, ze g([a]r) = g([b]x). Potom
fla)=f(b)aa-b~! € Kerf = H. TudiZ (a,b) € rmodH a [a]y = [b]y, EimZ jsme
ovértili, Ze je g prosté. (]
Véta 1.21 (1. véta o izomorfismu). Necht f : G1 — Ga homomorfismus grup G (-)
a Gs(+). Pak f(G1) je podgrupa Gs (tedy opét grupa) a G1/Kerf(-) je izomorfni
70,

Dikaz. Z 1.17(3) dostavame, ze f(G1) je podgrupa G3. Omezime-li obor hod-
not zobrazeni f, miZzeme ho chapat jako homomorfismus f : G; — f(G;). Nyni

aplikujeme 1.20 pro H = Kerf a dostaneme pfimo pozadovany izomorfismus g :
Gi/Kerf — f(Gy). O

Priklad 1.22. Mé&jme homomorfismus f, : Z — Z,, grupy Z(+) do grupy Z,(+)
s pocitanim modulo n dany pfedpisem f, (k) = (k)mod n. Pak mame podle 1.21
izomorfismus Z/Ker f,(+) & Z,(+), navic je zjevné (a,b) € ker f,, pravé kdyz
n/(a—1), a Ker f, =nZ.

Véta 1.23 (2. véta o izomorfismu). Necht G(-) je grupa a H, K jeji normdlni pod-
grupy. Jestlize H C K , pak K/H je normdlni podgrupa grupy G/H(-) a faktorovd
grupa G/K(-) je izomorfni grupé (G/H)/(K/H)(-).

Diikaz. Opét nejprve pouZijeme 1.20 pro homomorfismy nx : G — G/K (jako
fz120)any : G — G/H (jako mg z 1.20). Protoze podle pfedpokladu H C
K = Kermg, ddvd ndm 1.20 homomorfismus ¢ : G/H — G/K spliyjici vztah
g([a]m) = [a] k. VSimnéme si, Ze je g zjevné na. Nyni piimocate spoc¢itdme Kerg =
{la]lg € G/H| g([a]u) = [a]x = [1]x} = K/H. Poznamenejme, ze je Kerg = K/H
normélni podgrupa G/H(-) podle 1.17(3). Nyni pro homomorfismus g vyuZijeme
1.21, abychom dostali G/K = g(G/H) = (G/H)/Kerg = (G/H)/(K/H). O

2. CYKLICKE GRUPY

Pfipomertime, ze podle 1.9(3) je prinik libovolného systému podgrup zase pod-
grupou. Uvazime-li grupu G(-) a podmnozinu X C G, pak prunik vSech podgrup
G(-) obsahujicich X je rovnéz podgrupou obsahujici X, oznaéme ho (X), zjevné se
jedné o nejmensi takovou podgrupu vzhledem k inkluzi. Specidlng budeme psat (g)
misto ({g}), je-lig € G.

Definice. Bud G(-) grupa a X C G. Podgrupu (X) nazveme podgrupu G(-) gene-
rovanou mnozinou X. Rekneme, Ze G(-) je cyklickd grupa, existuje-li takovy prvek

g€ @G, ze(g)=G.
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Necht G(+) je grupa a € G. Definujme indukei:

a® =1,
a" = a""!-a pro kazdé n > 0,

a™ = (a=1)™" pro kazdé n < 0.

Poznamka 2.1. Necht G(-) je grupa a a € G. Zobrazeni ¢ : Z — G dané predpisem
¢(n) = a" je homomorfismus grupy Z(+) do grupy G(-) a ¢(Z) = (a) = {a"| n €
Z}.

Driikaz. Potfebujeme pro kazdou dvojici m,n € Z ovéfit, ze ¢(n +m) = a"t™ =
a™-a™ = ¢(n)- ¢(m). Piitom "™ = a™ - a™ zjevné plati pro obé nezdporna a obé
zéporna m, n. Je-li n zaporné a m+n nezéporné, pak a™-a™ = (a~1)""-a™ ntm,
Podobné pro n zéporné, m kladné a m +n zdporné mame a"-a™ = (a=1)""-a™ =
(a—l)—n—m — an-i—m.

=a

Zavérem poznamenejme, ze ¢(Z) je pravé tvaru ¢(Z) = {a™| n € Z}, a proto se
jedné o nejmensi podgrupu G(-) obsahujici a. O

Dusledek 2.2. Necht G(-) je grupa a € G. Potom pro kaZdé n,m € Z plati, Ze
a " = (an)—l a (an)m = g™,

Piiklad 2.3. (1) Z(+) je cyklickd grupa, kde Z = (1) = (—1).
(2) Z,(+) je pro kazdé pfirozené n cyklickd grupa s operacemi definovanymi
modulo n, kde Z,, = {(a), pravé kdyz NSD(a,n) = 1.

Véta 2.4. Bud G(-) cyklickd grupa.
(1) Je-li G nekonecnd, pak G(-) = Z(+).
(2) Je-li n = |G| konecné, pak G(-) = Z,(+).

Diikaz. Vezméme néjaky generator g cyklické grupy G(-), tedy (g) = G a definujme
zobrazeni ¢ : Z — G dané piedpisem ¢(n) = ¢g". Podle 2.1 jde o homomorfismus
a ¢(Z) = (g) = G, tedy ¢ je zobrazeni na. Nyni podle 1.21 je Z/Kerg(+) = G(-).
Zbyva si rozmyslet, jak vypadd Z/Ker¢. Z 1.10(2) vime, Ze Ker¢ = nZ pro vhodné
nezéporné celé n. V pfipadé, ze n = 0, pak Z/Ker¢p = Z/{0} = Z, a v ptipads
kladného n je Z/Ker¢p = Z/nZ = Z,, podle 1.22. O

Poznamka 2.5. Kazda faktorovd grupa i podgrupa cyklické grupy je opét cyklickd.

Diikaz. Snadno nahlédneme, ze je-li g generator cyklické grupy G(-), pak [¢]m je
generator jeji faktorové grupy G/H(-).

Diky 2.4 staci tvrzeni o podgrupach dokazat pro grupy Z(+) a Z,(+). Nejprve
ho dokaZme pro grupu Z(+). V 1.10(2) jsme ovéiili, ze Z(+) jiné podgrupy nez
podgrupy tvaru nZ neobsahuje. Pfitom (n) = nZ je cyklickd grupa, ¢imz je tvrzeni
ovéreno.

Nyni vyuzijeme homomorfismu f,, : Z — Z, z 1.22. Zvolime-li podgrupu H
grupy Z,(+), pak f,1(H) je podle piedchozi tivahy a 1.17(3) cyklickd podgrupa
Z, tedy H = f,,(f, 1(H)) je cyklickd podgrupa Z,,(+). O

Poznamka 2.6. Bud G(-) konecnd grupa. Potom ¢! =1 pro kazdy prvek g € G.

Diikaz. (g) je cyklickd grupa fddu n, tedy je podle 2.4 izomorfni Z,(+), proto

g" = 1. Podle 1.13 n/|G|, tedy ¢/¢! = (g”)% =17 = 1, kde 1. rovnost plyne z

2.2 (]



12 JAN ZEMLICKA

Véta 2.7. Necht G(-) je konecnd cyklickd grupa. Pak pro kaZdé prirozené k, které
deli rad grupy G, existuje pravé jedna podgrupa grupy G rddu k.

Diikaz. K dikazu vyuzijeme charakterizace cyklickych grup 2.4, diky némuz staci
tvrzeni dokdzat pro (izomorfni) grupu Z, (+). Jestlize k = 1, je tvrzeni trividlni,
piedpokladejme tedy, Ze £ > 1. Potom snadno nahlédneme, Ze mnozina (%) =
{0, %,2%,...,(k—=1)%} je podgrupa a |(%)| = k. Mé&jme nyni néjakou podgrupu H
grupy Z,(+) fddu k. Podle 2.6 (k- h)mod n = 0, proto k- h = ¢ - n pro vhodné
celé ¢islo c. Tedy h = c- 7. Tim jsme ovéfili, ze H je ¢asti podgrupy (7). Protoze
se jedna o dvé konecné stejné velké mnoziny, dostavame, ze H = (}), ¢imz jsme
ovérili jednoznacnost volby. O

Pro kazdé pfirozené k (resp. k € Z,,) oznacujme kZ = (k) = {kz| z € Z} (resp.
kZ, = (k) ={k-z| z € Z,}).

Poznamka 2.8. Necht n € N, a € Z,,\ {0} a k/n. Pak oZ,, = kZ,, privé kdyz
NSD(a,n) = k. Specidlné plati, Ze aZ,, = Z,, (tj. a generuje grupu Z,(+)), prdvé
kdyz NSD(a,n) = 1.

Dikaz. Nejprve predpokladejme, ze aZ, = kZ,. Potom k € aZ,, tedy existuje celé
x, pro které (a-x)mod n = k. Proto také existuje takové celé y, ze a -z +n-y = k.
Odtud plyne, ze NSD(a,n)/k. Podobné, protoze a € kZ,, existuji celd u a v, pro
néz k-u-+n-v = a, a protoze k/n, nutné musi k/a. Vidime, ze k/NSD(a,n), tudiz
NSD(a,n) = k.

Nyni pfedpokladejme, ze NSD(a,n) = k. Potom diky Euklidovu algoritmu exis-
tuji x € Z,, a celé y, pronéz a-x+n-y = k. Proto (a-z)mod n = k, tudiz k € aZ,
a kZ, C aZ,. Konetné, protoze k/a, vidime, %e a € kZ,, a proto aZ, C kZ,, coz
znamena, ze kZ, = aZ,. O

Dausledek 2.9. Je-lin € N, pak ¢islo (n) uddvd pocet proki, které generuji grupu
Z,(+) a pocet invertibilnich prvki monoidu Z,,(-).

Priklad 2.10. (1) UvaZujme kone¢nou cyklickou grupu G(-). Potom nam 2.9 ¥ik4,
ze G(-) obsahuje pravé ¢(|G|) generdtort, a podle 2.7 G(-) obsahuje pravé tolik
podgrup, kolik je déliteli jejiho Fadu.

(2) Vezméme cyklickou grupu Zso(+). V bodu (1) jsme nahlédli, ze Zso(+)
obsahuje ¢(50) = 20 generatort a pravé 6 podgrup. Vezmeme-li napfiklad podgrupu
(42) grupy Zso(+) (a jiné nez cyklické podgrupy tato grupa podle 2.5 neobsahuje),
pak diky 2.8 vime, ze (42) = (NSD(42,50)) = (2) = 2Zs¢, a jedna se tedy o
podgrupu radu 25 = %.

Véta 2.11 (Mald Fermatova véta). Pro nesoudélnd kladnd celd ¢isla a,n > 1 je
(a¥™)mod n = 1.

Diikaz. Nejprve uvazime, ze (a®(™)mod n = ((a)mod n¥(™)mod n, coz znamend,
Ze tvrzeni stac¢i dokdzat pro a < n. Nyni vezmem jako grupu G z 2.6 grupu inverti-
billnich prvka Z? (-) monoidu Z,(-) tj. prvkid nesoudélnych s n podle 2.9. Protoze
a € Z, je (a?™)mod n = (a/%r)mod n = 1 diky 2.6 a 2.9. O

Poznamka 2.12. Bud'p a q dvé riznd lichd prvocisla a m = nsn(p — 1,q — 1).
Potom pro kazdé a € Z,, plati, e (a™+1)mod pq = a.
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Dikaz. Podle 2.11 (z™)mod p = 1 a (y™)mod q = 1 pro x, kterd nejsou ndsob-
kem p a y, kterd nejsou nasobkem q. Déale zfejmé plati ((up)™*!)modp = 0 a
proto i (z™*1)mod p = (x)mod p a (¥ !)mod ¢ = (y)mod ¢ pro kazdé neza-
porné celé x a y. Vezméme nyni a € Z,,. Z pfedchoziho pozorovani plyne, Ze
((a)mod p, (a)mod q) = ((a™*)mod p, (a™*1)mod ¢), a diky Vété 0.5 pouzité pro
bijekei Zy,q — Z,xZ, dostavame, Ze shodné jsou i vzory prvki ((a)mod p, (a)mod ¢)
a ((a™*)mod p, (a™*1)mod q), tedy, Ze (a™*!)mod pq = a. O

Priklad 2.13 (Rivest, Shamir, Adleman). Opét zvolme p a ¢ dvé rizné licha
prvodéisla a polozme m = nsn(p — 1,¢q — 1). Indukei diky 2.12 a 2.2 dostaneme, Ze
avmtl = glu=bm . gm+l — glu=Um+1l — g pro kazdé u € N a a € Zy,.

Vezméme e < m nesoudélné s m a pak (napiiklad pomoci Euklidova algoritmu)
najdeme takové d < m, Ze (ed)mod m = 1. Nyni pro kazdé a € Z,, plati, zZe
(a®)? = a® = "™ = q (po¢itano v Zy,,, tedy modulo pq).

Pomoci vlastnosti ¢isel p, ¢, m, d, e mizeme nyni popsat protokol asymetrického
Sifrovani zndmy pod zkratkou RSA. Polozime-li n = p - q, je vefejnym klicem je
dvojice ¢isel (pg,e) a soukromy kli¢ tvoii tajny exponent d. Chceme-li informaci
vyjadienou posloupnosti hodnot aq,...,ar € Z,, adresovat majiteli soukromého
klice, staci ji zaSifrovat pomoci mocnéni vefejné zndmou hodnotou e v monoidu
Zyq(-, 1), tj. odeslat zpravu (af)mod pg, ..., (af)mod pg. K jejimu rozlusténi staci
umocnit v Zyp,(-,1) pomoci tajného exponentu, protoze (af)? = a¢? = a;. Nao-
pak, zvefejnéni-li majitel soukromého kli¢e zasifrovanou zpravu (af)mod pq, ...,
(a%)mod pq, mohou si pifjemci zpravy stejnym zptsobem (tj. umocnénim na ve-
fejné znamy exponent e: ((af)®)mod pq, ..., ((a))mod pq = a1,...,a;) ovéiit, ze
odesilatel zpravy opravdu znd tajny exponent.

Poznamenejme, Ze je ze znalosti n a e obtiZzné najit d (odpovida to nalezeni prvo-
¢iselného rozkladu ¢isla n, coz je tloha, pro niz neni zndm algoritmus polynomialni
slozitosti), zatimco mocnéni ¢isel v Z,, je (i pro velké exponenty a velké pq) velmi
snadné a rychlé.

Diikaz nasledujiciho tvrzeni o cyklickych grupach, ktery vyzaduje znalosti z teorie
polynomu nad obecnym télesem, provedeme az v pristim semestru:

Véta 2.14. Necht T(+,-) je komutativni téleso a necht G je koneénd podgrupa
multiplikativni grupy T \ {0}(-,71,1). Potom G je cyklickd grupa.

3. UNIVERZALN{ POHLED: POJEM ALGEBRY

Definice. Pro kazdé celé n > 0 nazveme n-drni operaci na mnoziné A kazdé
zobrazeni A" — A (Eislo n budeme nazyvat aritou nebo cetnosti operace). Necht
(a;| © € I) je systém operaci na mnoziné A. Pak dvojici A(«;| ¢ € I) nazveme
algebrou.

1-arni operace se obvykle nazyvaji undrnimi operacemi, 2-arnim operacim se rika
binarni operace a 3-arni se nazyvaji ternarnimi operacemi. Uvédomme si, Ze nularni
operace vyznacuje v algebfe jeden jeji prvek, proto ji mtzeme se timto vyznacenym
prvkem ztotoznit.
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Priklad 3.1. (1) Uvazime-li grupu G(-) s unarni operaci inverzniho prvku —! a
nularni operaci 1, pak G(-), G(-,7!), G(-,71,1) tvofi (forméalné rtzné) piiklady
algeber.

(2) Je-li T téleso, pak je algebrou T(+, ) é T(+, —, -, 0, 1), pro vektorovy prostor
V nad T, je algebrou V(+, t|t € T).

Definice. Bud a n-arni operace na A. Rekneme, %e podmnozina B C A je uzaviend
na operaci a, jestlize a(ay,...,a,) € B pro viechna ay,...,a, € B. Rekneme, Ze
B C A je podalgebra algebry A(w;| i € T), je-li B uzaviend na vSechny operace «;,
1€l

Oznadime-li 3; = a;|g» omezeni n-arni operace a; na B™, potom pro podalgebru
B lezi vsechny hodnoty zobrazeni §; opét v B. Zobrazeni 3; tedy muzeme chapat
jako operace na mnoziné B a tak dostdvdme strukturu algebry B(f;| ¢ € I) na
kazdé podalgebrie B.

Definice. Nechf symbol o oznacuje n-arni operaci na mnoziné A i B. Rekneme,
7e zobrazeni f : A — B je sluditelné s operaci «, jestlize f(a(a,...,a,)) =
a(f(ay),..., f(a,)). Rekneme, 7e algebry A(w;| i € I) a B(a;| i € I) jsou stej-
ného typu, pokud «; oznacuje na mnoziné A i na mnoziné B dvé operace stejné
arity. Zobrazeni f : A — B mezi dvéma algebrami stejného typu budeme fikat
homomorfismus, je-li slucitelné se vSemi operacemi «;, ¢ € I. Bijektivni homomor-
fismus budeme nazyvat izomorfismus. Jestlize mezi dvéma algebrami A a B existuje
izomorfismus, fikdme, ze A a B jsou izomorfni a piSeme A = B.

Priklad 3.2. (1) Bud G;(:) pro ¢ = 1,2 grupy s unarni operaci inverzniho prvku
~1 a nuldrni operaci 1. pak kazdy homomorfimus grup G1(-) a Ga(-) je podle 1.16
homomorfismem algeber G1(-) a Ga(-), G1(-,7 1) a Go(-"1) 1 G1(-, 71, 1) a Go (-1, 1)

(2) Necht U a V jsou dva vektorové prostory nad télesem T'. Potom kazdé line-
arni zobrazeni (homomorfismus) vektorovych prostort je homomorfismem algeber
U(+,tteT)aV(+,-tteT).

(3) Ozna¢me M, (T") mnozinu viech étvercovych matic nad télesem T a - budiz
symbolem nasobeni matic. Potom zobrazeni, které kazdé matici priradi jeji deter-
minant, je homomorfismem algebry M, (T)(:) do T(:) (poznamenejme, Ze se jedna
pravé o monoidy).

Definice. Nechf p je relace a « je n-arni operace na mnoziné A. Rekneme, Ze
p je slucitelnd s «, jestlize pro kazdy systém prvka aq,...,a,,01...,b, € A, pro
které (a;,b;) € p, i = 1,...,n, plati, ze (a(ai,...,a,),a(by,...,by)) € p. Je-li
A(w;| i € I) algebra a p ekvivalence na mnoziné A, pak p nazveme kongruenci, je-li
p slucitelna se vSemi operacemi «;, i € I.

Piiklad 3.3. (1) id a A x A jsou kongruence na libovolné algebie A.

(2) Kazda ekvivalence je sluéitelnd s libovolnou nuldrni operaci.

(3) Ekvivalence slucitelnd s operaci - na grupé G(-) je kongruenci algeber G(-),
GG, ") a G, 1).

Pfipomenime, Ze je-li f : A — B zobrazeni, rozumime jeho jddrem ker f relaci
danou predpisem: (a,b) € ker f < f(a) = f(b). Nyni jsme pfipraveni vyslovit
obdobu Poznamky 1.17 pro obecné algebry:

Poznimka 3.4. Necht Ai(a;| i € I), Ax(as| i € T) a Az(ay| @ € I) jsou algebry
stejného typu, f: A1 — Ay a g: Ay — Az jsou homomorfismy a B je podalgebra
algebry As(+).



ALGEBRA I PRO INFORMATIKY 15

(1) gf je také homomorfismus,

(2) je-li f bijekce, pak f~ je izomorfismus,

(3) obraz g(B) je podalgebra algebry Az(c;| i € I) a 4plnyg vzor f~1(B) je
podalgebra algebry Ai(ay| i € I),

(4) ker f je kongruence na algebie Ay(c;| i € I).

Diikaz. Diikaz je snadnym zobecnénim dtikazu prislusnych bodt 1.17.

(1) Je-li a; m-arni operace na A;, Ay a Az a vezmeme-li ay,...a, € Aj, pak
gf(ai(ay, ... an)) = glai(f(ar), ... flan))) = ci(gf(ar), ... gf(an)).

(2) Staci opét ovetit, ze f~! je homomorfismus. Zvolime-li libovolné n-arni ope-
raci a; a prvky ag, . ..a, € Ay, potom f(o;(f~(ay), ..., fHan))) = ai(a,...an),
proto a; (f~Y(a1),..., fan)) = f Hai(ay,...an)).

(3) Necht je opét «; libovolnd n-arni operace na As i Az. Vezméme nejprve
€1,...¢n € g(B), tj. existuji b1,...b, € B, pro kterd g(b;) = ¢;, j = 1,...,n.
Protoze «;(by,...b,) € B, dostavdme bezprostiedné z definice, Ze «;(c1,...c,) =
ai(g(b), - g(ba)) = g(abr, - b)) € 9(B).

Nyni zvolme ai,...a, € f~Y(B), tj. f(a;) € B. Potom f(ai(ai,...a,)) =
a(f(ar), - f(an)) € B.

(4) Vezmeéme n-arni operaci o; na Ay a As a prvky ai,...an,b1,...b, € 41,0
nichz vime, zZe (a;,b;) € ker f, tedy f(a;) = f(b;), pro kazdé j = 1...n. Potom z
definice homomorfismu dostaneme rovnost

flai(ar,...an)) = ai(f(ar), ... flan)) = a;(f(b1), ... f(bn)) = flei(br,...bn)),

¢imz jsme oveérili, ze (a;(ay,...an), (b1, ...by)) € ker f. Ze se jedna o ekvivalenci
je snadné cviceni. O

Poznamka 3.5. Necht A(a;| i € I) je algebra a A; jsou podalgebray A a p;
ekvivalence na A pro kazdé j € J.

(1) NjesAj je podalgebra A,

(2) jsou-li p; kongruence na A, pak i ijJ p; je kongruence.

Diikaz. (1) Obdoba Poznamky 1.9(3). Nechf «; je libovolna n-arni operace na A a
at,...an € ﬂjGJ Aj. Protoze ﬂjGJ Aj C Ay pro kazdé k € J a Ay je podalgebra
A(ei| i € I) méme a;(ar, . ..an) € Ay, tedy a;(ar,...an) € ;e s 4;.

(2) Protoze id C p; pro vSechna j € J, mdmeid C ;. ; p;, tedy relace (), ; p; je
reflexivni. Je-li (a,b) € (¢ pj, mame (a,b) € pj;, ze symetrie potom p; i (b, a) € p;
pro viechna j € J, tudiz (b, a) € (), ; p;- Koneéné plati-li, Ze (a,b), (b, ¢) € (;c; P>
pak tranzitivita jednotlivych relaci p;, které vSechny obsahuji prinik () jeg P im-
plikuje, Ze (a,¢) € p;, a proto (a,c) € (;c; pj-

Méjme «; néjakou n-arni operaci na A a vezméme prvky ai,...ay,,b1,...b, € A,
pro néz plati, Ze (ak,br) € (;c;pj (C pj pro viechna j € J). Potom pro vechna
j € Jmame (a;(a1,...an),ai(b1,...by)) € pj , tedy (a;(ar,...an), a;(b1,...by)) €
ﬂjeJ Pj- U

Definice. Necht je A mnozina a C C P(A) je néjaky systém podmnoZin mnoziny
A. Rekneme, ze C je uzdvérovym systémem nad A, pokud

(1) Aec,

(2) pro kazdy podsystém {B;| i€ I} CC,je({B;|ie€ I} eC.
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Dausledek 3.6. Nechi A(wy;| @ € I) je algebra. Pak vSechny podalgebry algebry
Aoy i € I) tvori uzavérovy systém na A a vSechny kongruence na algebre A(a;| i €
I) tvori uzdvérovy systém na A X A.

V pripadé, ze nemuze dojit k omylu nebo jednotlivé operace na algebie nepo-
tfebujeme explicitné uvazovat, budeme v nasledujicim oznaciovat algebru jen jeji

nosnou mnozinou.
Nyni zobecnime definici ze za¢atku 2.kapitoly.

Definice. Bud A algebra a X C A. Potom podalgebru (X) algebry A, kterou
dostaneme jako prinik vSech podalgeber A obsahujicich mnozinu X nazveme po-
dalgebrou generovanou X (nebo budeme fikat, ze X generuje podalgebru (X)).

Poznamka 3.7. Bud f,g : A — B dva homomorfismy algeber stejného typu a
necht X C A generuje algebru A. Jestlize f(x) = g(x) pro vSechna x € X, potom
f=y

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze je mnozina C' = {a € A| f(a) = g(a)} podalge-

brou algebry A. Vezméme n-arni operaci « algebry A a necht ay,...,a, € C. Pak
falar,....an)) = a(f(ar),.. ., f(an) = alglar)... . g(an)) = glalar,... an)),
proto a(ay,...,a,) € C. VSimneme-li si, ze X C C, dostaneme A = (X) C C, ¢imz
jsme dokon¢ili dikaz. O

Priklad 3.8. (1) Uvazujme grupu celych éisel Z(+) a G(+) néjaky grupoid, tedy
algebru s jednou bindrni operaci 4+. Necht f,g : Z — G je homomorfismus. Uvé-
domme si, Ze nejmensi podalgebra Z(+) obsahujici mnozinu {—1,1} je uz rovna
celému Z tj. ({—1,1}) = Z. Podle ptedchozi poznamky jsou tedy f a g shodné,
jestlize £(1) = g(1) a f(~1) = g(~1).

(2) Uvazujme-li nyni dva homomorfismy f,g : Z — G na algebfe celych ¢isel
Z(+,—) a obecné algebfe G(+,—) s jednou bindrni operaci + a jednou unérni
operaci +. Necht f,g : Z — G je homomorfismus. Potom ({—1,1}) = Z, a podle
3.7 jsou f a g shodné, jestlize f(1) = g(1).

Definice. Necht p je ekvivalence a « je n-arni operace na mnoziné A. Je-li p
slucitelnd s «, definujeme operaci o na faktoru A/p predpisem a([ai],, ..., [an],) =
[a(ai,...,an)],. Je-li p kongruence na algebfe A, pak timto zpisobem definujeme
na A/p strukturu algebry stejného typu.

Véta 3.9. Je-li p kongruence na algebie A, pak je definice algebry A/p korektni,
jde o algebru stejného typu jako A a prirozend projekce w, : A — A/p je homomor-
fismus.

Diikaz. Vezméme libovolnou n-arni operaci a algebry A a nechf [a;], = [bj],, j =
1,...n. Potom (a;j,b;) € p,kde j =1,...n, proto [a(ai,...,an)], = [a(b1,...,bn)]p,
tedy definice operaci na A/p je korektni. Zbytek tvrzeni je pfimy dtsledek defi-
nice. (]

Definice. Necht p C o jsou dvé ekvivalence na A. Definujme relaci o/p na A/p
nasledovné: ([al,,[b],) € o/p < (a,b) € 0.

Poznamka 3.10. Bud p kongruence na algebre A.

(1) Je-li o kongruence na A obsahujici p, je o/p dobie definovand kongruence
na algebie A/p.

(2) Je-li n kongruence na algebie A/p, potom existuje prdvé jedna kongruence o
na algebie A obsahujici p, pro nizn=o/p.
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Dikaz. (1) Staci ovérit, Ze je o/p dobfe definovand, zbytek je okamzitym diisledkem
definice o/p a operace na faktorové algebfe A/p. Mé&jme [a1], = [az], [b1], =
[b2],. Potom (a1,a2), (b1,b2) € p C o, tedy diky tranzitivité a symetrii o plati, Ze
(al,bl) €0 <= (a27b2) €o.

(2) Jediny moZny zpusob, jak definovat o ndm dava predpis (a,b) € o <
([a]p, [b],) € n. Nyni staci pfimocafe nahlédnout, Ze jsme takto zavedli kongruenci
na A. O

Nyni uz mizeme vyslovit obecné verze Véty o homomorfismus a Vét o izomor-
fismus:

Poznamka 3.11. (Véta o homomorfismu) Bud f : A — B homomorfismus dvou
algeber stejného typu a necht p je kongruence na algebie A. Pak existuje homo-
morfismus g : A/p — B spliiujict podminku gm, = f prdvé tehdy, kdyz p C ker f.
Navic, pokud g existuje, je g izomorfismus, privé kdyZ f je na a ker f = p.

Dikaz. Tvrzeni dokdzeme stejné jako Vétu o homomorfismu pro grupy (1.20).

Nejprve predpokladejme, Ze existuje homomorfismus g : A/p — B spliiujici
podminku g, = f, tedy g([a],) = f(a) a vezméme (a1, as) € p. Pak [a1], = [az2],,
a proto f(a1) = g([arl,) = g([a],) = f(az). Tedy (a1, a) € ker /.

Je-li naopak p C ker f, ovéiujeme, ze definice g dana pfedpisem g([a],) = f(a) je
korektni. Vezmeme-li [a1], = [az], C ker f, pak g([a1],) = f(a1) = f(az) = g([az],).
Ze je g homomorfismus je zjevné z jeho definice.

Kone¢né dokézeme zavéreénou ekvivalenci. Protoze g(G1/p) = f(G1), opét vi-
dime, Ze g je na, pravé kdyz je f na. Je-li g navic prosté a zvolime-li (a1, as) € ker f,
pak g([ai],) = f(a1) = f(a2) = g([az],), a proto (ai,a2) € p. Ovéfili jsme, ze
ker f C p, a protoze uz vime, ze p C ker f, mame rovnost p = ker f. Konecné
pfedpokladejme, ze g([ai1],) = g([az],). Potom f(a1) = f(a2), a proto (ai,az2) € p
a [a1], = [az],, ¢imZ jsme ovéfili, Ze je g prosté. a

Véta 3.12 (1. véta o izomorfismu). Necht f : A — B je homomorfismus dvou
algeber stejného typu. Pak f(A) je podalgebra B (tedy algebra stejného typu) a
A/ker f je izomorfni f(A).

Dikaz. Rozmyslime si, Ze podle 3.4(3) je f(A) je podalgebra B a poté stejné jako
v dikazu 1.21 pouzijeme Vétu o homomorfismu 3.11 na p = ker f. ]

Véta 3.13 (2. véta o izomorfismu). Necht p C o jsou dvé kongruence na algebie
A. Pak algebra A/o je izomorfni algebie (A/p)/(c/p).

Dikaz. 1 tentokrat postupujeme stejné jako v dikazu Véty o izomorfismu pro grupy
1.23: nejprve pouzijeme 3.11 pro homomorfismy 7, : A — Afoc am,: A — A/p,

kterd nam dava homomorfismus g : A/p — A/o spliujici vztah g¢([a],) = [a],.
Zbyva spocitat ker g = o/p a pouzit 3.12. O
4. SVAZY

Definice. Relaci < na mnoziné M budeme Fikat uspordddni, je-1i reflexivni a tran-
zitivni a splituje-li podminku a < b, b < a = a = b pro kazdé a,b € M (tj. jde o
slabé antisymetrickou relaci).
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Priklad 4.1. Nasledujici relace jsou usporadanim:
(1) / na mnoZiné vSech pfirozenych ¢isel N,
(2) < na mnoziné vsech celych (redlnych, raciondlnich) ¢isel Z (R, Q),
(3) € na mnoziné vSech podmnozin P(X) mnoZiny X,
(4) id na libovolné neprézdné mnoziné M.

Definice. Necht < je uspofddani na mnoziné M a A C M. Rekneme, ze m € A
je nejmens? (resp. nejuétsi) prvek mnoziny A, jestlize m < a (resp. a < m) pro
vSechna a € A. Supremem (resp. infimem) mnoziny A budeme rozumét nejmensi
prvek mnoziny {n € M| Va € A : a < n} (resp. nejvétsi prvek mnoziny {n €
M| Va € A: n < a}), supremum znacime sup< a infimum inf<. Dvojici (M, <)
budeme fikat svaz, pokud pro kazdé dva prvky a,b € A existuje supremum a
infimum mnoziny {a,b}. Svaz (M, <) je Gplnym svazem, existuje-li supremum a
infimum kazdé podmnoziny mnoziny M.

Piiklad 4.2. (1) (N, /), kde sup,(n, m) = nsn(n,m) a inf,(a,b) = NSD(n,m), je
ptikladem svazu

(2) (Z,<), (R,<), (Q,<), kde sup<(a,b) = max(a,b) a inf<(a,b) = min(a,d),
je rovnéz (dokonce linedrné uspotadany) svaz.

(3) (P(X), Q), je Gplny svaz, kde supc(B) = B a infc(B) = (B pro kazdou
podmnozinu B C P(X).

Definice. Necht (M, <) je svaz. Pro kazdé dva prvky m,n € M oznaéme mVn =
sup<(m,n) a m A n = inf<(m,n). Potom bindrni operaci V nazveme spojeni a A
prusek.

Poznamka 4.3. Bud (M, <) svaz. Pak pro vSechna a,b,c € M plati:
(S1) avb=bVa,aAb=bAa,
(S2) aVa=a=aAa,
(S3) av(bVve)=(aVb)Ve,an(bAc)=(aNb)Ac,
(S4) av(bha)=a=aA (bVa).

Diikaz. Vlastnosti (S1) a (S2) jsou okamzitym dusledkem definice A a V.

(S3) Polozme d = aV (bVc¢). DokdZeme, Ze je d supremem mnoziny {a, b, c}. Podle
definice Vjea < dab,c < bVc < d, tedy d je horni odhad mnoziny {a,b, c}. Zvolme
néjaké e, pro néz a, b, ¢ < e. Pak (bV¢) < e, protoze je e horni odhad mnoziny {b, ¢}
a (bVe) je supremem této mnoziny. Stejnym argumentem dostaneme aV (bVe) < e,
tedy aV (bV c¢) =sup<({a,b,c}) =cV (aVb) = (aVb)Vcdiky (S1). Dikaz druhé
podminky je symetricky.

(S4) Protoze bAa < aaa < a, mdme aV (bAa) < a. Naopak a < aV (b A a),
tedy ze slabé antisymetrie plyne, ze a = a vV (b A a). I tentokrat pro ovéfeni druhé
podminky staci zaménit spojeni priisekem a relaci < relaci >. [

Poznamka 4.4. Necht M(A,V) je algebra s dvéma bindrnimi operacems, které
spliiugi podminky (S1) — (S4). Definujme na M relaci < predpisem: a < b < b =
aVb. Pak (M, <) je svaz, kde sup.(a,b) = a Vb ainf<(a,b) =aAb.

Diikaz. Nejprve ukézeme, Ze je < uspofadédni. Protoze a = a V a diky (S2), mame
podle definice a < a. Vezmeme-li a < bab < ¢ tj. b =aVb ¢c=0bVc pak
c=(aVb)Ve=aV (bVc)=aVcdiky (S3), tedy a < c. Kone¢né plati-li, ze a < b
a b < a, dostavame z (S2), Ze b=aVb=0b0Va=a.
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Nyni ovéfime, ze b =a Vb < a = a A b. Za symetrie podminek pro A a V plyne,
ze staél abychom ovéfili jen jednu implikaci. Necht napiiklad b = a V b. Potom
aANb=aA(aVb)=aA (bVa)=apodle (S1) a (S4). Vidime, Ze je definice <
symtericky formulovatelnd pomoci podminky a < b< a=aAb.

Zbyvé dokézat, ze sup. (a,b) = aVb (tvrzeni pro A se dokéze symetricky). Pfedné
aV(aVvb) = (aVa)Vb = aVb diky (S3) a (S2) abV(aVb) = (aVb)Vb = aV(bVb) = aVb
diky (S1), (S3) a (S2), tudiz a,b < (a V b). Vezmeme-li prvek ¢, pro ktery a,b < ¢,
pak c=aVcac=bVe¢ protoc=aV (bVe) = (aVb)Vcpodle (S3). Tim jsme
ovéfili, ze (a V b) < ¢, coZ znamend, Ze sup(a,b) =a V b. O

Predchozi dvé poznamky ukazuji vzajemné jednoznacnou korespondenci mezi
svazy a algebrami M (A, V) spliiujicimi podminky (S1) — (S4). Proto budeme svazem
nazyvat i algebru M (A, V) a na mnoziné M budeme zaroveil pouZivat operace A a
V i odpovidajici relaci <. VSimnéme si, ze je-li M (A, V) svaz, pak i M(V,A\) tvori
svaz (mluvime o opaéném svazu s opaénym usporddanim >).

Piiklad 4.5. U piikladt svazi uvedenych v 4.2 médme tedy dva zptusoby jak na
svaz nahlizet:
(1) (N, /) odpovida algebfe N(NSD, nsn),
(2) (Z,<) (respektive (R, <), (Q,<)) odpovidé algebie Z(min, max) (respek-
tive R(min, max), Q(min, max)).
(3) (P(X),C) odpovida algebte P(X)(N,U),

Véta 4.6. NechtC je uzdvérovy systém. Pak (C, C) tvori tplny svaz, kde supc (B) =
({CeClUBCC} ainfc(B) =B pro kazdé BCC .

Diikaz. C je uspofadani a [ B je zjevné infimem. Protoze je C uzaviené na priiniky,
je ({X € C|UB C X} nejmensim prvkem C obsahujicim vSechna B € B, coz je
podle definice pravé supremum vzhledem k inkluzi. O

Dusledek 4.7. Systém vsech podalgeber i systém vsech kongruenci na algebie spolu
s inkluzt je diky 3.6 svazem.

Definice. Necht (M, <) je svaz a a,b,c € M. Rekneme, 7e prvek b pokrjvd prvek
a (piSeme a < - b), jestlize a < b,a#baa<c¢<b= c=aneboc=>. Hasseovym
diagramem svazu (M, <) rozumime orientovany graf, jehoz vrcholy tvofi prvky
mnoziny M a a je s b spojen takovou hranou, Ze b se nachéazi vyse nez a, pravé kdyz
b pokryva a.

Poznamka 4.8. Necht M (A, V) je svaz, a,b,c € M aa <c. PotomaV (bAc) <
(aVb)Ac.

Diikaz. Protoze a < aVbabAc < b < aVb, mdme z definice suprema aV (bAc) < aVb.
Podobné a < aVcabAc < ¢, protoaV (bAc) < c. Vyuzijeme-li nyni definici infima
mnoziny {a V b, c}, pak dostaneme a V (bAc¢) < (aVb)Ac. O

Definice. O svazu S(A,V) fekneme, Ze je moduldrni, jestlize pro kazda takova
a,b,c € S, 7e a < ¢, plati rovnost a V (b A ¢) = (aV b) A c a svaz je distributivni,
plati-li pro kazdé a,b,c € S rovnost aV (bAc) = (aVb)A(aVec).

Poznamka 4.9. Kazdy distributivni svaz je moduldrni.

Diikaz. Predpokladejme, Ze a < ¢, tj. (a V ¢) = ¢. Potom nam distributivita dava
rovnost aV (bAc)=(aVb)A(aVec)=(aVb)Ac. O
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Priklad 4.10. (1) Svaz P(X)(N,U), kde P(X) je mnozina vSech podmnozin mno-
ziny X, je distributivni.

(2) Mnozina vSech podprostort vektorového prostoru je uzavérovy systém, a
proto tvoii diky Vété 4.6 spolu s inkluzi svaz. Tento svaz je moduléarni.

(3) Svaz (N5, <), kde N5 = {0,1,qa,b,c}, dany relacemi: 0 < - a < - ¢ < - 1,
0 <-b< -1 (tzv. pentagon, Ns) neni moduldrni, protoze a < caaV (bAc) =a #
c=(aVb)Ac.

(4) Necht M5 ={0,1,u,v,w}, bud 0 nejmensi prvek, 1 nejvétsi prvek a u Vv =
uVw=vVw=1lauAv=uAw=vAw=0.Protoze uV (v Aw)=uV0#1=
1A1(u Vo)A (uVw), neni Ms(A, V) distributivni svaz. Elemntarnimi prostiedku
mizeme dokazat, Ze je modularni. (fikd se mu obvykle diamant a znaéi se Ms5).

Poznidmka 4.11. Svaz S(A\,V) je distributivni, prdvé kdyz pro kaZdé a,b,c € S
plati, Zea A (bVc) = (aAb)V (aAc), tedy svaz S(A, V) je distributiond, pravé kdyz
je opacny svaz S(V, ) distributivni.

Diikaz. Ze symetrie vlastnosti operaci plyne, Ze staci dokazat pouze jednu implikaci.
Necht je svaz distributivni. Budeme s vyuzitim definice distributivity a 4.3 upravo-
vat: (aAb)V (aAc) = ((aAb)Va)A((anb)Ve) = (aVa)A(bVa)A(aVe)A(bVe) =
a A (bV c), kde posledni rovnost plyne ze vztahti a < (bVa)aa < (aVe). O

Definice. Necht f : A — B je zobrazeni a (4, <) a (B, <) jsou svazy. Rekneme,
Ze je f homomorfismus (izomorfismus) jde-li o homorfismus (izomorfismus) algeber
A(A, V) a B(A,V) a f nazveme monotdnnim zobrazenim, plati-li implikace a; <
az = f(a1) < f(az).

Pristi semestr dokdzeme, Ze je svaz moduldrni, pravé kdyz neobsahuje podsvaz
izomorfni svazu N5, a Ze je distributivni, pravé kdyz neobsahuje ani podsvaz izo-
morfni N5, ani podsvaz izomorfni M.

Poznamka 4.12. Homomorfismus svazi je monotonni zobrazeni.

Dikaz. Je-li f: A — B homomorfismus svazi a a1 < as € A, pak as = a1 V as.
Proto f(a2) = f(a1 Va2) = f(a1) V f(az) a tedy f(a1) < f(as2). O

Priklad 4.13. Uvazujme svazy (S1,<) a (S52,<), kde S; = {0,1,a,b}, S2 =
{0,1,A,B} a dany relacemi: 0 < -a<-1,0<-b<-1lal0<-A<-B<-1.
Potom zobrazeni f(0) = 0, f(1) =1, f(a) = A, f(b) = B je monoténni, ale neni
to homomorfismus svazti, protoze f(a Ab) = f(0) =0 # A = f(a) A f(D).

Véta 4.14. Bijekce svazi f je izomorfismus, pravé kdyz jsou f i f~' monotdnni
zobrazent.

Dikaz. Diky 4.12 staci dokézat zpétnou implikaci. Ovéfime slucitelnost f naptiklad
s V. Mé&jme f : A — B takovou bijekci svaztl, ze f i f~! jsou monoténni, a zvolme
a,b € A. Protoze a,b < a Vb, je f(a), f(b) < f(a VD), tudiz f(a) Vv f(b) < f(aVb).
Podobné f(a), f(b) < f(a)V f(b), proto a,b < f~(f(a)V f(b))aaVdb < f71(f(a)V
f(b)). Pouzijeme-li na posledni vztah znovu monotonii f, dostaneme f(a V b) <
f(a) Vv f(b). Ze slabé antisymetrie <, potom plyne, ze f(aVb) = f(a)V f(b). O

Definice. Necht ma svaz S(A,V) nejmensi prvek 0 a nejvétsi prvek 1. Prvek a €
S nazveme atomem (resp. koatomem), jestlize a pokryvd 0 (resp. 1 pokryva a).
Komplementem prvku a € S nazveme takovy prvek a’ € S, 7ze aVa’ = 1aaAd’ = 0.
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Poznamka 4.15. Kazdy prvek distributivniho svazu md nejvyse jeden komplement.

Dikaz. Necht aVb; = 1aaAb; = 0proi = 1,2. Pak b;A(aVb;) = (biAa)V(biAb;) =
0V (b Abj) = b; Abj, tedy b; < b; pro vechna i,j € {1,2}, coz znamend, ze
by = ba. O

Definice. Booleovou algebrou nazveme takovou algebru S(V,A,0,1, ’), ze S(A, V)
je distributivni svaz s nejvétsim prvkem 1 a nejmensim prvkem O a unarni operace ’
prifadi kazdému prvku jeho komplement. Homomorfismem (izomorfismem) Boole-
ovych algeber rozumime homorfismus (izomorfismus) algeber v obvyklém smyslu.

Priklad 4.16. Necht P(X) je mnozina vSech podmnozin mnoziny X a pro kazdou
podmnozinu Y C X definujme Y/ = X \ Y. Pak P(X)(U,N,0, X, /) je Booleova
algebra.

Poznamka 4.17. Necht S(V,A,0,1, ') je Booleova algebra. Pak pro kazdé a,b € S
plati:

a a,

1) =0a(0) =1,

a "=a AV,

a

Diikaz. (1) a (2) plyne pfimo z definice a 4.15 a (4) je symetrické k (3).
B) (aVO)AN(@ANY)=(aNd ANV)V (BAd ANY) =0V 0 =0 a podobné
(aVbd)V(dAY)=(aVbVad)A(aVDVI)=1V1=1. O

Vezmeme-li M = {mi,...,m,} neprazdnou koneénou podmnozinu Booleovy
algebry, pak znaéme A M =mi AmaA---Amy, a\/ M =m3VmyV---Vm,. Déile
Ab=1a\/0=0.

Véta 4.18. Bud S(V,A,0,1, ') koneénd Booleova algebra a A bud mnoZina vsech
atomi svazu S. Potom zobrazeni ¢ : P(A) — S dané predpisem ¢(B) = \/ B je
izomorfismus Booleovgjch algeber S(V,A,0,1, ') a P(A)(U,N,0, X, 7).

Diikaz. Definujme nejprve zobrazeni ¢ : S — P(A) predpisem 1(s) = {a € A a <
s}. Okamzité vidime, Ze zobrazeni ¢ i ¢ jsou monoténni vzhledem k inkluzi a
¢(0) = 0. Ukézeme-li navic, ze je ¢ bijekce slucitelnd s priisekem a spojenim, pak
nutné ¢(A) = 1 a ¢(B’') = ¢(B)' pro kazdé B € P(A). Podle 4.14 tedy zbyva
ovéfit, Ze g o =Idg i 9 o ¢ = Idp(4), tedy Ze ¢ je bijekce a o1 =1

Polozme ¢t = ¢p(s) = V{a € A| a < s}. Potom ¢t = \/{a € A| a < s} < s.
Vsimnéme si, Ze diky distributivité s = sA1 = sA(tVE') = (sAE)V(sAE) = tV(sAL).
Pfedpoklddame-li, ze ¢ # s, pak z predchoziho vidime, Ze (s A t') # 0, a diky
konecnosti S najdeme néjaky atom ag, ktery lezi pod prvkem s A ¢/, tedy a < t' a
a € P(s), a proto a < t. Zjistili jsme, ze a <t At' = 0, coz je spor, tudiz s = t.

Nyni polozme C' = ¢¢(B) = {a € A| a <\/ B}. Vezmeme-li b € B, pak b </ B,
a proto b € C, ¢imz jsme ovérili inkluzi B C C. Zvolme tedy ¢ € C a uvazme, Ze
0#c=cAVB=\{cAb|be B} diky distributivité a konec¢nosti B. To ovSem
znamena, e existuje b € B, pro néz ¢ A b # 0. ProtoZe jsou oba prvky b a ¢ atomy,
mame b = ¢, ¢imz jsme dokazali, ze B = C. (]

Poznamka 4.19. Bud C uzdvérovy systém obsaZeny v systému vsech ekvivalenct
na mnoziné A. Necht pro N C P(A) a e € A plati:

(a) [e]l, € N pro kazdé p € C,
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(b) pro kazdé N € N existuje takové p € C, Ze N = [e],,

(c) pro kazdé p,n € C plati, Ze [e], C [e], = p C 1.
Pak N je uzdvérovy systém na A (a tedy svaz) a zobrazeni ¢ : C — N dané
predpisem (p) = [e], je izomorfismus svazi.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, %e je N uzdvérovy systém. ProtoZe A x A € C, mame
A = [e]laxa € N diky (a). Vezmeme-li N; € N, i € I, pak podle (b) existuje pro
kazdé i € I takova ekvivalence p; € C, ze N; = [e],,. Protoze je C uzavérovy systém,
tedy (;c; pi € C, dostavame (o, Ny = ;¢ lelp, = leln,_, p; € N opét diky (a).
Nyni staéi podle 4.14 ovéfit, Ze je ¢ dobfe definovand bijekce a Ze ¢ i ¢! jsou
monoténni vzhledem k inkluzi. Korektnost definice pfitom zaruc¢uje podminka (a),
podminka (b) fik4, Ze je ¢ na N, a z podminky (c) plyne, Ze jde o prosté zobrazeni.
Konecné, je-li p C 7, pak [e], C [e], pro kazdou dvojici ekvivalenci p a 7, coz
zarucuje monoténii ¢, a monoténie ¢! je pifmo obsahem podminky (c). |

Véta 4.20. Viechny normdlni podgrupy libovolné grupy G(-) tvoid svaz izomorfni
svazu vSech kongruenci na grupé G(-).

Dikaz. Oznaéme symbolem C mnozinu vSech kongruenci na G(-), tj. ekvivalenci
slu¢itelnych s operaci - (viz 3.3(3)), symbolem N mnoZinu vSech norméalnich pod-
grup G(-) a symbolem e neutralni prvek G(-). Z 4.7 plyne, Ze je C uzavérovy systém
a 1.15 zarucuje, ze jsou splnény piedpoklady (a), (b), (c) Pozndmky 4.19, odkud
plyne zaveér. |

5. OKRUHY A IDEALY

Definice. Okruhem budeme nazyvat kazdou takovou algebru R(+,-,—,0,1), Ze
R(+) je komutativni grupa s neutralnim prvkem 0 a operaci opa¢ného prvku —, R(:)
je monoid s neutralnim prvkem 1 a pro kazdé a, b, ¢ € R plati, Ze a-(b+c) = a-b+a-c
a(a+b)-c=a-c+b-c. Okruh se nazyvad komutativni, je-li operace - komutativni.

Priklad 5.1. (1) Z(+,-,—,0,1) a Z,(+,-,—,0,1) pro kazdé pfirozené n > 1 jsou
komutativni okruhy.

(2) Je-li T téleso a M, (T') zna¢i mnozinu vSech étvercovych matic nad T' stupné
n, pak M, (T)(+,-,—,0,,1,) je okruh.

Poznamka 5.2. Necht R(+,-,—,0,1) je okruh. Pak pro kaZdé a,b € R plati:
(1) 0-a=a-0=0,
(2) (-a)-b=a-(=b)=—(a-D),
@) (-)-a=a-(-1) =—a,

(4) 1#0, prdvé kdyZ |R| > 1 (tj. R je netrividlni okruh).

Dikaz. U bodi (1)—(3) dokdzeme jen jednu rovnost, ditkaz druhé je symetricky.

(1) Vyuzijeme-li definitorickou vlastnost prvku 0 a distributivitu, dostaneme
a-0 = a-(040) = a-0+a-0. P¥i¢teme-li k levé a pravé strané rovnosti a-0 = a-0+a-0
prvek —(0 - a), vidime, ze a - 0 = 0.

(2) Opét diky distributivité méme (—a) -b+a-b=(—a+a)-b=0-b=0, kde
posledni rovnost plyne z (1).

(3) Dostavame pfimo z (2) pro b = 1.
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(4) Pfima implikace je trividlni, pfedpoklddejme tedy, ze 1 = 0 a vezméme
libovolné @ € R. Potom a =a -1 =a-0 = 0 podle definice a (1). O

Definice. Necht R(+,-,—,0,1) je okruh. Rekneme, 7e mnozina I C R je pravy
(resp. levy) idedl okruhu R, jestlize je I podgrupa grupy R(+) a pro kazdé i € I a
r € Rplati, ze i-r € I (resp. r-i € I). Mnozinu I nazveme idedlem, je-li pravym a
zérovenl levym idedlem. Homomorfismus (izomorfismus) okruhii bude homorfismus
(izomorfismus) piislusnych algeber.

Priklad 5.3. (1) {0} a R jsou (tzv. trividlnims) idedly kazdého okruhu R.

(2) Mnoziny aR = {a-r| r € R} (resp. Ra = {r-a| r € R}) jsou (tzv. hlavni) pravé
(resp. levé) idedly okruhu R pro kazdé a € R. Ovéfime to napiiklad pro aR. Je-li
ar,as € aR, pak diky distributivité ar + as = a(r +s) € aR a —ar = a(—r) € aR
podle 5.2(2). Dale 0 = a0 € aR diky 5.2(1) a (ar)z = a(rz) € aR diky asociativité
pro libovolné x € R.

(3) Podle (2) a 2.5 jsou idedly okruhu celych ¢isel Z(+,-, —,0,1) pravé tvaru kZ
a idedly okruhu Z, (+,-,—,0,1) tvaru kZ,, kde k < n je 0 nebo délitel ¢isla n.

O (levém, pravém) ideédlu I okruhu R(+, -, —,0, 1) fekneme, ze je vlastni, jestlize
I#{0}al+#R.

Véta 5.4. Necht R(+,:,—,0,1) je okruh. Viechny kongruence a vSechny idedly
okruhu R tvori spolu s inkluzi svazy a zobrazent p — [0], je izomorfismus svazu vsech
kongruenci na svazu vSech idedli okruhu R. Pritom ekvivalence p je kongruence na
R(+,-,—,0,1), prdavé kdyz [0], je idedl a (a,b) € p<= a—b e [0],.

Dikaz. Nejprve dokdzeme zavérecnou ekvivalenci. Je-li p je kongruence na okruhu
R, pak jde také o kongruenci grupy R(+), proto je [0], podle 1.15 podgrupou R(+)
a (a,b) € p < a—0be (0], Zbyva ovétit, ze jde o idedl. Zvolme ¢ € [0], a r € R,
tedy (i,0) € p a (r,r) € p, proto (ir,0) = (ir,0r) € p a (ri,0) = (ri,r0) € p, tedy
ir,rt € 1.

Pfedpoklddejme, Ze je I je idedl a definujme (a,b) € p & a — b € I. Potom
I = 0], a podle 1.15 je p slucitelné s +. Zvolme (a,b), (¢,d) € p. Pak a — b,¢c —
d,(a—b)c,b(c—d) € [0],, atudiz —a+b € [0], a ac—bd = (a —b)c+b(c—d) € [0],,

P
proto (—a, —b), (a-c,b-d) € p, ¢imz jsme ovéfili, Ze je p kongruence na R(+, -, —,0,1).

Nyni stejnym zptsobem jako v dikazu 4.20 nahlédneme ze jsou pro e = 0, C
mnozinu vSech kongruenci a A" mnozinu vsech idealt okruhu R(+, -, —,0, 1) splnény
pfedpoklady 4.19, odkud dostavame zavér. ([

Obdobné jako v pripadu faktorizace grup podle normalnich podgrup budeme
faktor okruhu R podle kongruence jednoznaéné odpovidajici idedlu I znacit R/I.
Poznamenejme, ze faktorova algebra R/I je opét okruh.

Definice. Rekneme, Ze prvek okruhu R(+,-,—,0,1) je invertibilni, jedné-li se o
invertibilni prvek monoidu R(-). Rekneme, 7e okruh R je télesem, jsou-li viechny
prvky mnoziny R\ {0} invertibilni. Kone¢né idedl okruhu R(+,-,—,0,1) je mazi-
malni, je-li koatomem svazu vSech ideald okruhu R.

Poznamka 5.5. Je-li R(+,-,—,0,1) okruh a I jeho pravy nebo levy idedl, pak
I =R, praveé kdyz 1 € I.

Diikaz. Piimé implikace je trividlni. Jestlize 1 € I ar € R, potom r = 1-r =
(r-1) € I, je-li I pravy (levy) ideal. O
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Véta 5.6. V netrividlnim okruhu R(+,-,—,0,1) je ekvivalentni:
(1) R je téleso,
(2) R neobsahuje Zddné vlastni pravé idedly,
(3) R neobsahuje Zddné vlastni levé idedly.

Diikaz. Stali dokazat ekvivalenci (1) a (2).

Predpokladejme, Ze je R téleso a méjme néjaky nenulovy pravy ideal I. Pak
existuje 0 # ¢ € I a k nému inverzni prvek i ! € R, tedy 1 = i-i~! € I a proto
I = R podle 5.5.

Predpokladejme, ze R neobsahuje zadné vlastni pravé idealy a vezméme libovolné
nenulovy prvek a € R. Potom 0 # a = a-1 € aR, tedy podle pfedpokladu aR = R.
Proto existuje b € R, pro néjz a - b = 1. Poznamenejme, ze diky 5.2(1) a (4) opét
b # 0, a tudiz muZeme stejnym argumentem najit ¢ € R, pro které b-c¢ = 1. Nyni
a = c podle 1.4 a b je tedy inverzni k a. |

Véta 5.7. Necht R(+,+,—,0,1) je komutativni okruh a I jeho idedl. Potom fakto-
rovy okruh R/I je téleso pravé tehdy, kdyZ I je mazimdlnd idedl.

Dikaz. Pfipomenme, Ze podle 5.4 je svaz idealt izomorfni svazu kongruenci okruhu,
ozna¢me p; kongruenci, kterd v tomto izomorfismu odpovidé idealu I. Déle si uvé-
domme, Ze diky tomuto izomorfismu je I maximalni idedl, pravé kdyz je p; koatom
svazu kongruenci a to je podle 3.10 ekvivalentni tomu, ze faktorokruh R/pr = R/I
obsahuje pouze trivialni kongruence. Tato podminka ovsem diky 5.6 a opétovnému
pouziti 5.4 tentokrat na okruh R/I nastava pravé tehdy, kdyz je R/I téleso. (]

Definice. Komutativni okruh R(+,-, —,0,1) nazveme oborem integrity, plati-li, Ze
a-b = 0 implikuje a = 0 nebo b = 0. Prvek ¢ € R nazveme ireducibilnim prvkem,
jestliZze ¢ neni invertibilni ani nulovy a ¢ = a-b implikuje, Ze a nebo b je invertibilni.

Poznamenejme, ze kazdé komutativni téleso stejné jako okruh Z(+, -, —,0,1) jsou
obory integrity.
Ozna¢me Ny mnozinu nezapornych celych ¢isel.

Poznamka 5.8. Jestlize je R(+,-, —,0,1) obor integrity, jehoZ kaZdy idedl je hlavnt,
a a je treducibilni prvek, pak aR je maximdlni idedl.

Diikaz. Vezméme libovolny (hlavni) idedl uR, pro ktery aR C uR a aR # uR.
Potom a € uR, tedy existuje v € R, pro néjz a = u-v. Protoze je a ireducibilni musi
byt bud u nebo v invertibilni. Kdyby bylo invertibilni v, potom by v = u-v-v~! =
a-v~! € aR, coz je ve sporu s predpokladem. Tedy je invertibilni u, a proto

l=wu-u"!€uR auR =R diky 5.5 (]
Definice. Bud R(+,-, —,0,1) okruh. Polozme R[zx] = {p : Ng — R| {n|p(n) #
0} je konecné}. Prvek p € R[z] budeme zapisovat také ve tvaru p = 3 . Pn2",
kde p,, = p(n), tedy R[x] obsahuje pravé vSechny formalni nekone¢né sumy s konec-
nym nosi¢em. Na R[z| definujme bindrni operace + a -, undrni operaci — a nuldrni
operace 0 a 1 pro p = ZnENo ppx™ aq= ZneNo qnx™:

pta= Y (ata)r",  pra= Y, O pi )"

n€Np neNgy =0

—p= ) —paa", 0=} 0" 1=1a"4} 02"

neNg ne€Np n>0
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Je-li p # 0, budeme nejvétsi takové n € Ny, ze p, # 0, nazyvat stupném polynomu
p. Stupen polynomu 0 polozime roven —1. Stupen polynomu p budeme oznacovat
st p.

Poznamka 5.9. Necht R(+,-,—,0,1) je okruh a p, q € R[z].
(1) R[z](+,-,—,0,1) je okruh a mnozina {sx°| s € R} jeho podokruh izomorfni
okruhu R(+,-,—,0,1),
(2) stp—+q < max(stp, stq),
(3) je-lip,q# 0, pakstp-q < stp+stq, je-li navic R oborem integrity, potom
stp-q=stp+stgq,
(4) Rlx] je obor integrity pravé tehdy, kdyz je R obor integrity,

9 )1 — n J— n J— n
Dikaz. M&jme p =3 - PnZ™, ¢ =D Ny T T = D ,en, Tn®" € Rlz].

(1) Nejprve poznamenejme, Ze jsou vSechny operace dobfe definované a pfimo-
care ovéfme komutativitu a asociativitu operace +:

PHa= Y (a+a)r" = > (g+pa)r" =q+p,

neNg neNg
Pra)+r=> ((pn+a) +r)a" = Y (Pn+ (g +m))2" =p+(g+7).
n€Ng n€Np
Protoze 0 je zjevné neutrdlni prvek operace + a vidime, ze p + (—p) = 0, je

R(+,—,0) komutativni grupa. Podobné

T'(p+Q):T'Z(pn+Qn —Z Zrz'pn it qn—i))z" =

n€Ny neNgy =0
n n
= Z (Zﬁ “Prn—i)zr” + Z (Zﬁ “Gnoi)x" =p-r4q-T,
n€Ng =0 neNg =0

dtkaz druhé distributivity je symetricky. Koneéné zbyva ovéfit, ze je R(-, 1) monoid:

(p-a) =Y (> pi-g)a™)-r=> (> pi-gi-me)a")=p-(g-7).

n€Ng i+j=n n€Ng i+j+k=n
a
pi:zz;» ni)z™ Y (pn-1)2" =p=1-p,
neNg =0 neNp

kde 1 = 3 1,2", tedy 1o = 1 a 1,, = 0 pro vSechna n > 0. Bezprostfedné z
konstrukce okruhu R[z] vidime, Ze zobrazeni v : R — R[z] dané vztahem v(r) = ra®
je prosty okruhovy homomorfismus, proto diky 3.12 dostavame izomorfismus okruhu
R(+,-,—,0,1) s podokruhem v(R) = {s2°| s € R}.

(2) Plyne z inkluze {n| p, + ¢, # 0} C {n| p, # 0} U {n| ¢, # 0}.

(3) Oznafme v = st p a u = st ¢ a uvédomme si pro kazdé n > v+ p, ze koeficient
u 2" v polynomu p-q je 3o (P Gn—k) = 256 Pk 0)+ 3k i11 (0 Gn—r) =0,
protostp-qg < v+ pu.

Je-li R obor integrity, mame koeficient polynomu p - g u x¥H:

vtp n—p—
Z(pk qn— k Z Dk - 0 +p1/ qu + Z 0 : q”—k) =Pv - qu 7é 0,
k=0 k=0 k=n—p+1

nebot p, # 0 a g, # 0.
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(4) Je-li R[z] obor integrity, je kazdy jeho podokruh oborem integrity, tedy i
okruh R podle (1). Je-li R obor integrity a p,q # 0, méme podle (3) stp-q =
stp+stqg >0, proto p-q # 0. (]

Okruhu R[z](+, -, —, 0, 1) budeme fikat okruhem polynoms jedné neuréité) a jeho
prvkam polynomy.

Véta 5.10 (Déleni se zbytkem). Necht R(+, -, —,0,1) je obor integrity, a, b € R[z],
kde b = > b,a™. Predpokladejme, e m = stb > 0 a b, je invertibilni v R. Pak
existuji takové jednoznacné uréené polynomy q, r € R[z], Ze a = b-q+r astr < stb.

Dikaz. Tvrzeni dokdzeme indukci podle n = st a — st b. Jestlize sta < stb, a tedy
n < 0, staci polozit ¢ = 0 a r = a. Plati-li existen¢ni tvrzeni pro vSechna i < n,
dokazeme ho pro n. Bud a = Y a,z™ a polozme gy = anmb, 2" at=a—qo-b.
Podle 5.9(2) a (3) je stt < max(sta,st gy + stb) = n + m a koeficient polynomu
t u mocniny "™ je anim — an+mb7_nlbm = 0, tedy stt — stb < n a miizeme pro
polynom ¢ uzit indukéniho predpokladu, podle néjz existuji takové polynomy ¢; a
r,zet=>5b-q +r astr <stb. Polozime-li nyni ¢ = gy + ¢q1, dostavame

b-g+r=b-@+b-qa+r=>b-go+t=a.

Kone¢né predpoklddejme, ze a = b-¢' +1' astr’ <stb. Potom b-(¢—¢')=1"—ra
podle 5.9(3) a protoze st(r’ —r) < stb, dostdvame ' —r =0, aprotog—¢' =0 O

Véta 5.11. Necht T'(+,-,—,0,1) je komutativni téleso. Pak je kaZdy idedl okruhu
T[z](+,+,—,0,1) hlavni.

Diikaz. Vezméme libovolny nenulovy idedl I a v idealu I zvolme nenulovy polynom
p nejmensiho mozného stupné. Ziejmé pT[z] C I. Necht ¢ € I. Pak podle 5.10
existuji takové polynomy q,r € T[z], Zze i = p-q+ r a st(r) < st(p). Protoze
r=1i—p-q €I ast(p) byl minimalni, je nutné r =0 a pT[z] = I. O

Uvazime-li, ze podle 5.7 je faktor komutativniho okruhu podle maximalniho ide-
alu téleso, dostavame s vyuzitim 5.8 disledek pfedchozi véty:

Dusledek 5.12. Je-li T(+,,—,0,1) komutativni téleso a p € T[x] ireducibilni
polynom, pak T[x]/pT|x] je komutativni téleso.

Priklad 5.13 (Konstrukce télesa o p™ prvcich). Bud p prvodéislo a uvazujme té-
leso Z,(+,-,—,0,1). Najdeme-li ireducibilni polynom v € Zy[z] stupné n, pak je
podle 5.12 okruh Z,,[z]/uZ,[z] télesem. Oznacime-li si [a],, rozkladové tFidy faktoru
Z,[z]/uZ,[z], pak diky 5.4 snadno nahlédneme, ze Z,[x]/uZ,[x] = {[a].| sta < n}
a e |Zyl]/uZ,lz] = b

Vezmeme-li polynom 23 + x + 1 € Zy[x] snadno ovéiime, Ze neni souc¢inem po-
lynomu stupné 1 a polynomu stupné 2, tedy ze je ireducibilni. Rozkladové tfidy
[a]z3 4 0r1 télesa T = Zo[z] /(23 + x + 1)Z,[z] budeme znacit [a]. Vidime, Ze rozkla-
dové tifdy T reprezentuje mnozina polynomi P = {0,1,z,z + 1,2% 2% + 1,22 +
z,22+2+1},t.j. T = {[a]| a € P}. Pfipometime, Ze [a]£[b] = [a+b], tedy vezmeme-li
a,b € P, pak atb € P. Diky 5.4 snadno nahlédneme, Ze [a] = [(a)mod (z®+z+1)],
kde (a)mod (x3+x+1) znamen4 zbytek po déleni polynomu a polynomem x3+x+1
podle 5.10. Proto [a]-[b] = [a-b] = [(a-b)mod (2®+2z+1)], tedy vezmeme-li a,b € P,
pak (a-b)mod (23 +x+ 1) € P, ¢im jsme kompletnd popsali okruhovou strukturu
pomoci reprezentanti P.



