23.11./26.11.

4. REPREZENTACE GRUP

Uvédomme si, ze mnozina regularnich ¢tvercovych matic stupné n nad télesem T’
je uzaviena na nasobeni, inverzni matice a obsahuje jednotkovou matici. Tuto mno-
Zinu budeme v nésledujicim znacit GL(n,T). ProtoZe je ndsobeni matic asociativni,
tvoii (GL(n,T),-,~ 1, E) grupu.

4.1. Necht V je vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a ozna¢me Aut(V)
mnozinu vSech automorfismi V' (tj. bijektivnich homomorfismi). Dokazte, ze je
Aut(V) podgrupou symetrické grupy S(V) a dale ovéite, Ze jsou izomorfni grupy
(Aut(V),0,7",1d) a (GL(n,T),-, 7", E).

V prvnim pripadé si potfebujeme rozmyslet, Ze je slozeni automorfismut vektorové
prostoru opét automorfismus a Ze inverzni zobrazeni automorfismu je automorfismu,
coz bylo dokazano na prednésce linearni algebry. Navic Id je automorfismem ziejmé,
proto Aut(V) < S(V).

Zvolme nyni n&jakou bazi B vektorového prostoru V', oznacme [f]p matici en-
domorfismu f € Aut(V) vzhledem k bazi B a definujme zobrazeni ¢ : Aut(V) —
GL(n,T) ptredpisem ¢(f) = [f]s. Tvrzeni z lindrni algebry fikaji, Ze zobrazeni je
dobfte definované (tj. matice automorfismu je reguldrni) a ze ¥(f og) = [foglp =
[f]5 19l = ¥(f) -¥(g), tedy se jednd o grupovy homomorfismus. Koneéné protoze
kazd4 reguldrni matice ndm (v soufadnicich vzhledem k B) urcuje izomorfismus
a jediny automorfismus, jehoZ matice je jednotkovéa, je identita, vidime, Ze je v
bijekce. |

4.2. Dokazte, ze mnozina vSech matic z GL(n,T) s determinantem rovnym 1 je
normalni podgrupou (GL(n,T),-,~ 1 E).

Staéi si uvédomit, ze determinant je homomorfismus grup (GL(n,T),-," !, FE) a
(T\{0},-,7%,1), protoze det(A-B) = det(A)-det(B), aze {A € GL(n,T)| det(A) =
1} = ker(det). V Lemmatu 1.38 bylo dokdzano, Ze je kazdé jadro homomorfismu
normélni podgrupou, proto je i mnozina vSech matic s determinantem rovnym 1
normdlni podgrupou (GL(n,T),-,~ !, E). O

Ozna¢me pismenem N nejmensi normalni podgrupu grupy (GL(2,C),-,~ !, E)

obsahujici matici A = (g i)

4.3. Dokazte, ze N obsahuje pro kazdé x € C matice (2 I), <2 0), (5 az)

0 5 x 5 0 2
. <5 0>
x 2)

Nejdfive ur¢ime vlastni ¢isla matice A, jimiz jsou 2 a 5. Pfipomenme, ze podle
Jordanovy véty (dokdzané na prednésce linearni algebry) je matice A podobné Jor-
2 0
0 5
bunék. Tedy existuje takova regularni matice Q, ze B = Q-A-Q~!. Podgrupa N je
ovSem normadlni, tedy je uzaviena na vSechny konjugace (tj. v feéi linedrni algebry

12

danové matici B = ( ) , ktera je urcena jednoznacéné az na potradi Jordanovych
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podobnosti), proto obsahuje matici B i vSechny matice podobné B. VSimneme-li

S . 2 =z 2 0 5 x 5 0) . ) -
si, ze vSechny matice (0 5), <x 5>, (O 2) a <x 2) jsou podobné matici
|

B, lezi vSechny rovnéz v V.
ey . L1z . 1 =z 1 0
4.4. Dokazte, ze N obsahuje pro kazdé = € C matice 0 1)2\s 1)

Uvazime-li, ze v podgrup€ N lezi s kazdymi dvéma maticemi i jejich soucin a
matice k nim inverzni, lezi v N i soucin

(bD-G56s)

Ze N obsahuje i matice <i ?) plyne opét napriklad z Jordanovy véty. O

—1
4.5. Dokazte, ze (Cx 2) € N pro kazdé z € Cace C\ {0}.

Z predchozi tlohy plyne, ze N obsahuje pro libovolné y € C matici

(t) =606 1)

Polozime-li y = ¢ — 1 lezi v N matice

G I S N R D R ]

-1

Diky Jordanové vété tedy <C 2) € N pro vSechnaz € C\{0} ac € C\{0,-1,1}

X

a navic (_01 _11> € N. Pfitom z predchozi dlohy vime, ze N pbsahuje matice

(; (1)> pro kazdé x € C, tedy zbyva nahlédnout, ze
-1 0} _/1 1) (-1 1
0 -1/ \0 1 0 -1/

4.6. Ovérte, ze v N lezi vSsechny matice s determinantem rovnym jedné.

Opét vyuzijeme Jordanovy véty. Staci si uvédomit, Ze matice s determinantem
-1

1 je podobné (tedy konjugovana) matici (Cm 2) pro vhodné x a nenulové ¢, o

niz uz jsme dokazali, Ze lezi v N. (]

4.7. Necht f : G; — G4 je homorfismus grup (G1,-,71,1) a (Ga,-,71,1) a H je

normalni podgrupa grupy Gs. Dokazte, Ze je f~!(H) normalni podgrupou grupy
Gi.
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Postupujeme ptimo podle definice. Protoze f(1) =1 € H,je1l € f~1(H). Zvolme

hi,he € f7Y(H). Potom f(hi') = f(h1)™ € H a f(h1 - hs) = f(h1) - f(h2) €

a proto hy ', hy - hg € f~(H). Koneéné, vezmeme-li h € f~1(H) a g € Gy, pak

Fg-h-g~Y) = flg)- () - f(9) " € H, tedy g-h-g~' € f1(H). O

4.8. Dokaite, e N = {B € GL(2,C)| 3k € Z : det(B) = 10*}.

Pfipomerime, 7Ze determinat tvofi homomorfismus grupy GL(2, C) na multipli-
kativni grupu C \ {0}. Vezmeme-li cyklickou podgrupu (10) komutativni grupy
(C\ {0},-,71,1), ptijde o norméalni podgrupu, jejiz tplny vzor detfl((10>) je podle
4.7 normélni podgrupa grupy (GL(2,C),-,”',E). Protoze A € det *((10)) a N je
nejmensi normalni podgrupu obsahujici A, plati, ze N C det™"((10)).

Nyni si uvédomme, Ze pro libovolné k € Z je det(A*) = 10* a ze A* € N.
Protoze ker(det) C N C det™'((10)) a ker(det) je normélni podgrupa N, vidime,
7e viechny rozkladové tiidy A* ker(det) lezi v N. OvSem podle 1. véty o izomorfismu
det ™ ((10)) = Uj.cpez A* ker(det), a proto det ™" ((10)) = N. a

30.11./8.12.

4.9. Existuje pro kazdou cyklickou grupu jeji vérna reprezentace stupné 17

Nejprve si véimnéme, Ze je grupa (GL(1,7T),-,~!, E) regularnich matic stupné 1
izomorfn{ grupé nenulovych prvki télesa s nasobenim (7'\ {0},-,71,1). Nyni stacf,
abychom pro nekonec¢nou cyklickou grupu Z uvazovali zobrazeni g(k) = c*, kde c
je takové nenulové komplexni éislo, Ze |c| # 1. Potom g je prosty homomorfismus.

Pro konec¢nou cyklickou grupu Z, ozna¢me &, primitivni n-tou odmocninu z
jedné, tj &, = cos(2)+isin(2X) a definujme zobrazeni g, (k) = £¥. Snadno nahléd-
neme, ze i tentokrat se jedna o prosty grupovy homomorfismus. (I

4.10. Najdéte pro kazdou cyklickou grupu jeji vérnou reprezentaci stupné 3 nad
télesem komplexnich ¢isel.

Vyuzijeme-li iivahy predchozi tlohy, sta¢i pro pro nekonecnou cyklickou grupu
k

Z vzit zobrazeni g(k) =

SO0

0
1 0] pro nenulové |¢| # 1. Podobné pro koneénou
01
k k
&n 00 & 00
cyklickou grupu Z,, definujmu zobrazeni g,(k) = [0 1 0] =0 1 0],
0 0 1 0 0 1
kde &, = cos( )+ zsm( 7). Obdobné jako v pfedchozim piikladé uvazime, Ze jde
o prosté homomorﬁsmy7 tedy o vérné reprezentace. 0

4.11. Existuje vérnéa reprezentace cyklické grupy (Zs, +, —, 0) stupné 1 nad télesem
realnych ¢isel?

Protoze (GL(1,R),-,” 1, E) = (R\{0},:,7%, 1) a protoZe je obraz prostého homo-
morfismu podle 1. véty o izomorfismu izomorfni vzoru, mizeme otazku preformu-
lovat a zeptat se, zda existuje v grupé (R \ {0},-,71,1) prvek fadu 3 (tj. generator
cyklické grupy izomorfni (Z3,+, —,0)). Protoze rovnici 23 = 1 fesi nad R pouze
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hodnota 1, jejiz ¥ad je 1, zddny prvek fadu 3 v (R '\ {0},-,7%,1) nelezi, a proto
vérné reprezentace cyklické grupy (Zs, +, —,0) stupné 1 nad R neexistuje. O

4.12. Najdéte néjakou vérnou reprezentaci grupy symetrii ¢tvrece Dg stupné 4 nad
libovolnym télesem.

Predné poznamenejme, Ze nalezeni mnoziny vsSech symetrii ¢tverce je geometricky
velmi nazorné a nevyzaduje dalsi formalni dikaz. Tato mnozina obsahuje identitu,
otocenio 7, T a 37”, osové symetrie podle dvou diagonal a dvé osové symetrie podle
spojnice stfedtt dvou protilehljch stran. Tedy |Dsg| = 8.

ProtoZe jde vlastné o permutaci vrcholi s jistymi dodateénymi podminkami (ne-
smime ,zkroutit” ani ,pfeldmat” strany), miZeme tuto grupu chdpat jako podgrupu
grupy vsech permutaci ¢ty vrcholu, které si naptiklad po sméru hodinovych rucicek
oznacime Cisly 1, 2, 3, 4. Presnéji feceno definujeme takovy prosty homomorfismus
nasi grupy do Sy, ze kazdé symetrii pfitadime pravé tu permutaci, jakou provede
dand symetrie na vrcholech. Grupa Dg je tedy izomorfni napiiklad s podgrupou
{1d, (1234), (13)(24), (1432), (14)(23), (12)(34), (13), (24)} grupy Ss.

Nyni staci vyuzit prostého homomorfismu ¢ : Dg — S4 a poté pobdobné jako pri
konstrukei reguldrni reprezentce (Véta 1.77) vzit prosty homomorfismus v grupy
Sy do grupy permutacnich matic. Hledanou vérnou reprezentaci je potom sloZeni

pe. O

5. OKRUHY

5.1. Necht (A,+,—,0) je komutativni grupa. Definujme End(A) jako mnozinu
vSech homomorfismt komutativni grupy A do sebe, a na ni zavedmé operace + a —
predpisem [f+g](a) = f(a)+g(a), [~ f](a) = — f(a) pro kazdé a € A. Oznacime-li 0
nulovy endomorfismus na (A, +, —,0), dokazte, ze (End(A), 4+, —,0, 0,1d) je okruh.

Zvolime f,g,h € End(A) a a € A a postupujme podle definice. [(f +¢) + h](a) =
[f +9)(@) + h(h) = (£(a) + 9(a)) +h(a) = F(a) + (g(a) +h(a) = [ + (g + D)](a)) a
[f +9gl(a) = f(a)+g(a) = g(a) + f(a) = [g+ f](a) diky asociativité a komutativité
operace + na A. Déle [f + 0](a) = f(a) +0 = f(a) a [-f + f](a) = —f(a) +
f(a) = 0. Tim jsme ovéfili, Ze (End(A),+,—,0) je komutativni grupa. Protoze
je End(A) podmonoidem transformaéniho monoidu (T'(A), o,1d), je (End(A), o, 1d)
opét monoid. Koneéné [(f + g) o h](a) = [f + g](h(a)) = fh(a) + gh(a) = [foh +
gohl(a)) alfolg+h)(a) = flg(a) +h(a)) = fy(a) + fh(a) = [f o g+ f o h](a)),

¢imz jsme dokoncili dikaz. O

5.2. Bud V vektorovy prostor nad télesem T'. Definujme na mnoziné vSech en-
diomorfismt End(A) operace + a — stejné jako v pfedchozi tloze kazdé v € V.
Dokazte, ze (End(V),+, —,0,0,1d) je okruh.

Protoze je (V,+,—,0) komutativni grupa, je okruh (End(V),+,—,0,0,1d) po-
dokruhem okruhu endomorfismtt komutativni grupy (V,+,—,0), tedy jde opét o
okruh. ([
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7.12./10.12.

5.3. Necht je V vektorovy prostor dimenze n nad télesem T. Ové&ite, Ze jsou okruhy
(End(V), 4+, —,0,0,1d) a (M, (T),+,—,0, -, E) izomorfni.

Zvolme n&jakou bazi B = {by,...,b,} prostoru V a definujme zobrazeni ¢ :
End(V) — M, (T) tak, ze ¢(f) = [f]p je matice endomorfismu f vzhledem k bézi
B. Ze zakladnich tvrzeni pro matice homomorfismu z prednasky linearni algebry
plyne, Ze je zobrazeni ¢ bijekce a ze ¢(fog) = [f]s-[g]p pro vSechna f,g € End(V).
Daéle okamzité vidime, ze ¢(Id) = E a snadno spoc¢itame, Ze

o(f +9) =f +9ls = {(F +9)(b1)}E, ... . {(f +9)(bn)}5) =
= ({f(b1) + g(b1)} 5. ... {f(bn) + 9(bn)}55) =
= ({f(b)}5 + {g(01)} B, -, {f(ba)} 5 + {g(bn)}55) =
= [fls + 9l = ¢(f) + ¢(9)-

Tim jsme ovérili, Zze ¢ je hledanym okruhovym izomorfismem. |

5.4. Necht je I podmnozina mnoziny celych ¢&isel. Dokazte, Ze je I idedlem okruhu
(Z,+,-,0,-,1) (respektive (Z,,,+,—,0,-,1)), pravé kdyz je I je podgrupa grupy
(Zv +7 B 0) (respektive (va +, =, 0))

Pfima implikace plyne pfimo z definice idealu. Vezmeme-li I podgrupu grupy
(Z,+,—,0), pak vime, Ze je tvaru I = (n) = nZ pro vhodné n, tedy jde o (hlavni)
ideal. Pro Z,, je argument totozny. [l

5.5. Rozhodnéte, kolik obsahuje okruh (Zsg,+, —,0,+,1) (s poéitdnim modulo 50)
idealt. Jak tyto idealy vypadaji?

V predchozim piikladé jsme si uvédomili, Zze kazdd podgrupa (cyklické) grupy
(Zsp,+,—,0) je idedlem okruhu (Zsg,+,—,0,-,1), proto zbyva spocitat vSechny
podgrupy cyklické grupy fadu 50. Aplikujeme-li pozorovani 3.13, vidime, Ze mame
spocitat prirozené délitele ¢isla 50. Protoze existuje celkem 6 déliteli ¢isla 50, ob-
sahuje okruh (Zsg,+,—,0,-,1) pravé 6 idealu.

Vsechny ideély sefadime podle poétu prvka do seznamu: 0Zsy = {0}, 25Zs0,
10Zs50, 5Zs0, 2250, 1Zs50 = Zso. 0

5.6. Bud n > 1. Rozhodnéte, kolik podokruht obsahuji okruhy (Z,+,—,0,-,1) a
(Zn7 +7 ) 07 y 1)
Protoze podokruh musi obsahovat prvek 1 a zaroven musi byt pogrupou aditivni

grupy okruhu, obsahuje (Z,+,—,0,-,1) a (Z,,+,—,0,,1) pouze jediny podokruh
(tedy celé Z, resp. Z,,). a

5.7. Uvazujme okruh redlnych polynomu (Rlz],+,—,0,:,1) a mnozinu C C R.
Dokazte, Ze je mnozina Ic = {p € R[z]| p(C) = 0} ideél okruhu (R[z],+,—,0,-,1).

Vezméme libovolné f,g € Ic a p € R[z]. Potom pro kazdé ¢ € C' mame (f +
9)(c) = f(c)+g(c) =0, (=f)(c) =0a(f-p)(c) = f(c) p(c) = 0-p(c) = 0. Protoze

ziejmé 0 € I, dokézali jsme, ze je Io idedl. ([l
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5.8. Necht T je komutativni téleso a X néjakd neprazdnd mnozina. Dokazte, Ze
(TX,+,—,0,-,1) je komutativni okruh, jsou-li operace +, — a - definovany po
slozkach a 0(x) = 0 a 1(x) = 1 pro vSechna x € X.

Ovéteni faktu, ze je (TX,+, —,0) komutativni grupa se provadi v linearni al-
gebre, kdyz se mluvi o stejné konstruovaném vektorovém prostoru nad télesem T.
Zbyvé ovétit distributivitu a to, ze (T, -, 1) je monoid. Necht f, g, h € T, pak
diky asociativité ndsobeni v télese mame, ze (f - (¢ h))(z) = f(z) - g(x) - h(z) =
((f-g) - h)(x). Déle (f-1)(z) = f(z) - 1(z) = f(z)-1 = f(x) pro kazdé z € T.
Komutativita - a distributivita, které jsou opét dusledkem komutativity nasobeni
a distributivity v télese, se ovéfi obdobné. O

5.9. Bud C = {c1,...,¢,} C R, kde n = |C] € N. Definujme zobrazeni ¢ : R[z] —
R" predpisem (f) = (f(c1),..., f(cn)). Ovéite, Ze je ¢p homomorfismus okruhu
(R[.T], +, =, 07 E 1) na okruh (Rn7 +, = 07 E 1) Jak Vypadé“ jédI'O keI"(/J?

Ovéreni podminek homomorfismu je zcela pfimocaré, a Zze jde o zobrazeni na
dokazuje interpola¢ni argument. Koneéné okamzité z definice vidime, ze ker je
pravé rovno idealu I¢- z tlohy 5.7. (|

14.12./17.12.

5.10. Necht T je té&leso a n € N. Dokazte, Ze je okruh (M, (T),+, —,0, -, E) jedno-
duchy, tj. Ze obsahuje pouze trivialni idealy.

Necht I je nenulovy ideél, tedy I obsahuje néjakou nenulovou ¢tvercovou matici
A. Ozna¢me D;; ¢tvercovou matici, kterd méa vsude nuly, kromé pozice na i-tém
fadku a j-tém sloupci. Necht m4 matice A v i-tém fadku a j-tém sloupci nenulovou
hodnotu a € T. Potom a™'Dy;-A-Djj, = Dyy, € I, nebot I je oboustranny ideal, tj.
je uzavieny na nasobeni z leva i z prava libovolnym prvkem okruhu. Zaroven i soucet
D1 + Dy + ...+ Dy, = E lezi v I. Tedy I obsahuje jednotkovou matici E, proto
I = EM,(T). Oveétili jsme, ze Maticovy okruh obsahuje pouze dva oboustranné
idealy {0} a M, (T). O

5.11. Najdéte nejmensi idedl a nejmensi pravy idedl okruhu (M3(Q),+, —,0, -, E)

100
obsahujici matici A= {2 0 0
0 0 1

Podle tvrzeni pfedchozi tilohy je nejmensi idedl obsahujici nenulovou matici roven
celému M3(Q).

Nejmensi pravy idedl obsahujici matici A je préavé hlavni pravy idedl AM3(Q),
miizeme ho popsat také jako mnoziny vSech matic M3(Q) jejichz sloupce jsou line-
arni kombinaci sloupcti matice A, tedy

AMS(Q) = {C = (CT7C§7C§) € MS(Q)' C; € <(17270)7(07071)>}'
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5.12. Urcete kolik prvkd obsahuje nejmensi idedl a nejmensi levy idedl okruhu

. . 1 2

(Ms(Z3),+,—,0, -, E) obsahujici matici B = (2 1).

Tak jako v predchozim ptipadé uvazime, Ze nejmensi ideal I obsahujici matici
B je roven celému okruhu Mz(Zs3), snadno tehdy nahlédneme, ze |I| = |M2(Z3)| =
3% = 81.

Podobné uzijeme argument predchozi tlohy, abychm vidéli, ze nejmensi levy ideal
J obsahujici matici B obsahuje praveé matice, jejichz fadky jsou linearni kombinaci
fadkovych vektorit matice B, tedy nésobky vektoru (1,2). To znamen4, Ze

7= Ma(2Z0)5 = (€ = (1) € Ma(2)] s € ((1,2),

Zbyva tedy spocitat, Ze existuje 32 dvojic vektori z podprostoru ((1,2)), proto
7] =32 =09. O

5.13. Necht n je pfirozené &islo, p prvocislo a D matice hodnosti & maticového
okruhu (M, (Z,),+,—,0, -, E). Porovnejte pocet prvki pravého a levého idealu ge-
nerovanych matici D.

Uvaha je stejna jako v predchozich dvou piikladech: levy (pravy) idel je tvoien
pravé maticemi jejichz fadky (sloupce) jsou linedrni kombinaci fadkovych (sloup-
covych) vektortt matice D. Dimenze pfislusnych vektorovych prostorti je ovSem
v obou pfipadech rovna hodnosti matice, tedy k. Vektorovy prostor, z néjz fadky
(sloupce vybirdme) bude mit p* prvki a z n takovych vektorit umime sestavit prave
(p*)™ matic. Zjistili jsme, ze |DM,,(Z,)| = p*" = |M,,(Z,)D|. O

5.14. Bud X mnozina. Oznac¢me P(X) jeji potenéni mnoZinu, tj. mnoZinu vcéech
podmnozin X, a 4 bud symetrickd dieference (t.j. A2B = AU B\ AN B). Ovéite,
ze (P(X),> ,Idp(x),0,N, X) tvoif komutativni okruh.

Okamzité vidime, ze jsou operace & a M komutativni, navic N je asociativni
a pro kazdé Y € P(X) mdme Y20 =Y, Y2Y = 0 a YOX = Y. Zbyva tedy
ovéfit asociativitu operace 2 a distributivitu. Vezméme A, B,C € P(X) Nejprve
uvazme, ze © € A4 (B2(C), pravé kdyz x € A\ (BUC) nebo z € B\ (AUC) nebo
x € C\(BUC) nebo x € AN BNC, coz zjevné nezavisi na uzdvorkovani, proto
A~ (B2C) = (A2 B)~(C). Podobné uvazime, ze x € AN (B2C) , pravé kdyz x € A
a x € BA4C, coz nastava pravé tehdy, kdyz z € (AN B)2(ANC). O

5.15. Uvazujme okruh (P(X),~ ,Idp(x),0,N, X) a I jeho ideal. Dokazte, Ze
(a) I je hlavni, pravé kdyz I = P(A) pro néjaké A C X,
(b) I je uzavieno na kone¢né sjednoceni svych prvkd,
(c) I je hlavni ideél, je-li X konecn4,
(d) je-li X nekoneénd mnozina, existuje idedl, ktery neni hlavni.

(a) Nejprve si uvédomime, ze je P(A) = AP(X) = {ANY]| A C X}, tedy, ze
jde o hlavni idedl. Zvolime-li B € {ANY| A C X}, potom B € P(A) a vezmeme-li
B € P(A), potom B=ANDB € AP(X). Tedy skuteéné AP(X) = P(A) a mame
dokézéno, ze P(A) je hlavni idedl. Je-li naopak ideal I hlavni, existuje mnoZina
A C X, pro kterou I = AP(X)={ANY| AC X}, tudiz I = P(A).
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(b) Diky indukénimu argumentu ndm staéi ovéfit, ze AU B € I pro kazdé
A,Bel. Ovsem AUB = (A2B)~(ANB) € I, protoze A*B,ANB € I.

(c) Je-li X koneéna, pak i mnoziny P(X) a I jsou koneéné, proto A =JI € I
podle (b). Zfejmé pro kazdé B € I je B € P(A) a naopak P(A) C I podle (a), tedy
PA) =1

(d) Vezméme jako J mnozinu vSech koneénych podmnozin X. Snadno nahléd-
neme, ze je J nekoneény ideal, oviem P(F') je pro kazdé F' € J koneény idedl, tedy
diky (a) J neni hlavni. O

5.16. Bud A = {1,2,4,7} a B = {2,3,4,9} dvé podmnoziny mnoziny X =
{1,2,...,9}. Najdéte generator hlavniho idedlu J generovaného mnozinou {A, B}
okruhu (P(X),~ ,Idp(x),0,N, X) a generator priniku hlavnich idedlt generovanych
prvky A a B. Kolik tyto idealy maji prvka?

V dtsledku tvah z pfedchoziho pfikladu je idedl I generovan pravé sjednocenim
AUB = {1,2,3,4,7,9}, tedy I = P({1,2,3,4,7,9}). Kone¢né P(A) N P(B) =
P(ANB) =P({2,4}).

Idedl J m4 ziejmé prave 26 = 64 prvki a prinik idedldt P(A) a P(B), tedy ideél
P({2,4}) mé prave 22 = 4 prvky. O

Dalsi alohy
(1) Popiste nejmensi normalni podgrupu grupy (GL(2,C),-,~!, E) obsahujici
.. 2 3 3 3
matici a) G = (_3 _4), b) G3,¢c) F = (O 2), d) F3,
(2) Popiste nejmensi normalni podgrupu grupy (GL(3,C),-,~!, E) obsahujici

1 1 0 1 1 0 -1 0 0
maticia) |0 1 1),b) |0 1 0),c)-E,d)| 0 -1 0],
0 0 1 0 0 1 0 0 1

(3) Rozhodnéte, zda pro kazdé pfirozené n nad kazdym télesem existuje vérna
reprezentace stupné n symetrické grupy (S,,o,”!,1d).

(4) Rozhodnéte, zda pro kazdé pfirozené n nad kazdym télesem existuje vérna
reprezentace stupné n alternujici grupy (A,,o,!,1d).

(5) Necht existuje vérna reprezentace grupy (G,-,~1, 1) nad télesem T stupné n.
Dokazte pro kazdé m > n, Ze existuje vérna reprezentace grupy (G,-,~1,1)
nad T stupné m.

(6) Existuje vérnd reprezentace cyklické grupy (Zg4,+, —,0) stupné 1, 2, 3, 4 &
5 nad télesem realnych ¢isel?

(7) Necht Coo(R) vSechny hladké redlné fukce na R. Dokazte, Ze je uspofa-
dan4 Sestice (Co(R),+,—,0,-,1) R-algebra. Rozhodnéte, zda je derivace
na C (R) okruhovy homomorfismus.

(8) Rozhodnéte, pro které mnoziny C je idedl z 5.7 nulovy.

(9) Dokazte, Ze jsou vsechny ideéaly okruhu (T%,+,—,0,-,1) z z 5.8 hlavni
pravé tehdy, kdyz je X kone¢na mnozina.



