25.2.

1. DELITELNOST

Pfipomenime, Ze komutativni okruh (R,+, —,0,,1) nazveme oborem integrity,
plati-li pro kazdou dvojici nenulovych prvka a,b € R, Ze a-b # 0. O oboru integrity
hlavnich idedltt mluvime v pfipadé, Ze jsou vSechny jeho idedly hlavni, tj. tvaru
iR = {i-r| r € R}. Dobfe znamymi piiklady obort integrity jsou okruhy celych
¢isel (Z,+,—,0,-,1) ¢ redlnych (resp. raciondlnich) polynomt (R[z],+,—,0,-,1)
(resp. (Q[z],+,—,0,-,1)). O oboru (Z,+,—,0,-,1) vime, Ze jde o oboru integrity
hlavnich idealt a o polynomech nad télesy to bude brzo dokazano.

Bud (R,+,—,0,,1) obor integrity a a,b € R. V souladu s pojmem délitelnosti
na celych ¢islech nebo redlnjch polynomech fekneme, Zze a déli b (piSeme a/b),
existuje-li takové ¢ € R, %e b = a - c. Déle fekneme, Ze je a asociovdno s b (piSeme
allb), jestlize a/b a b/a.

Vsimnéme si, Ze v oboru integrity 0 déli pouze opét 0 (a tedy s 0 je asociovana
jen 0), obvykle ji proto z nasich Gvah budeme vypoustét. V nésledujicivh tivahach
si nejprve uvédomime, jak vyjadrit otazky délitelnosti pomoci idedld.

1.1. Necht (R,+,—,0,-,1) je obor integrity a a,b € R\ {0}.
(1) Dokazte, ze a/b, pravé kdyz bR C aR.
(2) Dokazte, ze a||b, pravé kdyz aR = bR.
(3) Dokazte, Ze al|b, pravé kdyz existuje invertibilni u € R, pro které b = a - u.

(1) (=) Existuje-li ¢ € R, pro které b =a - ¢, pak b € aR, a protoib-s € aR
pro kazdé s € R.

(<) Méame-li bR C aR, potom b =b-1 € bR C aR, tedy existuje takové ¢ € R,
zeb=a-c

(2) Staci dvakrat pouzit (1).

(3) (=) Protoze a/b, existuje u € R, pro néjz b = a-u, a protoze také b/a existuje
takové v € R, ze a = b - v, Dosadime-li do prvni rovnosti, dostaneme

b=a-u=(0b-v)-u=0b-(v-u),

a proto b- (1 —v-u) =0. Z definice oboru integrity je 1l —v-u =0, tedy v-u=1a
u je invertibilni prvek.

(<) Okamzité z predpokladu b = a - v méme a/b. Protoze a = b-u~!, vidime,
Ze b/a. O

1.2. Je-li (R,+,—,0,-,1) okruh a a,b € R, dokazte, ze aR+bR = {ar+bs| r,s € R}
je nejmensi pravy idedl obsahujici hlavni idealy aR a bR.

Nejprve ukazeme, ze mnozina aR+ bR tvori pravy ideal. Pfedné 0 = a-0+0-0 €
aR + bR. Zvolme z; € aR + bR pro ¢ = 1,2 a u € R libovolné. Potom existuje
ri, 8i € R, pro néz x; = ar; +bs;, aproto —x1 = a-(—r1)+b-(—s1) € aR+bR, dile
1423 =a-(r1+r2)+b-(s1+s2) € aR+bRaxi-u=a-(ry-u)+b-(s1-u) € aR+bR.

Protozea-r=a-r+b-0€aR+bRab-r=a-0+b-r € aR+ bR, pro kazdé
r € R. Navic prfimo podle definice pravého idealu musi kazdy pravy ideal obsahujici
aR a bR obsahovat i aR + bR. a

Ze znamych piiklada obord integrity (Z,4+,—,0,-,1) a (R[z],+,—,0,-,1) zo-
becnime pojem nejvétsiho spoleéného délitele. Je-li (R, +,—,0,+,1) obor integrity a
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A C R, fekneme, Ze je ¢ € R nejuétsi spolecny délitel prvkt A (piSeme ¢ je NSD(A)),
jestliZe ¢/a pro vSechna a € A, a pokud pro néjaké d € R plati, Ze d/a pro vSechna
a € A, potom d/c

1.8. Je-li (R,+,—,0,-,1) obor integrity hlavnich idedld a a,b € R\ {0}, dokazte,
7e aR + bR = cR pravé tehdy, kdyz ¢ je NSD(a, b).

(=) Predpokladejme, ze aR + bR = cR. Potom podle 1.2 mame aR,bR C cR, a
proto podle 1.1 je ¢/a a ¢/b. Vezmeme-li d € R, pro néz d/a a d/b, tedy diky 1.1
aR,bR C dR. Z minimality aR + bR = cR, potom dostavame, ze cR = aR + bR C
dR, tedy d/c.

(<) Je-li ¢ je NSD(a,b) a vezmeme-li takové d € R, Ze aR + bR = dR (to musi
existovat, protoZe kazdy ideédl (R, +, —,0,-,1) je hlavni), pak i d je NSD(a, ), proto
jsou podle definice NSD prvky ¢ a d asociovany a 1.1 fik4, Zze aR + bR = dR =
cR. (]

Pfipomenime ve formé, kterd ndm snadno umozni zobecnéni, jakym zpusobem
rr T - n n o
se scitaji a nasobi redlné polynomy p = > . Paz™ ¢ = >, cn, 7" R7] (zdii-
raznéme, Ze jen kone¢né mnoho koeficientl p,, a ¢, je nenulovych):

pra= Y, (ata)z",  p-g= Y (> pi-g)a",

n€Ng neNp i+j=n

Zaménime-li v definici monoid (Ng, 4, 0), pfesnéji Feeno jemu izomorfni momoid
({x%] i € Ny), "), obecnym monoidem (M,-,1) a téleso redlnych &isel obecnym
okruhem, dostavame pravé definici séitani a nasobeni na monoidovém okruhu.

4.3

1.4. Ozna¢me monoid G = (G, -, 1) izomorfni monoidu (Z3,+,0), tj. G = {1, ¢}
ag-g=1-1=1,9g-1=1-9g = g. Je-li Q okruh racionélnich ¢isel, uvazujme
monoidovy okruh 9QG.

(a) Popiste operace okruhu QG = (QG, +,—,0,-,1),

(b) rozhodnéte, zda je QG obor integrity,

(c) popiste nilpotentni prvky okruhu QG (tj. prvky p, pro néz existuje takové

kladné n, ze p™ = 0),
(d) najdéte ideal I okruhu polynomt Q[z], aby Q[z]/I = QG.

(a) Obecny prvek je tvaru ag+b = ag+bl, kde a,b € Q. Pro prvky ag+b, cg+d €
QG popiSme séitani a nasobeni:

(ag+b)+ (cg+d)=(a+c)g+ (b+d)

(ag +b) - (cg + d) = (ad + be)g + (ac + bd)
Pfipomenmé také, ze 0 =09+ 0,1 =09+ 1 a —(ag +b) = (—a)g + (—b). Vsim-
néme se, ze sCitat a nésobit prvky monoidového okruhu Ize zcela ,formalné”, tj. s
vyuzitim u okruhu ocekévané distributivity. Navic pfipomenme, Ze ¢leny s nulovym
koeficientem v zapisu miazeme vynechat, tj. napfiklad piSeme ag misto ag + 0.
(b) Uvédomime-li, ze 1g - 1g = 1, pak vidime, ze (1g +1) - (1g — 1) = 0, tedy
souc¢in dvou nenulovych prvka okruhu je nulovy a okruh QG neni oborem integrity.
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(¢) Nejprve poznamenejme, Ze nula je vzdy nilpotentni prvek, a uvédomme si, Ze
existuje-li v okruhu nenulovy nilpotentni prvek p, potom existuje nenulovy prvek
q, pro ktery ¢> = 0. Abychom to ovéfili, stac¢i vzit nenulovy nilpotentni prvek p
a nejmensi kladné n, pro néjz p® = 0. To znamend, Ze n > 1, ¢ = p" ' # 0 a
q2 — p2n—2 =0.

Zeptéame se tedy nejprve na existenci prvkt ag + b € QG, pro které (ag + b)? =
(2ab)g + (a® + b?) = 0. Vidime, Ze a® + b?> = 0 a 2ab = 0, proto nutné a = b = 0.
Zjsitili jsme, Ze okruh QG obsahuje pouze nulovy nilpotentni prvek.

(d) Z prednésky vime, ze monoidovy homomorfismus Ny — G dany n — ¢(™)
Ize rozsifit na okruhovy homomorfismus ¢ : Q[z] — QG vztahem ¢(3}, a;z’) =
(X, a2it1)g + (X, az;). Protoze ¢(az' + bz®) = ag + b, jde o homomorfismus na
QG, vyuzijeme-li 1. v&tu o izomorfismu pro okruhy, dostaneme Q[z]/Kerp = QG.
Zbyva nam popsat ideal I = Kerp. Z prednasky vime, Ze je ideal I hlavni, navic jeho
generatorem je pravé nenulovy polynom nejmensiho mozného stupné, ktery v I lezi.
Ptimocaie nahlédneme, ze p(2? —1) =0, tedy 22 —1 € I a p(axr +b) =ag+b#0
pro zadny nenulovy polynom ax + b, proto I = (22 — 1)Q|x]. a

mod2

1.5. Dokazte, ze idedl I = xZ[z]+ 2Z[z] (tj. mnozina vSech celo¢iselnych polynom
se sudym absolutnim ¢lenem) okruhu Z[z] neni hlavni.

Predpokladejme, ze ideal I hlavni je, tedy ze existuje jeho generator a, coz zna-
mend, ze I = aZlx]. Protoze 2Z[z] C aZ[z], vidime, Ze a/2, tj. a € {1,-1,2,—2}.
Podobné zZ[x] C aZlz], a proto a/z a a € {1,—1,2,—z}. Tedy a je nutné inver-
tibilni prvek, tudiz I = aZ[x] = Z[z]. Protoze ziejmé 1 ¢ I, dostavame spor, tedy
ideal I nemuze byt hlavni. (|

11.3.

1.6. Najdéte v okruhu (Z[x],+, —,0,-,1) nejvétsi spoleény délitel prvki 2 a x.

V 1.5 jsme zjistili, Ze spole¢ni délitelé prvka 2 a x jsou jen 1 a —1 oba prvky
jsou tedy podle definice nejvétsi spolec¢ni délitelé 2 a x. O

1.7. Je-li p € Z[z] \ {0} a ¢ € Q[x] \ {0}, dokazte, Ze
(a) existuje c € Z a s = Y, s;a" € Z[z], pro kterd 1 je NSD(so, ..., Sdeg(s)) &
p=c-s,
(b) existuje c € Z\ {0} a r € Z[z], pro kterd g =1 - r,
(c) existuje d € Qa s =), sz’ € Z[z], pro kterd 1 je NSD(so, ..., Sdeg(s)) &
q=d-s.
(a) Je-lip=>", pizi,‘staéi z p vytknout NSD(po, . . ., Pdeg(p))-
(b) Je-li ¢ =3, %xl € Qlz], kde a;,b; € Z a b; # 0, stadi, abychom polozili
¢ =NSD(bo, ..., baeg(q)) @ pak r = c- q € Z[x].
(¢) Zkombinujeme (a) a (b). O

1.8. Rozhodnéte, zda jsou v okruhu (Z[z],+, —,0,-,1) hlavni ideély:
(a) fundamentélni ideal {}, p;a* € Z[z]| >, p; = 0},
(b) {p € Z[z]| p(3) = 0},



(c) (2? — 1D)Z[z] + (22 + 3z + 2)Z]x],

(a) Vsimnéme si, ze x — 1 € J, = {>.pix’ € Zz]| >, pi = 0}, tedy mame
inkluzi (z — 1)Z[z] C J,. Zvolime-li p € J,, miZzeme p podle véty z prednasky
vydélit se zbytkem polynomem z — 1, tj. existuji polynomy ¢,z € Z[z], pro které
p=gq-(r—1)+zadeg(z) <deg(xr —1) = 1. Vidime, ze z =p—q- (x — 1) € J,,
protoze z mé nejvyse jeden nenulovy koeficient (u 2°) ten musi byt podle definice
J, nulovy, dostdvame, ze p € (z — 1)Z[z]

(b) Rovnéz tentokrat snadno najdeme polynom nejnizsiho mozného nezaporného
stupné, ktery lez v mnoziné J, = {p € Z[z]| p(3) = 0}, konkrétné 2z — 1 € Jp.
Poznamenejme, ze dikaz faktu, ze je J, idedl je zcela pfimocary. Vidime tedy, ze
(2x — 1)Z[z] C Jp, a ukdzeme obracenou inkluzi. Zvolme proto p € J,. Tentokrat
ovéem nemtizeme vydélit se zbytkem pfimo v okruhu (Z[z],+,—,0,-,1), protoze
vedouci koeficient polynomu 2z — 1 neni v Z invertibilni, ovSem muzZeme vydélit se
zbytkem v okruhu (Q[z], +, —, 0, -, 1). To znamen, Ze existuji polynomy ¢, z € Q|z]
q,z € Z]z], pro které p = ¢ - (2 — 1) + z a deg(z) < deg(z — 1) = 1. Dosadime-li
T = %, vidime, Ze z = 0, a proto p = ¢-(2z—1). Nyn{ uvdzime, ze ¢ = Y, ¢z’ € Z[z],
tj. ze ¢; € Z pro vsechna i. Dokazme to indukci. Nejprve ozna¢me p = >, pizt a
v§imnéme si, Ze g9 = po a pP; = ¢; — 2q;—1 pro kazdé ¢ > 0. To jednak znamena, ze
qo € Z a predpokladame-li, ze q;_1 € Z, pak q; = p; + 2¢;—1 € Z. Tim jsme ovérili,
se Jy = (2¢ — 1)Z[z] je hlavni idedl.

(c) Ptame se, zda existuje polynom p € J. = (2% — 1)Z[z] + (2% + 3z + 2)Z[x],
ktery generuje J., tedy, zda existuji polynomy a,b € Z[z], Ze p = (2% — 1) -a +
(22 + 3z +2) - b a J. = pZ[r]. Predpokladajme, Ze je tato podminka splnéna.
Protoze p = (z + 1)[(x — 1) - a + (z + 2) - b], vidime, ze J. = pZ|x], pravé kdyz
[(z—=1)-a+ (z+2) -b|Z[z] = (x —1)Z[z] + (z + 2)Z[z]. Dale miZeme argumentovat
stejné jako v 1.6: ¢ = (x — 1) -a+ (z +2) - b musi byt spoleénym délitelem polynomt
x—1laxz+2,ala—1 jsoujedinymi spoleénymi délitely. Protoze ovSem ¢(1) = 3-b(1)
je ¢islo délitelné trojkou, Z[x] # (z — 1)Z[z] + (z + 2)Z[z], hledané ¢, a tudiz ani p
neexistuje, proto ideal J. neni hlavni. O

18.3.

1.9. Rozhodnéte, zda v okruhu (Z[z],+, —,0, -, 1) existuji nejvétsi spolecni délitelé
libovolné dvojice nenulovych polynomii.

Nejprve definujeme zobrazeni ¢ : Z[z] \ {0} — N podminkou ¢}, p;z’) je
rovnou kladnému NSD(po, . . . , Pdeg(p))- DokadZeme, Ze je ¢ homomorfismus monoidi
(Z[x],,1) a (N, -, 1). Zvolme libovolné p,q € Z[z]\ {0}. Zicjmé é(p) - 6(q)/3(p - ),
%, % € Z[z] a Qﬁ(%) = qﬁ(%) = 1, proto stac¢i dokazat, ze qﬁ(ﬁ . %) =1.
Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokliddat, ze ¢(p) = ¢(q) = 1. Dokazujme
sporem. Mé&jme p = >, pixt a g = > ¢z’ a predpokladejme, Ze o je provodislo,
které déli ¢(p - ¢). Oznacme n a m nejmensi hodnoty, pro néz « nedéli p, a gn,.
Nyni spoéitdme koeficient monomu "™, ktery o musi délit

n—1 m—1
i=0 1=0

Protoze a nedéli p,, - ¢, ackoli ostatni sc¢itance diky minimalité volby n a m déli,
dostavame spor.
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Vezmeéme nyni libovolné polynomy p,q € Z[x] \ {0} a najdéme jejich nejvétsi
spolecny délitel u v okruhu Q[z]. Muzeme pfitom diky 1.7 predpokladat, ze u €
Z[z] \ {0} a ¢(u) je NSD(¢(p), ¢(q)). To znamend, ze existuji nesoudélnd celd ¢isla

a, 3 a polynom a € Z[z], pro néz ¢(a) =1 ap = Fra-utedy f-p=a-a-u.
Pouzijeme-li funkci ¢, dostaneme

B-¢(p) = o(B-p) = pla-a-u) = d(a) - d(a) - p(u) = a- ¢(u).

Protoze ¢(u)/d(p), dostavame, ze B/, a protoze « a (3 jsou nesoudélnd, musi byt
f = 1. Stejnym argumentem zjistime, ze 4 € Z[z], tedy u je spolecny délitel p a
q. Vezmeme-li spole¢ny délitel w polynomii p a ¢ v Z[z], pak vime, Ze w/u v Q[z],
proto opét existuji takova nesoudélnd celd ¢éisla a, 8 a polynom ¢(b) =1 a b € Z[z],

7e fru=a-b-w, proto f-¢(u) = a- d(w). Protoze ¢p(w)/p(p) a ¢p(w)/d(q), tak
¢(w)/¢(u), a proto ze stejného divodu jako vyse je =1, a tudiz w/u v Z[z]. O

25.8.

1.10. Uvazujme komutativni okruh (R, +, —,0,-,1) a ozna¢me F(R) mnozinu vSech
zobrazeni R do R. Na F(R) definujme operace +, —, - pfedpisem [f + g¢](r) =
F(r)+9(r), [11(r) = —f(r) a [f -g)(r) = f(r)-g(r), konstatnty v F(R) omatujeme
prislusnymi prvky R. Poznamenejme, ze F(R) = (F(R),+, —,0, -, 1) je komutativni
okruh.

(a) Je-li A C Z, ozna¢me x4 € F(Z) charakteristickou funkci mnoZiny A, tj.
xa(z) =1, jestlize z € A, xa(z) =0 pro z € A. Dokazte, Ze xaZ + xpZ =
XAauBZ pro kazdé A, B C Z.

Ukazte pro R = Z, ze okruh F(Z) neni noetherovsky.

Najdéte pro okruh R = Z celych ¢isel idedl F(Z), ktery neni hlavni.

Dokazte, ze zobrazeni v : R — F(R) dané v(r) = r je prosty okruhovy

homomorfismus.

(e) Dokazte, ze zobrazeni p : R[z] — F(R) dané p(}"; a;z’) = >, a;x, kde
x' chapeme jako zobrazeni a — a na okruhu R pro a € R, je okruhovy
homomorfismus.

) Je-li R =R, ovéite, Ze je zobrazeni p prosté.

) Je-li R koneény okruh, dokazte, Ze zobrazeni p neni prosté.

) Je-li R téleso Z7, najdéte nenulovy polynom p € Z7[x], ktery lezi v jadru
Kerp.

(i) Je-li R = R téleso redlnych cisel, dokazte, Ze spojité funkce na R tvofi

podokruh F(R).

T~
(oP¥e)
Na NN

(a) Nejprve si uvédomme, %e XAuB - XA = XA & XAUB ° XB = XB, & proto
XAZ + xBZ C xaupZ. Naopak xaup = XA + XB — X4 * XB, ¢imZ jsme oveérili i
druhou inkluzi xauBZ C xaZ + xBZ.

(b) Ozna¢me supp(f) = {n € Z| f(n) # 0} a A, = {z € Z| |2] < n}. V
casti (a) jsme dokézali, ze x4,Z C Xxa,,,%, navic xa,,, & xa,%Z, ¢imz jsme nasli
nekonecnou ostfe rostouci posloupnost idealt xa4,Z C xa,Z--- C xXa,Z C ... Vv
okruhu F(Z), ¢imz jsme podle definice ovérili, Zze F(Z) neni noetherovsky okruh.

(¢) Vezmeme-li mnozinu I = {f € F(Z)| |supp(f)| < w}, snadno ovéiime, ze
I = U,en X4, Z. Argument ditkazu tvrzeni, které fikd, Ze okruh neni noethe-
rovksy, pravé kdyz obsahuje nekonecné generovany idedl, ukazuje, ze I je ideal,



ktery nemutze byt konecné generovany. Zopakujme tento argument v nasi konkrétni
situaci. Vezmeme-li libovolnou konecénou podmnozinu F' C I, pak existuje n, pro
néz F' C xa,Z, a proto ZfeF fZ C xa,Z # I. Tedy F negeneruje I. Proze ideal
I neni koneéné generovany, neni ani hlavni (tj. jednogenerovany).

(d) Okamzité vidime, ze v(a + b) = v(a) + v(b), v(a-b) = v(a) - v(b) a v(1) =1,
coz stacilo ovérit, navic v je zjevné prosté zobrazeni.

(e) Opét potfebujme dokdzat rovnosti u(p+q) = pu(p)+u(q), u(p-q) = p(p)-p(q)
pro kazdy poynom p,q € R[z] a u(1) = 1. Posledni rovnost je trividlni, polozme
tedy p = ano ppx™ aq= ano ¢nx". Potom

pp+q) =D (pnt+¢)2" =Y pua™ + Y guz” = p(p) + n(q),

n>0 n>0 n>0
n
wp-a) =D (D pi-gp)a” =D (O pi-gu-i)a" = pp) - nlg).
n>0 i+j=n n>0 i=0

(f) Staci ovérit, ze Kerp = {0}. Vezméme proto polynom p € Kerp, tj. u(p) = 0.
Kdyby byl degp > 0, pak by existoval polynom ¢ € R[z], pro ktery p =¢q -z - (x —
1) (z — degp), proto ¢ = 0 a tedy i p = 0, coZ je spor.

(g) Protoze je R[x] nekoneéné, zatimco mnozina F(R) je kone¢nd, nemize zadné
prosté zobrazeni R[z] do F(R) existovat.

(h) Uvézime-li, ze (Z7 \ {0},-,71,1) je grupa fadu 6, pak pro kazdé a € Z; \ {0}
je a® =1, a proto a” = a pro kazdé a € Zz, vidime, ze u(z” — ) = 0.

(i) Staci si uvédomit, Ze konstanty jsou spojité a soudet, rozdil i souc¢in spojitych
funkci na R je spojita funkce. O

1.4.

1.11. Necht R = {}", piz* € Q[z]| po € Z} C Qlz].

) Dokazte, ze je R podkruh okruhu (Q[z],+,—,0,-,1),
) ovéfte, ze je R obor integrity,

) rozhodnéte, zda R splituje podminku (K),

)

)

Q0o T o

rozhodnéte, zda je R noetherovsky,
rozhodnéte, zda R spliiuje podminku (E).

e

(a) ProtoZe soucet, rozdil i souéin polynomu s celo¢iselnym absolutnim élenem
ma tutéz vlastnost a 0,1 € R, je R podkruh okruhu (Q[z],+, —,0,-,1).

(b) Plyne okamzité z faktu, ze Q|z] je obor integrity a R jeho podkruh.

(c) Uvédomme si, ze 2 "z € R, 2~ "zR C 2~ ("tUzR, protoze 27"z = 2 -
2-(tDg g 27"z R # 2-("tUzR, protoze 2"tz ¢ 27"zR, &m7 jsme nagli
nekone¢nou posloupnost vlastnich déliteltt z/2= /... /27 "z/2- "tz tedy R
nesplituje podminku (K).

(d) V (c) jsme nasli rostouci posloupnost idealti, tedy R neni noetherovsky.
Vsimnéme si navic, ze idedl I = J,,c 27" 2R neni konecné generovany.

(e) Kdyby existoval ireducibilni rozklad = py - - - - - p,,, pak by pravé jeden z
polynomt p; = %x a soudin ostatnich by byl roven ¢, kde ¢ € Z. OvSem polynom
L umime napsat jako soudin %z =2- 2%:17, kde 2, 2%9: € R nejsou invertibilni, tedy

c
12 nenf inreducibilni a podminka (E) splnéna neni. O
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1.12. Uvazujme eukleidovsky okruh (Z[i], +, —,0,-,1), kde Z[i] = {a+bi € C| a,b €
Z} je podokruh télesa komplexnich &isel a oznacme v(a + bi) = a® + b? jeho euklei-
dovskou normu.

(a) Najdéte vSechny invertibilni prvky okruhu Z[i],

) spoéitejte v Z[i] ireducibilni rozklad prvka 2, 3, 13,

(¢) spocitejte v Z[i] ireducibilni rozklad prvka 2 — 2i, 3 — 4, 17 — 64,

) najdéte nejvétsi spoleény délitel dvojic prvkia 3 —i a 17—6i, 6 —7i a 741,

11— 2i a5+ 105,

(e) najdéte o, 3,7, € Z[i], aby «- (6 — 7i) + 8 - (7 + 1) byl nejvétsi spoleény
deélitel dvojice 6 —Ti a 7+i a 3- (11— 2i) +- (5+10¢) byl nejvétsi spolecny
délitel dvojice, 11 — 2¢ a 5 + 104,

(f) rozhodnéte, zda jsou prvky 2, 3, 2 — 3i, 1 — 3i prvocinitelé,

(g) rozhodnéte, které dvojice prvkil mnoziny {2¢ + 36| €¢,0 € {£1,+i}} jsou
asociovany,

Nejprve pfipometime |c; - ca| = |e1] - |ez|, pro kazdou dvojici komplexnich ¢&isel ¢q
a ¢z, proto v(a - B) = |a- f)? = |a)? - |8)? = v(a) - v(B) pro vSechna «, 3 € Zi].

(a) Protoze prvek a € Z[i] je invertibilni existuje-li 8 € Z[i], pro nkteré a- 5 = 1,
proto v(a - B) = 1, tedy v(a) = 1. Vidime, ze o € {1, 1,4, —i}.

(b) Protoze v(2) = 4 musi mit netrividlni a neinvertibilni délitel prvku 2 normu
rovnou 2, snadno pfitom nahlédneme, ze 2 = (1+14)(1—1i). Protoze v(1+14) = v(1—
i) = 2 je prvoéislo, oba tyto prvky uz jsou nutné ireducibilni, tedy 2 = (1+4)(1—1)
uz je ireducibilni rozklad.

Stejnym argumentem pro v(3) = 9 jako pfi hledani rozkladu prvku 2 dostavame,
ze pripadny netrividlni a neinvertibilni délitel prvku 3 by musel mit normu rovnou
3. Projdeme-li vSechny takové kandidaty, tj. Gaussova celé ¢isla velikostei(nejvyse)
rovné v/ 3, zadny takovy prvek nenajdeme, proto je 3 ireducibilni.

Koneéné, protoze 13 = 22 + 32, spocitame 13 = (2 + 3i)(2 — 3i), kde ze stejného
dtavodu jako vyse jsou prvky 2 + 3i a 2 — 3i v Z[i] ireducibilni. (Lze dokazat, ze
prvoéislo p je tvaru p = a? + b? pro pfirozend a, b, tedy p = (a + bi)(a — bi), prave
kdyz (p)mod4 = 1.)

8.4.

(c) Vidime, ze 2 —2i =2 (1 —i) = (1 +4)- (1 —d) - (1 —i) = —i- (1 —4)3, kde
v(1 — i) =2, tedy prvky 1 — ¢ jsou ireducibilni.

Spocitdme nejprve v(3 — i) = 10, proto jako prvky ireducibilniho rozkladu pfi-
padaji v tvahu nutné pravé prvky s eukleidovskou normou 2 a 5. Vydélime proto
v komplexnim oboru ?—;Z = % =1-2i tedy 3—¢ = (1+44)(1— 2i), kde
oba ¢leny rozkaldu uz maji prvociselnou eukleidovskou normu, proto musi jit o
ireducibilni prvky.

Opét spocitame v(17 — 6i) = 289 + 36 = 325 = 13 - 52. Jako ireducibilni &initelé
tedy pripadaji v aivahu prvku s normou, ktera déli ¢islo 325. Uvazime nejprve prvky
s normou 5, tj. 2 + 4, 2 — 7. Obéma prvky zkusime vydélit v C:

17-6i _ (17— 6i)(2—i) _ 28— 29i 2 7.

2+ 5 5
17— 6i (17 —6i)(2+4) _ 40+ 5

5 = E = =8+1i € Z[i].
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Pokracujeme stejnou tivahou dal pro prvek 8+i, kdy v(8+14) = 13-5, je uz zbytecné
(84+i)(2+i) _
5

w = 3+42i € Zli]. Protoze eukleidovska norma prvk 2—i a 3+2i je prvociselnd,
dostavame ireducibilni rozklad 17 — 6i = (2 — i)%(3 + 2i).

(d) Pro prvky 3 —i a 17 — 6¢ vyuZijeme znalost rozkladii na ireducibilni prvky
spolu s podminkou (J), kterd v nasem oboru plati, abychom zjistili, Ze jsou prvky
nesoudélné, protoze prvek 1 — 2¢ neni asociovan s prvkem 2 — 1.

Pro dvojici ag = 6 — 7t a a3 = 7 + ¢ pouzijem Eukleidiv algoritmus. Nejprve

iy 6=7i _ (6=79)(7T=7) _ 35 _ 55,
spocitame —= = I — 50— s0b tedy

délit prvkem 2 + 4, pokusime se tedy vydélit prvkem 2 — 4: % =

G1=1—iaa=a—q -a=6-7—1—-9)(7T+1i)=-2—1.

V dal$im kroku poditdme j;fl = ((,7;35(:2;2) = —1?)5 + %2 = —3+41i € Z]i], tedy
vidime, Ze g = —3+1i a Ze az/ay. Zjistili jsme, ze —2 — i je nejvétsi spoleény délitel

prvki 6 — 7i a 7+ . Nakonec si v§imnéme, Ze v(6 — 7i) = 85 a v(7 4 i) = 50, tedy
jiné spolecné délitele nez ty s normou 1 a 5 nepfipadaly v tvahu.
I pro prvky ag = 11 — 2i a a3 = 5 + 10¢ pouzijeme Eukleidiv algoritmus.

e ¥ N N so 11-2i _ 11-2i  5-10i _
Poznamenejme, ze v/(11 — 2i) = v(5 + 10i) = 125. Protoze 5757 = 55707 * 5-10; =
35 120,

155 — 195! poloZime

qlzfi a a2:a07qla1:1172l+2(5+102):1+3l

(1 54100 _ 5+10i  1-3i _ 35 _ 5
Dale 35537 = 5557 - 1951 = 10 — 10

i, a proto
g2=3 a az=azs—qz2-a; =5+10i — 3(1 4+ 3i) =2 +.

Nyni uz snadno ovéfime, ze 2+i/14 3i, tedy 2+ je nejvétsi spolecny délitel prvki
11 —2¢ a 5+ 10:.
(e) Pfimo z 1. kroku Eukleidova algoritmu dostavame vyjadieni

—2—i=(6—"Ti) 4 (=1 +4)(7T+1),

tedy a=1,0=—-1+1.
V (d) jsme zjistili, ze 2+i = 5+10i—3(1+3i) = 2+i a 14+3i = 11—2i+4(5+104),
proto dosazenim spocitame, ze

2+i = 5+10i—3(143i) = 54+10i—3(11—2i+i(5+10i)) = —3(11—2i)+(1—34)(5+10i),

tedy y=-3,0 =1-—3i.

(f) V eukleidovském oboru jsou ireducibilni prvky prvocinitelé, proto zjistime
stejné jako v (b) a (c), zda jde ireducibilni prvky. Prvek 2 tedy neni prvocinitelem
a 3 a 2 — 3i jsou prvocinitelé, koneéné 1 — 3i = (2 — ¢)(1 — i) neni ireducibilni, tedy
ani prvocinitel.

(g) Protoze dva prvky jsou asociované, pravé kdyz se li§i o nésobek invertibilnim
prvkem, jsou vSechny prvky 3+2i, —3—2i, - (3+2i) = —2+3ia —i-(3+2i) = 2—3i
vzajemné asociované, stejné jako jsou asociované vSechny dvojice prvki ze souboru
3—2i, —3+4+2i,i-(3—2i)=2+3ia—i-(3—2i) =—2— 3i. Naopak prvky 3 + 2i
a 3 — 2¢ asociovany nejsou. Kdyby 3 + 2¢ délilo 3 — 2¢, pak by prvek 3 + 2¢ délil i
3+ 2i — (3 —2i) = 44, coz neni mozné, protoze v(3+2i) = 13 nedéli v(4:) = 16. O



15.4.

1.13. Uvazujme okruh (Z[v2],+,—,0,-,1), kde Z[v2] = {a +bv2 € R| a,b € Z}
je podokruh télesa redlnych &isel a oznaéme p(a + byv/2) = |a? — 2b%.

(a) Dokazte, ze je p eukleidovskd norma,

(b) ukazte, ze okruh Z[v/2] obsahuje nekoneéné invertibilnich prvki,

(c) rozhodnéte, zda jsou prvky 11 4 8v/2 a 3 — v/2 asociovény,
(d) spocitejte ireducibilni rozklad prvkii 2, 3 ++v/2 a —2 + 5v/2.

(a) Postupujeme podobné jako u okruhu Gaussovych celych éisel Z[i]. Nejprve
oznaéme Q[v2] = {a +bv2 € R| a,b € Q} q viimnéme si, Ze rozsiiime-li funkci
p na Q[v2] — Q stejnym piedpisem, tedy p(a + bv/2) = |a? — 2b%| pro kazdé

a,b € Q, pak plati, ze pu(a- () = p(a) - u(3). Oznacime-li a + bv/2 = a — by/2, staci
si v8imnout, ze a- 8 =& - 8 a Ze u(a) = |a - al, tedy

pwlo-B)=la-B-a fl=la-g-a-Bl=la-af|3-8]= pa) up).
Odtud pfimo dostavame, ze p(a) < p(B), jakmile a/3 a 5 # 0.
Zvolme nyni a, 3 € Z[v/2], kde 3 # 0. Pak existuji e, f € Q, pro kterd e+ f/2 =
. Vezméme nyni ¢, f' € Z, aby |e —¢/| < % alf—f1< %, polozme v = ¢’ + f'\/2
0 = a— . Zbyva nadm ovétit, ze pu(d) < wu(B), coz je ekvivalentni tomu, ze

(§) = 48 < 1. Pritom

1) «

WG =G =) =nle—¢' +(F = FIVD == P ~2f = FP < 5 <1

Tim jsme ovéfili i druhy axiom eukleidovské normy, proto (Z[v/2],+,—,0,-,1) je
eukleidovsky obor.

(b) Vsimneme si, Ze invertibilni je pravé prvek a 4+ bv/2 € Z[V2], pro ktery
p(a+byv/2) = 1. Jakmile a? — 2b> = —1, potom (a+bv/2) - (—a+bv/2) = 2b> —a? =
1, a v ptipadé, kdy a? — 2% = 1, pak (a + bv2) - (a — bv/2) = a® — 20® = 1.
Protoze u(1 + v2) = 1, je i u((1 ++v2)") = 1" = 1 pro kazdé n, tedy prvky
(1 4+ /2)" jsou invertibilni. P¥itm 14 v/2 > 1, proto (1 +v/2)" < (1 + v/2)"*+1,
tedy jsme nasli nekone¢nou mnozinu {(1++/2)"| n € N} invertibilnich prvkii oboru
(Z[vV2],+,-,0,-,1).

(c) Staci abychom v R spoéitali podily
11 2 (11 2 2) 4 2
+8v2  (11+48v2)3+v2) 9+35f:7+5¢§7
32 7 7
3-v2  (3-V2)(11-8v2)  49-35V2

a
B
a

=

11+ 8v2 -7 7
tedy prvky se vzéjemné déli, tedy jsou asociované. Dodejme, Ze stacilo urcit jen
naptiklad prvni podil a u néj ovéfit, ze (7 + 5v/2) = 1.

(d) Uvazujeme podobné jako v 1.12(b), (c). Nejprve spoéitdme normy u(2) = 4,
w3 +V2) = 7, p(—2 + 5v/2) = 46. Vidime, Ze 3 + /2 uz je nutné ireducibilni,
protoze norma p je kompatabilni s ndsobenim a 7 je prvocislo. Jsou-li zbylé hodnoty
2, —2+5v/2 rozlozitelné, musi je obé délit prvek s normou 2. P¥imocafe spo¢itame,
7e takovym prvkem je v/2 a 7Ze skute¢né oba orvky déli, konkrétné 2 = /2 - /2,
—2+45v2 = V2 (5 —1/2), protoze jsou hodnoty p(v/2) a (5 — 1v/2) prvociselns,
nasli jsme opravdu ireducibilni rozklady. ([

= —T+5V2,
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2. SYMETRICKE POLYNOMY

2.1. Uvazujme polynomy p,q,7 € Q[r1, 72, 73], kde p = 3r120w3 — 2123 — 2123 —
Tox3 — Toxh — 1373 — w373 + 2m12323 + 2x02323 + 2232323, ¢ = 212323 ar =
5(3;‘1 + 2 + .%‘3) + 3.

(a) Rozhodnéte, které z polynomti p, g, 7, p + ¢, p - r jsou symetrické,

(b) spocitejte stupeni polynomu p, ¢, r, p- 7,

(¢) urcete vysku a vedouci koeficient polynomt p, ¢, r, p - 7.

(a) Postupujeme nejprve podle definice. P¥imocare zjistime, ze w(p) = paw(r) =
r pro vSechny permutace proménnych 7, zatimco m(q) = xazix3 # ¢ napiiklad
pro permutaci 7 = (12). ProtoZe mnozina vSech synmetrickych polynomi tvofi
podokruh okruhu Q[z1, 2, 3], musi byt p-r symetricky a p+ ¢ naopak symetricky
byt nemuze.

(b) Opét pocitdme podle definice, tedy zjistujeme nejvyssi soucet mocnin v jed-
notlivych monoclenech, tedy deg(p) = 5, deg(q) = 6, deg(r) =1 a deg(p - r) = 6.

(c) Tentokrat podle definice hleddme v lexikografickém usporddani nejvétsi trojici
(K1, ka2, k3), pro kterou je koeficient u monoélenu x]flxgz x’?fa nenulovy, a dale hledame
hodnotu pfislusného koeficientu. Tedy ht(p) = (3,1,0) alc(p) = —1, ht(q) = (3,2,1)
ale(q) =1, ht(r) = (1,0,0) ale(r) =5, ht(p-r) = (4,1,0) ale(p-r) = —5. O

Pripomenme, Ze 013 = x1 + x5 + T3, do3 = T1X2 + T1XT3 + Tox3 & 033 = T1ToT3.

2.2. Najdéte pro symetricky polynom p € Sq[z1, z2, 3] polynom f € Q[z1,z2, x3],
aby p = f(013, 023, d33), jestlize
(a) p = 23x923 + T1T373 + T 72T,
(b) p=3aiadad + 2eadad + aizfas,

c) p=2x3 + 23 + 223 — 1.
1 2 3

(a) Vyuzijme dikazu Véty o symetrickych polynomech. Polozime py = p a bu-
deme postupné indukénim krokem snizovat vysSku polynomu p;.

ProtoZe ht(pg) = (3,1,1) = (k1, ko, k3) a lc(po) = 1, definujeme polynom fy =
le(po) - x’fl_kz:zrgZ_k3x§3 = z2x3. Potom mé polynom p; = po — fo(d13, 023, 033) =
T3T9m3 + 212573 + 217975 — (21 + o + 13) 712003 = —2(7170 + 7173 + T273) NiZS
vysku nez symetricky polynom pg. Konkrétné ht(p;) = (1,1,0) a lc(p1) = —2, tedy
J1=—2 x5 ap1 — fi(d13,023,033) = 0.

Zjistili jsme, Ze hledanym polynomem f je polynom f = fo + f1 = 2323 — 222.

(b) Vsimneme-li si, Ze

p = 3x120x3 - (¥3w2w3 + 212525 + 117203) = 3033 - g(613, 023, 033),

kde g = x223 — 275 jsme spocitali v bodu (a), pak f = 3x3 - g = 32323 — 62273.

(c¢) Postupujeme stejné jako v bodu (a). Nejprve poloZime pg = p, spocitdme
ht(po) = (3,0,0) a lc(pg) = 2 a definujeme polynom fy = 2x3.

V dalsim kroku spoéitdme symetricky polynom p; = pg — fo(d13,023,033) =
po —2(w1 + 12 +23)% = —6(2123 + 2123 + 2207 + 1923 + 2377 + 1373 + 117073) — 1.
Opét uréime ht(p;) = (2,1,0) a le(pr) = —6, tedy f1 = —6z122.

Nyni dostavame po = p1 — f1(013, 23, 033) = p1 +6(21 + 22 + x3) (122 + T123 +
x2x3) = 18(x12223) — 1, proto ht(p2) = (1,1,1), le(p2) = 18 a fo = 18zs.
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Konecné P3 = P2 — f1(513,523,533) = P2 — 18($11‘2$3) = —1, tudiz ht(p;»,) =
(07030)7 IC(pg) =-1la f3 =-1
Zjistili jsme, ze f =Y, fi = 223 — 62122 + 1823 — 1. O

22.4.

3. KORENY POLYNOMU

3.1. Uvazujme polynom p = 2° + 2% + 2® + 2 + 2 € Z5[z].
(a) Najdéte nad télesem Zs vSechny kofeny polynomu p,
(b) urcete nasobnost vSech kofent polynomu p nad Zs,
(c) spocitejte ireducibilni rozklad p v Zs[x].
a

(a) V souladu s definici ndm sta¢i postupné dosazovat do p jednotlivé prvky Zs:

ido(p) =2#0, idi(p)=1"4+1*+134+1+2=1#0,

ide(p) =2°+24 +28+24+2=2+14+3+2+2=0,

ids(p) =3°+3*+33+3+2=3+14+2+3+2=1#0,

idy(p) =45+ 41+ 43 +4+2=4+1+4+4+2=0,

Zjistili jsme, Ze kofeny jsou praveé Cisla 2 a 4.

(b) Protoze je charakteristika télesa rovna stupni polynomu, nemizeme pifimo-
Care pouzit vétu, kterd uréi nasobnost kofenu pomoci derivace. Proto nejprve vy-
délime se zbytkem polynom p kofenovym cinitelem x — 4 = x + 1:

wrrt+ad+r+2 0 z+1 = 2t+2?+404+2
—(a® +a%)
=23 +x+2
—(@® +2?)
=422+ +2
— (422 + 4x)
=2x+2
—(2x +2)
=0
Spocitali jsme, ze p = (z + 1)(z* + 22 + 42 + 2). Oznaéme si ¢ = x* + 22 + 4z + 2
a poznamenejme, ze ¢ mé kofen 2 stejné nasobnosti jako je nasobnost kofenu 2 v
p, a je-li k nasobnost kofenu 4 v p, pak bude 4 kofen nasobnosti k — 1 v ¢. Zadné
jiné koreny pfitom ¢ mit v Zs nemize.

Nejprve zjistime, ze id4(¢) = 1+ 141420, tedy 4 je kofenem ¢. Nyni spocitame
formélni derivaci g, tedy D(q) = 42 + 2z +4. Protoze id4(D(q)) = 3 # 0, m4 kofen
4 v g ndsobnost 1 a v p ndsobnost 2. Déle idy(D(q)) = 2 + 4 4+ 4 = 0. Spoc¢itame-li
druhou derivaci D?(q) = 222 + 2, vidime, Ze id2(D?(q)) = 3 + 2 = 0 a protoze
D3(q) = 4, je ida(D3(q)) = 3 # 0, ukazali jsme, Ze kofen 2 ma v ¢ i p ndsobnost
3.

(c) Protoze jsme zjistili, ze (x — 4)2/p a (z — 2)3/p, dostavame dokonce rozklad
na kofenové ¢initele p = lc(p)(x — 4)(x — 2) = (z + 1)%(z + 3)3. O

3.2. Méjme dvacetipétiprvkové nadtéleso U télesa Z5 a uvazujme polynom p =
®+at+ 23 +2+2€ Ul
(a) Najdéte nad télesem U vSechny kofeny polynomu p,
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(b) urcete nad U nédsobnost vSech kofentt polynomu p,
(c) spocitejte ireducibilni rozklad p v Ulz].

Protoze jsme v 3.1 zjistili, Ze se polynom p rozklada na kofenové ¢initele uz nad
télesem Zs, mame i nad vétsim télesem rozklad p = (x — 4)?(x — 2)3. Piitom jsou
korenové Cinitele, tedy polynomy stupné 1, ireducibilni nad jakymkoli télesem, tedy
p = (z — 4)*(z — 2)3 je ireducibiln{ rozklad i v oboru Ulz].

Odtud okamzité vidime, ze p ma v U praveé kofeny 2,4 € Zs C U, prvni nasob-
nosti 3 a druhy 2. O

3.3. Bud U téleso, T' jeho podtéleso a p,q € T[x], p # 0. Pfedpoklddejme, ze
existuje r € Ulx], pro které p = ¢ - r (tedy ¢q/p v oboru Ul[z]). Dokazte, ze r € T[x]
(tedy ¢/p v oboru T[z]).

Staci vydélit se zbytkem polynom p polynomem ¢ v oboru T'[z]. Potom existuji
a,b € T[x], pro kterd p = ag+b a deg(b) < deg(q). Uvédomime-li si, Ze hodnoty pro
déleni se zbytkem musi byt stejné i pfi déleni v oboru Ul[z] a Ze jsou jednoznaéné
uréeny, dostdvame a = r a b =0, proto r € T[x]. O

3.4. Dokazte, Ze polynom 2?2 + 2 d&li polynom z° + 22 — 4z + 2 v oboru Q[z].

Vyuzijeme-li pozorovani 3.3 a zjistime-li, Ze kofeny x2 4 2 nad télesem C jsou
+4/2i, staéi ovéfit, ze +1/2i jsou kofeny polynomu z°+z2 —4z+2, tedy, ze z2+2 déli
polynom z° 422 —42+2 v oboru C[z]. Tedy poéitame: (v/2i)°+(1/2i)? —4(1/2i)+2 =
4y/2i—2—4y/2i4+2 = 0 a (—v/20)° +(—v/20)% —4(—/20)+2 = —4V/2i —2+4/2i+2 =
0. O

29.4.

3.5. Uvazujme télesa realnych cisel R a jeho podtéleso racionélnich ¢isel Q.
a) Dokaite , ze je prvek /3 algebraicky nad Q,
) spocitejte stupeti rozsifeni [Q(v/3) : Q],
(c) najdéte nad Q minimélni polynom prvku /3,
) ovéite, Ze je prvek 2 + 5v/3 algebraicky nad Q a najdéte jeho minimalni
polynom nad Q,

(e) ovéite, Ze g;g je algebraicky prvek nad Q a najdéte jeho minimalni po-

lynom nad Q,
(f) dokazte , e je prvek /2 algebraicky nad Q,
(¢) najdéte nad Q minimalni polynom prvku {/2 a spocitejte stupeti rozsifeni
[Q(V2): Q]
(h) ovéite, ze [Q(V/2, v/5) : Q] < 15,
(i) najdéte né&jakou generujici mnozinu vektorového prostoru Q(+/2, v/5) nad
télesem Q.
(a) Prvek « je podle definice algebraicky nad Q, pravé kdyz existuje polynom
p € QJz], jehoz je a kofenem. V naSem piipadé okamzité vidime, Ze \/§2 =3, a
proto je v/3 kofenem polynom 22 — 3 € Q[z].
(b) Nahlédneme, Ze je téleso Q(v/3), tedy nejmensi podtéleso télesa R obsahujici
mnozinu Q U {a}, rovno mnoziné A = {a + bv/3 € R| a,b € Q}. Protoze pro
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kazdé a,b € Q, mame z uzavienosti na operace a,b,bv/3,a + bv/3 € ,Q(V/3), proto
A C Q(V/3). Pfitom je A zjevné mnozina uzaviena na séiténi, odéitani a nasobeni a
0,1 € A, tedy je A podokruh okruhu R. Vezmeme-li nenulové a + by/3 € A, potom
(a+bV3)™! = GH)(\'};)(\[)Z)[) e — a2f3b2\/§ € A, protoze 5> € Q a
—ﬁ € Q. To znamena, 7e je A podtéleso télesa Q(v/3) obsahujici Q U {a},
proto A = Q(+/3).

Tim jsme ukézali, Ze Q(\/g) je jako racionalna vektorovy prostor generovano
prvky 1 a /3. Ovéfime, Ze jde o linedrné nezavislou mnozinu. P¥edpokladejme, Ze
e /3 racionalni, tj. existuji nesoudélna pfirozena c a j, pro kterd /3 = %, a proto

c? = 3j2. Potom 3/c, tedy 9/c?, a proto 3/, spor s nesoudélnosti ¢ a j. Protoze je
prvek v/3 iracionélni, neni racionalnim nasobkem prvku 1, tudiz je linearné nezavisly
na 1. Nasli jsme dvouprvkovou béazi Q(v/3) chapaného jako vektorovy prostor nad
telesem Q(v/3), tedy [Q(v3) : Q] = dimq Q(v/3) = 2

(c) Pfipomenime, ze minimalni polynom m € Q[z] prvku a je ireducibilni mo-
nicky polynom, jehoz kofenem je «, ekvivalentné je m monicky polynom nejmen-
$tho mozného stupné, jehoz kofenem je «. Navic bylo na prednasce dokazano, ze
deg(v/3) = [Q(V3) : Q]. Vyuzijeme-li pozorovani [Q(v/3) : Q] = 2 a viimneme-
li, 7e jsme v (a) uz polynom stupné 2 s kofenem +/3 nasli, tedy nutné musi jit o
minimalni polynom. Tedy z2 — 3 je minimalni polynom prvku v/3 nad Q.

(d,e) Na ptedndsce bylo dokazéno, ze kazdé rozsifeni kone¢ného stupné je al-
gebraické tedy diky (b) je kazdy prvek Q(+/3) algebraicky nad Q. Protoze 2 +
5v/3, 2 o f Q(V/3), jde o prvky algebraické nad Q.

Dale vime, ze kazdé tii prvky vektorového prostoru dimenze 2 musi byt linearné
zavislé, tedy existuje netrivialni racionalni linedrni kombinavce qo + q1(2 + 5v/3) +
¢2(2 +5v3)% = q1 + ¢2(2 + 5v3) + ¢2(79 + 20V/3) = 0. Vyjadieno v soutadnicich
vzhledem k bazi 1, v/3 fesime homogenni soustavu linernich rovnic qo + 2¢1 +

.. (1 279
79q2 = 0, 5q1 + 20q2 = 0 s matici (0 5 20

(g0, q1,92) = (771, —4,1), coZ znamena, 7e je algebraicky prvek 2 + 5v/3 kofenem
polynomu m; = x? — 42 — 71.

). Tedy feSenim je naptiklad vektor

3
Podobné budeme uvazovat o prvku 2 515

V3, tedy §+§ EBI§)(§7§§ 9= gf a opét hledame ¢; € Q, aby qo+¢1

qo (223 5\[) =0, tedy 36qo + q1(54 — 30v/3) + q2(156 — 90v/3) = 0. Resime protio

soustavu s matici
36 54 156 6 0 -1
0 =30 —-90 o1 3)/°

Nejprve ho ovSsem vyjadiime v bazi 1,
9— 5\/ +

Tedy snadno najdeme feseni (qo,q1,q2) = (— % —3,1), jemuz odpovidd monicky
polynom my = z? — 3z — % s kofenem §+\‘§ Protoze jsou oba polynomy m; a

ms monické stupné dva a ani jedno z uvazovanych iracionalnich ¢isel neni kofenem
racionalniho polynomu stupné jedna, je m; minimalni polynom prvku 2+ 5v/3 nad

Q a mo minimalni polynom prvku z;g nad Q.

(f) Jako v (a) staéi uvazit, ze v/2 je kofenem polynom z° — 2 € Q[z].
(g) Protoze minimalni polynom uréité déli 2> — 2 v oboru Q[z], mame [Q(V/2) :
Q] < deg(z® — 2) = 3. To znamen4, Ze mocniny prvku (/2)° = 1, (V/2)! = V2
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a (V/2)? = V/4 generuji vektorovy prostor Q(+/2) nad télesem Q. Ukazeme, Ze se
jedna o bazi Q(V/2).

6.5.

(h) Uvazime-li, ze podle (b) je [Q(v/3) : Q] = 3 a Ze prvek /5 je kofenem poly-

nomu x° — 5, ktery miizeme chapat jako polynom nad télesem Q(+/2), tedy stupeii

minimalniho polynomu prvku +v/5 nad Q(+/2) je nejvyse 5, proto [Q(V/2,V/5) :
Q(V/2)] < 5. Podle pozorovani z prednasky je

[Q(V2,V5): Q] = [Q(V2,V5): Q(V2)] - [Q(v3) : Q] <5-3=15.
(i) Staci si podrobnéji prohlédnout diikazy tvrzeni vyuzivanych v (h), abychom

zjistili, Ze mnoZzina {\f \[]\ i =0,1,2;5 = 0,1,2,3,4}, protoze 1, 2, \[
generuje Q(V/2) nadQl,f,\f ,\f ,\f generuje Q(V/2, V/5) nad Q(v/2). O

3.6. Uvazujme faktorovy okruh Q[z]/(2®—2)Q|x] okruhu polynomi (Q[z], +, —,0, -, 1).
(a) Dokazte, ze je Q[z]/ (x> — 2)Q[x] téleso,
(b) ovéite, ze Q[a]/(2® — 2)Q[a] = Q(V/2),
(c) oveite, ze (z + 1) + (23 —2)Q[z] = (2® +z — 1) + (23 — 2)Q|z],
(d) najdéte v Q[x]/(z® — 2)Q]z] inverzni prvek k prvku x + 1 + (23 — 2)Q[x].

(a) Protoze je podle 3.5(c) polynom 3 —2 minimalnim polynomem prvku /2 nad
Q, jedna se o nerozlozitelny polynom okruhu (Q[x], +, —, 0, -, 1), tedy je hlavni ide4l
(3 — 2)Q[z] maximalni. Nyni sta¢i pfipomenou, Ze faktor komutativniho okruhu
podle maximalniho idealu je téleso.

(b) Vezmemem-li dosazovaci homomorfismus id g5 : Q[z] — Q(V/2), vidime diky
3.5, 7e jde o homomorfismus na a jadro Ker(id g5) = (2* — 2)Qlz]. Diky prvni vété
o izomorfismu dostavame Q[z]/(z® — 2)Qlz] = Q[x]/Ker(id g5) = Q(Y?2).

(c¢) Pfipoetime, ze dvé rozkladové tfidy podle idedlu I splyvaji, jestlize rozdil
jejich reprezentantantt lezi v I. Tedy stac¢i nahédnout, ze (2® +x —1) — (v + 1) =
3 —2 € (23 - 2)Q]z].

(d) Najdeme-li Eukleidovym algoritmem polynomy ¢,r € Q[z], aby (z + 1)g +
(23 — 2)r = ¢, kde ¢ je invertibilni, vidime, 2e ¢ 1q je prvek rozkladové t¥idy
hledaného inverzu. Tedy vydélime se zbytkem 23 — 2 = (17 +1)(2? -2 + 1)—3, a
proto =3 =—(z+1)(z? —z+1)+ (2®-2)al=(z+1)i(@* -2 +1) — 3(z* - 2).
Tudiz (z + 1+ (2* = 2)Q[z]) ' = 3 (2 — 2+ 1) + (¢* —2)Q[] O

3.7. Najdéte kofenové nadtéleso polynomu p € T[z] nad télesem T, jestlize

Protoze je 1 € Q kofenem polynomu z* — 1, je samotné téleso Q uz jeho
korenovym nadtélesem.

(b) V 3.5 jsme zjistili, Ze v télese Q(4/2) ma polynom p = x3 —2 kofen /2, navic
je Q(V/2) nejmensi podtéleso R obsahujici /2 a Q, proto jde pravé o kofenové
nadtéleso.
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Také jsme mohli sestrojit kofenové nadtéleso stejné jako ve vété, kterd ukazuje
jeho existenci, tj. mohli jsme uvazit, ze je p = x> — 2 ireducibilni v Q[z] a vzit
faktorovy okruh Q[z]/(2® — 2)Qlx].

(c) Podobné jako v (a) je Protoze je 1 € Zy kofenem polynomu z2 + 1, je Zy
kofenovym nadtélesem tohoto polynomu.

(d) Tentokrat stejné jako v 2.konstrukci z (b) vezmeme téleso Zo[z]/(z? + x +
1)Zs[z]. Oznaéime-li [a] = a+(z?+x+1)Zz[z], viimnéme si, Ze ma téleso Zz[z]/(x*+
x + 1)Zz[x] pravé 4 prvky: [0], [1], [z], [z + 1].

13.5.

3.8. Necht k a n jsou pfirozend ¢isla. Dokazte, Ze
(a) (z¥ —1)/(z™ — 1) v oboru T'[x] pravé tehdy, kdyz pro k/n, libovolné téleso
T,
(b) (p* —1)/(p™ — 1) v N pravé tehdy, kdyz pro k/n, libovolné prvoéislo p.

(a) («=) Jestlize n = kd, snadno spoéitame, ze " — 1 = (z* — 1) Zf:_ol zik,

(=) Necht (2% —1)/(2" —1) an =kd +r, kde 0 < r < k. Vime, ze 2% — 1 =
(xF —1) Zf;ol 2% tedy (2% —1)/((z" —1) — (x*?—1)). Protoze (2" —1)— (¥ —1) =
2*4(p" —1) a polynomy ¥ —1 a 2*¢ jsou nesoudélné, mame (z*—1)/(z" —1). Oviem
r < k, proto r = 0.

(b) Uvazujeme stejné jako v (a) Jestlize n = kd,pak p" —1 = (pF —1) Zf;ol pF A
v ptipadé, ze (p¥ —1)/(p™ — 1) opét vydélime se zbytkem n = kd+7, kde 0 <r < k
a dostaneme (p* —1)/((p" —1) — (p*¢ —1)). Protoze (p" —1) — (pF? —1) = p*4(p" —1)
a ¢isla p* — 1 a p*? jsou nesoudélna, mame (p¥ —1)/(p” — 1) a r < k, tedy opét
r=0. (]

Dalsi alohy

(1) Dokazte, Ze je relace || na oboru integrity ekvivalenci.

(2) Je-li (R,+,—,0,-,1) obor integrity hlavnich idealt a a,b € R\ {0}, dokazte,
7e aRN bR = cR pravé tehdy, kdyz c je nsn(a,b), (tj. a,b/c a pro kazdé
takové d, ze a,b/d plati, ze ¢/d).

(3) Popiste nilpotentni prvky monoidového okruhu RG, je-li G monoid z 1.4 a
R obecny obor integrity.

(4) Bud A = (A,-,1) koneénd komutativni grupa (chdpand jako monoid) a
uvazujme monoidovy okruh QA nad okruhem racionélnich é&isel.

(a) Popiste operace okruhu QA = (QA,+,—,0,-,1),

(b) rozhodnéte, zda je QA obor integrity,

(¢) popiste nilpotentni prvky okruhu Q.A,

(d) najdéte nejmensi kladné celé n a idedl I okruhu Q[z,...,z,], aby
Qlzy,...,z,]/I = QA.

(5) Uvazujme okruh (Z[x],+,—,0,-,1) a jeho prvky p = 22% + 2, ¢ = 623 +
1222 + 6z + 12, r = 322 + 32 — 18.

(a) Najdéte nejvétsi spoleény délitel dvojic p, q, dale p, r g, r,
(b) najdéte nejvétsi spoleény délitel trojice p, g, r,
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(¢) rozhodnéte, zda jsou idedly pZ[x]| + qZ[z], pZ|x] + rZ[z], gZ[x] 4 rZ[z]
a pZ[z] + qZ[z] + rZ[z] hlavni,
(d) najdéte ireducibilni rozklad prvki p, ¢ i 7.
(6) Vyfeste otdzky pfedchozi tlohy v okruzich polynomt (Q[z],+,—,0,-,1) a
(R[z],+,—,0,-,1).
(7) Rozhodnéte, zda v okruhu R z 1.11 plati podminky (D), (P) a (J).
(8) Uvazujme okruh (Z[i], +,—,0,-,1).
(a) spoditejte ireducibilni rozklad prvkt 8i, 12+5¢, 12—5¢, 114+7¢, 11— 7.
(b) najdéte nejvétsi spoleény délitel dvojice 64 a (1 — )2,
) najdéte nejvétsi spoledny délitel dvojice 15 — 3i a 3 — 154,
) najdéte nejvétsi spoleény délitel dvojice 13 — 6i a 14 + 3i,
) dokazte, Ze jsou prvky 13 — 217 a 17 4 11i nesoudélné a najdéte o, 8 €
Z[i], aby o - (13 — 21i) + B - (17 + 11i) = 1
(9) Najdéte pro symetricky polynom p € Sqlx1,x2,x3,24] takovy polynom
[ € Q[zy1, 72,73, 24], aby p = f(014, 024, 034, 044), jestlize
(a) p=af+a3 +ai+aj+1,
(b) p=at+ i+ 2i+2]+1,
(c) p=2a] +a3+af+af+1
(10) Najdéte nad vSechny kofeny polynomu p a urcete jejich nasobnost, jstlize
) p=a"+2%+2%+ 1€ Zya],
) p=2°+ 2%+ 2%+ 1€ Ulz], kde U je étyiprvkové téleso,
) p=2°+2%+2%+1 € Ulz], kde U je osmiprvkové téleso,
)p=a"+a>+2?+1€ Zsz],
(e) p=2a°+22%+ 2%+ 1€ Zs[z],
(f) p=a+ a3+ 2%+ 1€ Z7[z],
(11) Rozhodnéte, zda ma polynom z7 — 2% + 222 + 1 € C[z] n&jaky vicenasobny
komplexni kofen.
(12) Uvazujme télesa komplexnich ¢isel C a jeho podtéleso raciondlnich ¢isel Q.
(a) Dokazte , ze jsou prvky o = 2+ /5 +3i, 3 = (2 + /5 + 3i)~!

_ 3i—V3+iY18 LA
V= i verdvE algebraické nad Q,

(b) spoéitejte stupné rozsifeni [Q(a) : QJ, [Q(B) : Q], [Q(Y) : Q], [Q(«, 5) :

QJ, [Q(a,7) : Q], [Q(a, 3,7) : Q] a [Q(a, B) : Q(ar)].
c¢) najdéte nad Q a nad R minimélni polynom prvki «, 3, v, af, a + (.
J

a)
b) T=Rap=2z2+1,
c)
d)



