11.9.

3. SPOJENI A PRUNIK PODPROSTORU

3.1. Je-li podprostor U = ((2,4,0,1,4),(1,2,1,0,3)) vektorového prostoru Z2 nad
télesem Zs, najdéte bazi n&jakého takového podprostoru V, aby UV 'V = Z2 a
UunvVv ={0}.

Uvéazime, ze jsme ulohu fakticky vyftesili v Pfikladu 2.8. Nejprve polozme V =
((0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0),(0,0,0,0,1)) (tedy V je podprostor generovany témi vek-
tory, jimiz jsme (2,4,0,1,4), (1,2,1,0,3) doplnili na bazi). Potom ziejmé UVV =
Z3. Bud déle w € U NV, tedy existuji takové prvky a,b,c,z,y € Zs , Ze

w=12-(2,4,0,1,4)+y-(1,2,1,0,3) = a-(0,1,0,0,0)+b-(0,0,0,1,0)+¢-(0,0,0,0,1),
proto
a-(0,1,0,0,0)+b-(0,0,0,1,0)+¢-(0,0,0,0,1)—z-(2,4,0,1,4)—y-(1,2,1,0,3) = 0.

Protoze je vSech pét vektoru linedrné nezavislych, dostavame pifimo z definice li-
nearni nezavislosti, ze a = b =c =2 = y = 0, tedy w = 0. Dokézali jsme, ze
bézi hledaného podprostoru V je tedy napiiklad posloupnost vektort ((0, 1,0,0,0),
(0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)). O

3.2. Najdéte n&jakou bézi podprostora U = ((2,1,1,1),(4,2,1,3),(3,4,3,0)), V =
((2,0,3,4),(1,3,1,2),(1,4,0,2)) a UV V. vektorového prostoru Z; nad télesem Zs.
Urcete dale dimenzi priniku UNV.

Nejprve obvyklym zpusobem sefadime generujici vektory obou prostora do radki
matic a upravime je pomoci elementarnich transformaci:

21 11 2111
4 21 3|]~10 0 4 1],
34 30 0 0 0 0
2 0 3 4 1 4 0 2
1 31 2)]~10 3 2 0},
1 4 0 2 00 0O

Tedy napiiklad posloupnost vektord ((2,1,1,1),(0,0,4,1)) tvoifi bazi podprostoru
U a posloupnost ((1,0,4,2),(0,3,2,0)) tvoii bazi poprostoru V. VSimneme si, Ze
zddné dva vektory v obou generujicich mnozindch nejsou svymi ndasobky, tedy
nejsou linearné zavislé, proto kazda dvojice vektort z mnoziny {(2,1,1,1), (4,2,1, 3),
(3,4,3,0)} tvoii bazi dvojdimenziondlniho prostoru U, stejné jako kazda dvojice
vektorti z mnoziny {(2,0,3,4),(1,3,1,2),(1,4,0,2)} tvori bazi prostoru V.

Déle si uvédomme, ze U V V je podprostor generovany vsemi vektory U i V.
Staéi ndm ovSem uvazovat jen baze U i V, které uz jsme nalezli, tedy plati, ze
UvvVv={(211,1),(004,1),(1,0,4,2),(0,3,2,0)). Bazi spojeni UV V najdeme
obvyklym zptisobem:
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Vidime, ze bazi UV V tvofi napiiklad posloupnost vektort (2,1,1,1), (0,2,1,4),
(0,0,4,1) a (0,0,0,2), tedy dim(U V V) = 4. To oviem znamend, ze UVV = Z} a
mohli jsme tedy vzit jakoukoli jinou bazi Z2, napifklad kanonickou bazi, ktera by
byla bazi UV V. Kone¢né si zbyva uvédomit, ze podle Véty 2.23 (o dimenzi spojeni
a pruniku) je dim(UNV) = dim(U) + dim(V) —dim(UVV)=24+2-4=0. O

3.3. Urcete dimenzi pruniku podprostori U a V racionalniho vektorového prostoru
Q3, je-li U ={(1,2,1),(1,0,2)) a V = {(1,1,0), (1, —1,1)).

Obvyklym zptsobem zjistime, ze dim U = dim'V = 2 a dim(U V V) = 3, proto
je podle Véty 2.23 dim(UNV) =dimU +dimV —dim(UNV) = 1. O

3.4. Najdéte néjakou bézi préniku podprostort U NV vektorového prostoru Z3
nad télesem Zs, jestlize U = ((1,1,1,1),(0,2,1,1),(0,0,1,2)) a V = ((1,2,2,1),
(0,1,2,1), (0,0,2,2)).

Potfebujeme najit vSechny vektory, které lezi zarovenn v U i ve V, tedy které
jsou zaroven lineadrnimi kombinacemi generatori U i V. Vyjadiime si vektor lezici
v priniku rovnici:

z1-(1,1,1,1) +29-(0,2,1,1) + 23 - (0,0,1,2) =
=y1-(1,2,2,1)+y2-(0,1,2,1) + y3 - (0,0,2,2),
kterou upravime do standardniho tvaru
x1-(1,1,1,1)+22-(0,2,1,1)+23-(0,0,1,2)4y1-(2,1,1,2)+y2-(0,2, 1, 2)+y5-(0,0,1,1)
=(0,0,0,0).
Budeme hledat mnozinu vSech feSeni homogenni soustavy s matici:
100 2 0 0 100 2 00

0
0
0
1
0
“lo
0 0 2 1 0 01 2

Snadno nyni dopoc¢itame, Ze mnozina vSech FeSeni soustavy je podprostor tvaru
((1,2,2,1,0,0), (0,2,2,0,1,1)), proto bézi prostoru vsech feSeni tvoii napiiklad
dvojice (1,2,2,1,0,0), (0,2,2,0,1,1). Zjistili jsme, Ze:

1-(1,1,1,1) +2-(0,2,1,1) + 2+ (0,0,1,2) =
=1-(1,2,2,1)+0-(0,1,2,1)+0-(0,0,2,2) = (1,2,2,1),
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0-(1,1,1,1) +2-(0,2,1,1) +2-(0,0,1,2) =
=0-(1,2,2,1)+1-(0,1,2,1)+1-(0,0,2,2) =(0,1,1,0).
Tudiz vektory (1,2,2,1) a (0,1,1,0) lezi v podprostoru U N V. Konecéné si uvédo-
mime, ze libovolné TeSeni soustavy lze napsat ve tvaru

aip - (1,272, 1,0,0) + as - (0,2,2,0, ]., 1) = (a1,2a1 + 2(12,2(11 —+ 2a2,a1,a2,a2),
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kde a1, as € Z3, proto 1ze kazdy vektor z pruniku vyjadrit:
ay - (1,1,1,1) 4+ (2a1 + 2a2) - (0,2,1,1) + (2a; + 2a2) - (0,0,1,2) =

=a;-(1,2,2,1) + a2 -(0,1,1,0).

Tim jsme zjistili, ze kazdy vektor z podprostoru U NV lze napsat ve tvaru a; -
(1,2,2,1)+a2-(0,1,1,0), tedy posloupnost ((1,2,2,1), (0,1, 1,0)) podprostor UNV
generuje. Zjevné se jednd o mnozinu linedrné nezavislou, tedy jde o bazi priniku.
Neni pritom tézké si uvédomit, ze vysledné vektory budou jisté linedrné nezavislé,
jestlize jsme hledali jejich soufadnice vzhlem k bazim prostortt U a V.

Zévérem si jeSté vSimnéme, Ze jsme soustavu nemuseli dopoditévat, nebof nam
stacilo najit soufadnice baze feseni odpovidajici proménnym y; (tj. posledni 3 sou-
fadnice) nebo x; (tj. prvni 3 soufadnice). O

4. HODNOST MATICE

4.1. Urcete nad télesy R a Z5 hodnost matice A =

— N =

2 3
1 1] a matice AT,
4 3

Pripomenme, ze hodnost matice je pravé dimenze podprostoru generovaného
radky matice, kterou muzeme spocitat jako pocet nenulovych fadki prislusné Gaus-
sovy matice (viz Véta 4.9 z pfedndsky). Upravujme tedy nasi matici posloupnosti
elementarnich uprav nejprve nad télesem redlnych éisel:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
21 1)~10 -3 -5|~10 1 0
1 4 3 0 2 0 0 0 -5

Zjistili jsme, ze nad télesem R hodnost h(A) = 3. Véta 5.5 z pfednasky nadm
iiké, ze h(A) = h(AT), proto h(AT) = 3. Podobné uréime hodnost A nad télesem
Z5I

Tedy nad télesem Zs je h(A) = h(AT) = 2. O
18.9.

4.2. Rozhodnéte, zda lze nad redlnymi ¢isly pfevést posloupnpsti elementarnich

rfadkovych tprav matici A na matici B, kde A = G ? i’) aB= G (2) _11>

Budeme-li matici C definovat jako matici obsahujici postupné vSechny fadky
matice A a matice B, sta¢i ndm zjistit, zda h(A) = h(B) = h(C). Pfedpokladame-
li, ze h(A) = h(B) = h(C), pak podprostory generované radky matice A a B (a
tedy 1 C) jsou shodné, proto fadky B je mozné dostat jako linedrni kombinaci fadki
A a obracené. V opacném pripadé by podprostory generované rfadky matice A a
B byly rtzné, tudiz by nebylo mozné matici A posloupnosti elementarnich tprav
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pfevést na matici B. Okamzité vidime, ze h(A) = h(B) = 2. Zbyva standardnim
zpusobem urcit hodnost matice C:

1 2 3 1 0 -1 1 0 -1

1 1 1 01 2 01 2

10 -1[710o2 4[7]oo 1

1 2 1 0 2 2 0 0 O
Zjistili jsme, ze h(C) = 3, proto matici A nelze pievést posloupnosti elementérnich
rfadkovych uprav na matici B. O

4.3. Rozhodnéte, zda Ize nad télesem racionalnich ¢isel prevést posloupnosti ele-

mentarnich fadkovych tprav matici A = <1 ? ?) na matici B = (1 g _51>

Postupujeme-li obdobné jako v predchozi tloze, zjistime, Ze h(A) = h(B) =2 a

1 2 3 1 0 -1 1 0 -1
c_ |t 11 01 2 01 2

“l1 0 -1 o2 4] 7|oo o]
1 3 5 03 6 00 0

tedy i h(C) = 2. Matici A proto lze pfevést posloupnosti elementarnich fadkovych
aprav na matici B.

Vsimnéme si, Ze jsme také mohli postupovat pfimo, t.j. uvédomit si, Zze oba
fadkové vektory (1,0,—1) a (1,3,5) matice B dostaneme jako linedrni kombinaci
radkovych vektorti matice A. (I

4.4. Rozhodnéte, zda lze nad télesem Z; pfevést posloupnosti elementarnich rad-
1 21

kovych Gprav matici A= |1 1 1| na jednotkovou matici E stupné 3
1 2 6

Uvédomime-li si, ze fadky matice E generuji cely (3-dimenzionalni) vektorovy
prostor Z3, sta¢i ndm tentokrat zjistit, zda fddky matice A generuji cely prostor

Z3, tj. zda h(A) = 3:

— =

2 1 1 21
1 1] ~({0 6 0
2 6 0 0 5
Vidime, ze h(A) = 3, proto lze opét matici A pfevést posloupnosti elementarnich

aprav na jednotkovou matici E. (Il

4.5. Najdéte nad télesem Zs vSechna feSeni homogenni soustavy rovnic s matici

311 2 4
A=(1 2 1 2 1
4 3 01 3

Potiebujeme upravit matici A na Gaussovu matici. Nejprve pfi¢teme druhy 7a-
dek ke tfetimu a trojnasobek prvniho k druhému:

31 1 2 4 31 1 2 4 311 2 4
1212 1)]~(0 0 4 3 3]~10 01 3 4
4 3 01 3 001 3 4 00 0 1 2
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Nyni si uvédomme, ze jsme zjistili hodnost matice A, konkrétné h(A) = 3. Podle
Véty 5.8 je mnozina vSech feSeni nasi soustavy poprostorem vektorového porstoru
Z3 dimenze 5 — h(A) = 5 — 3 = 2. Potiebujme tedy najit bazi tohoto podprostoru.

311 2 4
Vidime, Ze ziskané Gaussova matice [0 0 1 3 4| méa pivotalni, tj. prvni
0 0 01 2

nenulové, pozice v prvnim, tfetim a ¢tvrtém sloupci. To znamend, Zze mtzeme volit
hodnoty x2 a x5. Vezmeme-li za (z2, 25) postupné vektory kanonické (nebo néjaké
jiné) baze Z2Z a dopocitame-li hodnoty z1, x3 a x4, budou nalezené vektory feseni
linedrné nezavislé, tedy nutné ptjde o hledanou bazi. Polozime-li tedy zo = 1 a
x5 = 0, pak snadno najdeme vektor (3,1,0,0,0) Fesici soustavu a podobné pro
volbu z2 = 0 a 5 = 1 dostavame FeSeni (1,0,2,3,1).

Spocitali jsme, Ze mnozinou vSech FeSeni homogenni soustavy rovnic s matici A
je podprostor ((3,1,0,0,0),(1,0,2,3,1)). O

4.6. Existuje néjaky vektor pravych stran b € Z$, pro ktery neexistuje zadné fesen{
soustavy Ax” = b’ kde A je matice z tilohy 4.5?

Sta¢i aplikovat Frobeniovu vétu (Véta 5.6), ktera ika, Ze feSeni obecné sou-
stavy linearnich rovnic Ax” = b” existuje pravé tehdy, kdy# je hodnost matice A
stejnd jako hodnost rozsifené matice (A |b”). Poznamenejme, Ze vzdy plati nerov-
nost h(A) < h(A|bT). Protoze jsme zjistili, Ze h(A) = 3 a matice (A|bT) ma tii
fadky, tedy h(A|bT) < 3, vidime, ze h(A|bT) = 3, a proto je soustava Ax’ = bT
fesitelna pro kazdy vektor b € Z3. O

4.7. Najdéte nad télesem Zj vSechna feSeni soustavy rovnic Ax? = (1,2,4)T, kde
A je matice z tlohy 4.5.

Diky Vété 5.7 nam staci najit jedno FeSeni u nehomogenni soustavy Ax” =
(1,2,4)7. Kazdé feseni potom budou pravé tvaru u + w pro vhodné feseni w ho-
mogenni soustavy rovnic s matici A. Postupujeme analogicky vypoc¢tu v ptrikladu
4.5. Nejprve rozsifenou matici stejnymi elementarnimi ipravami upravime na Gaus-
sovu matici a poté dopocitdme FeSeni naptiklad pro volbu 22 =0 a z5 = 0:

3 1 1 2 4 1 31 1 2 4 1 3 1 1 2 4 1

1 21 2 1 21 ~10 0 4 3 3 O~(0 O 1 3 4 1

4 3 0 1 3 4 00 1 3 4 1 00 0 1 2 1
Soustavu tedy Fesi napfiklad vektor (2,0,3,1,0), tedy mnozina vSech FeSeni sou-
stavy AxT = (1,2,4)7 je tvaru (3,0,1,1,0) + ((3,1,0,0,0),(1,0,2,3,1)) O

5. PERMUTACE A DETERMINANTY

5.1. Zapiste v cyklickém zapisu a redukovaném cyklického zapisu permutace p =
123456*12345665
34165 2)977\1 36425 6
Postupné vycerpame vSechny prvky z mnoziny {1,2,3,4,5,6}, abychom zapsali
cykly permutaci p = (13)(246)(5) a ¢ = (1)(2365)(4). V redukovaném cyklickém
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zapisu vynechame vsechny jednocykly, tedy pevné body daného zobrazeni, a proto
p = (13)(246) a ¢ = (2365). O

5.2. Mé&jme permutace p = (1298)(36)(574) a ¢ = (34875) z mnoziny Sy v reduko-
vaném cyklickém zapisu. Urcete jejich maticovy zéapis.

Z cyklického zépisu permutace p vidime, ze p(1) = 2, p(2) = 9, p(9) = 8§,
p(8) =1, p(3) = 6, p(6) = 3, p(5) =7, p(7) = 4 a p(4) = 5. Nyni snadno tyto
udaje zaznamename do matice

(1 2 3 45 6 7 8 9
P=\2 96 57341 38)
Snadno rozsifime redukovany cyklicky zapis permutace ¢ na neredukovany zapis

q = (34875)(1)(2)(6)(9) a obdobnym zpiisobem jako u permutace p najdeme matici

(123456789
~\1 248365 79)

O

25.9.

5.3. Necht p = (135)(4798)(26) a ¢ = (18)(247693) jsou dvé permutace z Sg. Urcete
permutace pog, gop, p_1 a q_l.
Pfimo pouzitim definice snadno zjistime hodnoty (skladdme zprava doleva):
poq=(1495)(27)(368), qop = (129)(3587)(46).

Pfi hledani inverznich permutaci si uvédomme, zZe staci cykly (redukovaného) cyk-
lického zapisu pivodnich permutaci ,zrcadlové prevratit”, tedy

p~! = (531)(8974)(62), ¢ ' = (81)(396742).
O

5.4. Napiste permutace p = (13475) a ¢ = (19)(267)(3548) z Sy jako souin trans-
pozic.

Pripomenme, Ze transpozice je permutace, kterd vyménuje pravé dva prvky, tj.
miiZeme ji v redukovaném cyklickém zapisu zapsat ve tvaru (ab). Reseni tlohy pro
permutaci p je ziejmé z Véty 6.9, konkrétné

(13475) = (15) 0 (17) o (14) o (13) = (13) 0 (34) o (47) o (75).

Pfimo z definice cyklického zapisu vidime, ze (19)(267)(3548) = (19)0(267)0(3548),
tedy nejprve tlohu vyfesime pro kazdy z cykla (19), (267) a (3548) pomoci Véty
6.9 a poté nalezené transpozice slozime, tedy

(19)(267)(3548) = (19) o (267) o (3548) =
= (19) 0 (27) 0 (26) 0 (38) o (34) o (35) = (19) o (26) o (67) o (35) o (54) o (48).
O

5.5. Urcete znaménka permutaci p a ¢ z pfedchozi tlohy.
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Podle definice mé permutace znaménko 1 (tj. jde o sudou permutaci), prévé
kdyz ji mizeme napsat jako soucin sudého poctu transpozic a permutace mé zna-
ménko —1 (tj. je to lich4d permutace), miZeme-li ji napsat jako souéin lichého poctu
transpozic. V predchozim prikladu jsme vyjadfili permutaci p jako soudin 4 trans-
pozic, proto znp = 1. Permutaci ¢ jsme dostali jako soucin 6 transpozic, tedy opét
znp = 1. ([l

5.6. Urcete znaménka permutaci (17)(36)(2458), (245)(3687), (13)(2675) € Ss.

Ke zjisténi znamének permutaci tentokrat uzijeme Vétu 6.15 z prednasky, ktera
fika, ze znaménko permutace je rovno znaménku soucinu nezavislych cykli a zna-
ménko cyklu liché délky je 1 a znaménko cyklu sudé délky je —1. To znameni,
Ze

zn((17)(36)(2458)) = (—1) - (-1) - (=1) = -1,
n((245)(3687)) = 1- (—1) = —1,

2n((13)(2675)) = (—1) - (~1) = 1.

5.7. Spocitejte nad télesy Q, R, Z5 a Z7 determinant matice A = (i) ;)

Postupujeme piimo podle definice. Rozmyslime si, ze Sy = {Id, (12)}. a proto
det(A) =3-2—1-1=5 nad télesy Q, R. Obvykl4 Gvaha o pocitani v télesech Z,
nam umozni vyuzit vysledku spocitaného v télese redlnych (¢i racionélnich) ¢isel,
ktery nakonec sta¢i upravit modulo p. To znamend, Ze det(A) = (5)mod5 = 0 nad
télesem Zs a det(A) = (5)mod7 = 5 nad télesem Zr. O

w O N
—_ Y =

1
5.8. Spocitejte nad télesy Q, R, Z5 a Z7 determinant matice B = | 4
2

I tentokrat budeme fakticky postupovat podle definice. Sudym permutacim Id,
(123) a (132) z S5 odpovidaji po fadé souciny 1-0-1,2-3-2a1-4-3 (vzdy bereme
nejprve hodnotu z prvniho fadku, poté z druhého a nakonec z t¥etiho) a lichym
permutacim (12), (13) a (23) odpovidaji sou¢iny 2-4-1,1-0-2a 1-3-3, proto

121
det(B) =det([4 0 3])=1-0-142-3-241-4-3—(2-4-1+1-0-2+1-3-3).
2 3 1

Tedy det(B) = 7 nad télesy Q, R, det(B) = 2 nad télesem Z5 a det(B) = 0 nad
télesem Z-. O
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3 4 4 2 1
0 2 4 0 3
5.9. Urcete nad télesy Q, R, Z5 a Z determinanty maticC; = |0 0 4 3 2
000 11
0 00 0 2
000 11
0 2 4 0 3
aC=[0 0 4 3 2
3 4 4 2 1
0 00 0 2

Determinant matice C1 = (¢;;) miZeme opét spocitat podle definice, uvédomime-
li si, ze pro kazdou neidentickou permutaci ¢ € S5 bude existovat aspon jedno 7,
pro néz j > o(j), a proto cjy(;) = 0 a c151) - =+ - Cs0(5) = 0. Tedy determi-
nant Gaussovy ¢tvrecové matice Cp je pravé soucin hodnot na hlavni diagondle,
tj. det(Cq) =3-2-4-1-2 = 48 nad télesy Q a R, det(C;) = (48)mod5 = 3 nad
télesem Zjy a det(Cy) = (48)mod7 = 6 nad télesem Z-.

Nyni si vSimnéme, ze matici Co dostaneme z matice C; vyménou 1. a 4. radku.
Proto podle Véty 7.6 je det(Cy) = — det(Cy), tudiz det(Cs) = —48 nad télesy Q,
R, det(C3) = (—48)mod5 = 2 nad télesem Zs a det(Cz) = (—48)mod7 = 1 nad

télesem Z-. O
10 2 1
oy s o . . 1 1 0 3
5.10. Spocitejte nad télesy Q, R, Z5 a Z7 determinant matice D = 02 1 92
1 2 3 4

Pripomenme, ze Véty 7.6, 7.12 a 7.14 nam ftikaji, jak se zméni determinant
matice, provedeme-li nékterou z fadkovych tprav. V predchozi tloze jsme si navic
uvédomili, Ze je velmi snadné urcit determinant Gaussovy matice jako soucin hodnot
na hlavni diagonale. Budeme-li tedy standardnimi prostfedky pomoci elemntarnich
uprav fadka prevadét matici D na jeji Gaussovu matici, budeme v kazdém kroku
znat, jak jsme ptvodni determinant zménili. Tedy upravujme a pocitejme:

1 0 2 1 1 0 2 1
1 1 0 3 01 -2 2
det(D) = det( 0 2 1 2 ) = det( 02 1 2 )=
1 2 3 4 02 1 3
1 0 2 1 1 0 2 1
01 -2 2 01 -2 2
= det( 00 5 -2 ) = det( 00 5 -2 )=1-1-5-1=5.
00 5 -1 0 0 O 1
Tedy zjistili jsme, Ze det(D) = 5 nad télesy Q, R, det(D) = 0 nad télesem Zjs a
det(D) = 5 nad télesem Z. O

5.11. Spocitejte nad télesy Q, R, Z5 a Z7 determinant matice G =

o= O
N s OO
=N
SO O =
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Tentokrat k vypoc¢tu pouzijeme Vétu 7.11 a budeme determinant rozvijet podle
2. radku:

02 1 121
det(G) = (—1)2*1.0-det([4 1 2])+(-1)*2.0-det(|1 1 2|)+
2 4 0 2 4 0

1 0 1
=-3-det({1 4 2|)=-3-(1-1-2—-1-4-2)=18.
2 20

Tedy jako obvykle det(G) = 18 nad Q a R, det(G) = 3 nad Z5 a det(G) = 4 nad
Z;. O

Poznamenejme, ze jsme determinanty ani dalsi ¢leny rozvoje, které ptislusi nulo-
vému prvky z fadku, podle né€jz determinant rozvijime, viibec nemuseli psat. Navic
si uvédomme, Ze tato metoda je vhodnd pravé v piipadé, kdy néktery z fadki (nabo
sloupcti, vyuzijeme-li pozorovani det(G) = det(GT) Véty 7.3) obsahuje ,hodn&”
nul.

1 3 -3 1 1
3 2 7 5 -9
5.12. Spocitejte determinant matice H = |2 1 -1 2 0 nad télesem
1 2 2 1 -1
2 -1 3 2 7

racionalnich déisel.

V matici H sice zadny radek ani sloupec neobsahuje vétsi pocet nul, ovSem
prvni a ¢tvrty sloupec se lisi jen na jedné pozici. Vime, ze odecteme-li od jednoho
z téchto sloupcii druhy, nezméni se podle Vét 7.3 a 7.14 hodnota determinantu. Po
této tipravé uz oviem muZzeme pouzit metodu rozvoje podle sloupce (tedy kombinaci
Vét 7.3 a 7.11):

1 3 -3 1 1 0 3 -3 1 1
3 2 7 5 -9 -2 2 7 5 -9
det(H)=det(|2 1 -1 2 0 |)=det(|]0 1 -1 2 0 |)=
1 2 2 1 -1 0 2 2 1 -1
2 -1 3 2 7 o -1 3 2 7
3 31 1
1 -1 2 0
1 3 2 7

Nyni ode¢teme od prvniho fadku upravené matice trojnasobek druhého radku. Na
prvnim fadku ztstanou dva nenulové prvky, podle nichz determinant rozvedeme a
snadno dopocitame:
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3 -3 1 1 0 0 -5 1
1 1 2 0 1 1 2 0
det(H) = 2 - det( 9 9 1 —1 ) =2 - det( 9 9 1 1 )=
-1 3 2 7 -1 3 2 7
1 -1 0 1 -1 2
=2.(=5)-det(| 2 2 —1|)—2-1-det(| 2 2 1])=
-1 3 7 -1 3 2

=—10-(14—143414) —2-(4+1+12+4+4—3) = —344.
O

5.13. Najdéte nad télesem raciondlnich ¢isel rekurentni vzorec pro vypocet deter-

minant obecné ¢tvercové matice C,, = (¢;;) stupné n, kde ¢;; = 1, ¢j41 = —1 a
1 -1 0 0 ... 00
1 1 -1 0 ... 0O

o
—_
—_
|
—_

cii+1 = 1 a jinde je ¢;; =0, tj. C,, = 00

0 0 0 0o ... 1 1
Rozvedeme-li matici C,, podle prvniho fadku, dostaneme det C,, = det C,,_1 +
det A,,_1, kde matici A,,_; ziskdme z C,, vypusténim prvniho Ffadku a druhého
sloupce. Rozvojem podle prvniho sloupce matice A, _; zjistime, Zze det A, 1 =
det C,,_5. Tedy plati rekurentni vzorec det C,, = det C,,_1 + det C,,_o a piimym

vypoctem zjistime, ze det C; = 1 a ze det C; = 2. Vidime, ze hodnota det C,, je
pravé n + 2. ¢lenem Fibonacciovy posloupnosti. O

5.14. Spocitejte nad télesem racionélnich ¢isel determinant ¢tvercové matice D,, =
(d”) stupné n, kde d“‘ = 1, d“‘+1 = di+li =1a jinde je dij = 07 tj. Dn =

1 1.0 0 0 0
1110 0 0
0 1 1 1 0 0
0 000 ... 11

Stejnym postupem jako v predchozi tloze zjistime, ze detD,, = detD,_; —
det D,,_5. Déle snadno spocitame hodnoty det D; = 1, det Dy = 0 a poté pomoci
rekurentniho vzorce det D3 = —1, det D4 = —1, det D5 = 0, det Dg = 1, det D7 =
1 a detDg = 0. Vidime, Ze je posloupnost {detD,}, periodickd s periodou 6.
Dodefinujeme-li det Dy = 1, pak dostavame vztah det D,, = det D,,mods- O

5.15. Spoditejte determinant matice Dsgg z pFedchozi tlohy.

Staci pouzit nerekurentni vztah det Dsoq = det Dsoomods = det Do = 0. ([
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Dalsi alohy

(1)

(2)

Bud n pfirozené ¢islo, p prvocislo a U podprostor vektorového prostoru Z,
nad télesem Zj,. Urcete kolik existuje podprostori V prostoru Z;, pro néz
plati, 2 UVV =Z3 a UNV = {0}.

Urcete dimenze podprostora U, V, UV 'V a UNV vektorovych prostor
Z? nad télesem Zs a Z4% nad télesem Zr, jestlize U = ((1,2,1,3), (1,2,4,1),
(3,4,1,0)) aV =((4,1,2,3), (0,3,3,1), (1,2,1,3)).

Uvazujme podprostor W = ((1,6,2,4,5)) vektorového prostoru Z2 nad
télesem Z;. Najdéte baze néjakych takovych podprostori U a V, aby
dim(U) =dim(V) =3, UVV=Z>aUNV =W.

Uvazujme matice A a B z prikladu 4.3. Najdéte néjakou posloupnosti ele-
mentarnich fadkovych tprav, pomoci nichz lze prevést matici A na matici

w = O

2 1
Urcete nad télesy R, Zs a Z7 hodnost matice A = | 2 0 |, matice
3 1
A+AaA A
Najdéte nad télesy R, Zs a Z7 vSchna feSeni homogenni soustavy rovnic s
matici A z pfedchozi dlohy.
Najdéte nad télesy Q, Zs a Z~ vSechna feseni nehomogenni soustavy rovnic
s matici <1 0 122 2
2 0 2 11 0
Mgjme p = (178)(256),q = (134765) € S;. Urlete permutace p o ¢, g o p,
ptogagqglop!agogqnajdéte u viech téchto permutaci jejich rozklad
na transpozice.
Méjme p = (1278)(356),q = (13)(4765) € Sg. Urcete znaménka permutaci
pogq, gop, p togag op ! aqgoqnajdéte u viech téchto permutaci jejich
rozklad na transpozice.

21 2 0 1 1 0 2

s . . 11 1 01 1211 2
Spoditejte determinant matic A = 12 1 2l B = 11 92 92l

2 1 10 2 1 0 1

A'1, A-BaA- B! nadtélesy R, C, Z3z, Z5 a Zr.

Najdéte pro libovolna a € Q nad Q rekurentni vzorec pro vypocet deter-
minant ¢tvercové matice G,, = (g;;) stupné n, kde g;; = 1, giiy1 = a a
gii+1 = b a jinde je g;; = 0.



