PISEMKY A DOMACI UKOLY (STREDA, 10:40, M5)

1 (3.3). Bud B = ((1,2),(3,5)) a C = ((4,3), (6,6)) baze vektorového prostoru Z2.
Najdéte matici [Id]¢p (tj. matici pfechodu od béze B k bazi C).

Vyjadifime hledanou matici pfechodu jako soucin matice pfechodu od a ke ka-
nonické bazi, které umime vyjadrit:

(ldzz]op = 1dzz]k, 5 - [dzz2lok, = [dz2 5k, - Mdzz]ox, =
(1 3\ (46
“\2 5 3 6)°
Nyni standardnim zptisobem spocitadme hledany soucin matic:
1 3 |4 6 1 0 |3 2 1 0 |3 2
2 5 |3 6 0 6 |21 01 |5 6)°

Tedy zjistili jsme, Ze [Idgz]cp = (g 2) O

Domaci tikol k 1.pisemce (prosim odevzdejte do 17.3): UvaZujme posloup-
nost vektord M = ((1,1,1,0,0), (1,2,2,0,0),(3,3,2,0,0),(2,1,3,1,1),(3,4,2,3,4))
vektorového prostoru Z. Dokazte, Ze je M bdze Z3, spocitejte souradnice vektoru
(4,0,1,3,3) vzhledem k bdzi M a najdéte vektor v, jehoZ soutadnice vzhledem k bdzi
M jsou (1,1,1,1,1).

2 (10.3). Bud f bilinearn{ forma na vektorovém prostoru Z3 nad télesem Zs s ma-
3 0 2
2 1 1| vzhledem k bazi B = ((1,0,1),(1,1,0),(1,0,0)). Spocitejte
130

hodnoty f((0,0,1),(1,1,0)) a f((1,1,0)(0,0,1)) a najdéte matice symetrické bili-
nearni formy fs a antisymetrické bilinearni formy f, vzhledem k bazi B, pro které
f = fs + fa'

Vyuzijeme-li pozorovéani, které ikd, ze f(v,w) = [v]g[f]g[w]% pro kazdé dva
vektory v,w € Z%, a pifmocaie spocitame soutadnice [(0,0,1)]p = (1,0,4) a
[(1,1,0)]5 = (0,1,0), vidime, 7e

3.0 2 0 0
£((0,0,1),(1,1,0)) = (1,0,4)- [2 1 1 1| =@,04)-|1]=2
1 30 0 3
3.0 2 1 1
£((1,1,0),(0,0,1)) = (0,1,0)- [2 1 1 0] =@11- (o] =1,
1 30/ \4 4)
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Oznacime A matici fg a A, matici f, vzhledem k bazi B. Uvédomime-li si zZe
hledané matice A; a A, jsou matice rozkladu A na symetrickou a antisymetrickou
Cast, staci ndm tento rozklad spocitat:

. 3 0 2 3 2 1 31 4
A;=—(A+ATYy=2"1.([2 1 1|+|0 1 3])=1[1 1 2],
2 130 2 1 0 42 0
30 2 31 4 0 4 3
A,—A-A. =2 1 1)-(11 2]=[10 4
13 0 42 0 2 1 0

]

Domaci tkol k 2.pisemce (prosim odevzdat do 24.3, ti, co za 2.pisemku
ziskali 3 body, dostanou 4. bod, spocitaji-li spravné ¢ast a)): Bud f biline-

3 56 1
drni forma na vektorovém prostoru Z3 nad télesem Zy s matici [flp =2 1 1
5 6 5

vzhledem k bdzi B = ((4,0,1),(2,2,0),(1,3,0)).

a) Spocitejte hodnoty f((0,0,1),(1,1,0)) a f((1,1,0)(0,0,1)).

b) Najdéte matice symetrické bilinedrni formy fs a antisymetrické bilinedrni
formy f, vzhledem k bdzi C = ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)), pro které f = fs + fa.

3 (17.3). Mgjme g2 kvadratickou forma na Z? danou ptedpisem gz (z1,72) = z122.
Spocitejte vzhledem ke kanonické bazi matici symetrické bilinearni formy g, ktera
vytvar ga (tj. g2(v) = g(v,V)), a najdéte n&jakou polarni bazi P formy g a matici
g vzhledem k P.

0 3

3 0/
Postupujeme-li metodou I, nejprve zvolime vektor py, pro néjz go(p1) # 0. Zjevné
sice ga(e1) = ga(e2) = 0, ale ga(e; + e2) = 1. Polozime tedy p; = (1,1) a poté
fesime homogenni soustavu rovnic s matici

Protoze g((x1,22), (y1,y2)) = 3x1y2 + 3x2y1, mame matici [glx, = (

il =0 (§ 0) = (3 3).

Vidime, Ze soustavu fe$i ps = (4,1) a ga(p2) = 4 -1 = 4, tedy jsme nasli polarni

bézi P = ((1,1), (4,1)) a [glr = ((1) Z) 0

Domaci tkol k 3.pisemce (prosim odevzdat do 31.3, ti, co za 2.pisemku
ziskali 3 body, dostanou 4. bod, spo¢itaji-li spravné €ast a)): Bud h syme-
trickd bilinedrni forma na Z} spliujici podminky h(e;,e;) =3 proi = 1,...,4 a
h(ei,e;) =4 pro i # j. Najdéte a) vrchol h, b) néjakou poldrni bdzi h.
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4 (24.3). M&jme fo kvadratickou forma na R?® danou piedpisem fo(x1,x2,73) =
72 + 23179 + 27173 + 275 + 67273 + 3. Najdéte néjakou polarni bazi symetrické
bilinearni formy f vytvafejici fs, a rozhodnéte, zda existuje vektor v € R3, pro
ktery fa(v) < 0.

Nejprve uréime matici symetrické bilinearni formy f vzhledem ke kanonické bazi

1 1 1
[flks =11 2 3| apostupujeme naptiklad metodou II z prednésky, tj. upravu-
1 3 1

jeme posloupnosti symetrickych elementarnich tprav a rfadkové tpravy zazname-
navame.

1 11 1 00 1 0 1 1 00

1 2 3 01 0J~s0 1 2 -1 1 0] ~s

1 31 0 0 1 1 21 0 01

1 0 0 1 00 1 0 0 1 0 O
~s 0 1 2 -1 1 0)~s|0 1 O -1 1 0

02 0 -1 0 1 0 0 —4 1 -2 1

Protoze je prava ¢ast matice pravé matice transponovana k matici prechodu od

1 -1 1
polarni baze P ke kanonické bazi, tedy [Id|px, = [0 1 —2], mdme P =
0 0 1
1 0 0
((1,0,0),(-1,1,0),(1,—2,1)). Zaroven jsme zjistili, ze [f][p =10 1 0 |, proto
0 0 —4
f2((1,-2,1)) = —4, tedy vektor v € R3, pro ktery fa(v) < 0 existuje. O

Domaci tkol k 4.pisemce (prosim odevzdat do 7.4, ti, co za 4.pisemku
ziskali 3 body, dostanou 4. bod, spoéitaji-li spravné €ast a)): Méjme fo
kvadratickou forma na R* danou predpisem fo(x1,2,73,74) = —27109 — 27103 +
22174 + 23 + 4xox3 — 23074 — x% + 222, Oznacme f symetrickou bilinedrni formu
f wvytvdrejici fs.

a) Spocitejte signaturu f,

b) najdéte néjakou poldrni bazi f.

5 (31.3). Spocitejte signaturu symetrické bilinearni formy g na R* s matici [g]x, =
11 0 1
1 1 1 0 C s <
01 0 1 vzhledem ke kanonické bazi K4 a urcete vrchol g.
1010

Signaturu spo¢itdme napfiklad metodou II, tedy matici [g] x, upravime posloup-
nosti symetrickych tprav na diagonalni matici. Nejprve odecteme ¢tvry rfadek a
sloupec od druhého, poté odecteme od ¢tvrého radku a sloupce prvni a nakonec
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¢tvry tadek a sloupec pricteme ke tfetimu:

110 1 1 00 1 100 0 100 0
1110 0100 010 0 010 0
010 1]"™looo0 1] looo0o 1] oo 1 o0
1 010 1010 00 1 -1 000 —1

Vidime, ze na diagonale nalezené diagonalni matice jsou tii hodnoty kladné a jedna
zdpornd, proto ma g signaturu (0, 3,1). Protoze se na diagonéle této matice nevy-
skytuje nula, je vrchol trividlni, tedy V(g) = {0}. |

Domaci tkol k 5.pisemce (prosim odevzdat do 14.4, ti, co za 5.pi-
semku ziskali 3 body, dostanou 4. bod, spoéitaji-li spravné ¢ast a)): Méjme
M=(1,-1,1,1,1),(1,1,1,-1,1),(1,1,-1,1,1),(-1,1,1,1,1),(1,1,1,1,-1)) or-
tonormding bdzi skaldrniho soucinu g na rediném vektorovém prostoru RP.

a) Spocitejte g((1,0,0,0,0),(0,0,1,0,0)),

b) najdéte matici g zhledem ke kanonické bdzi.

6 (7.4). Uvazujme standardni skaldrni souc¢in - na redlném vektorovém prostoru R?.
OVéfte7 zZe je B = (%(1? 17 170)7 %(1a Oa _17 1)7 %(la _1707 _1)3 %(07 17 _15 _1)7
ortonormalni baze R* vzhledem k - a spocitejte soutadnice [(1,1,—1,2)]p.

Ozna¢me si vektory posloupnosti B = (b, bs, bs, bs). Nyni pfimocarym vypo-
Ctem zjistime, Ze b; - b; = §;;, ¢imz jsme ovérili, Zze B je ortonormalni posloupnost.
Tudiz je B linedrné nezavisla posloupnost délky 4 ve vektorovém prostoru dimenze
4, a proto jde o ortonormalni bazi R*.

Protoze pro kazdy vektor v € R* a ortonormalni bazi B plati [v]g = (b;-v,ba-
v,bs - v, by - v), spocitdme

(1717170)'(1117_172) (1+]‘_1):

_ b
V3

Sl
g%‘H

1 1

—(1,0,-1,1) - (1,1,-1,2) = —(14+1+2) = —,

7 ) ( )= 75 )=
L c0-0) (11,12 = La-1-2) = -2
\/g b » Yy P 9 - \/g - \/g?

1 1

—(0,1,-1,-1)-(1,1,-1,2) = —(14+1-2) = 0.

= ) ( )=l )

tedy [(1,1,-1,2)]p = %(1,4, —-2,0). O

Domaci tkol k 6.pisemce (prosim odevzdat do 21.4, ti, co za 6.pisemku
ziskali 3 body, dostanou 4. bod, spocitaji-li spravné &ast a)): UvaZujme
standardni skaldrni soucin - na redlném vektorovém prostoru R* a méjme vektory
u; = \/%(1,0, 1,3) up = %(1,2,4,0), auz =$(2,1,4,-2).

a) Dokazte, Ze je posloupnost (uy,uz,us) ortonormdlni a doprite ji na ortonor-
malni bazi M.

b) Spoéitejte soutadnice [(1,3,1,2)]ar a [(0,—1,1,1)]as.
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7 (14.4). Bud - standardni skalarni sou¢in na redlném vektorovém prostoru RP.
Najdéte néjakou ortonormélni béazi podprostoru V = ((1,0,1,1,-1), (2,3,1,0,1),
(1,2,-3,1,1)) a rozhodnéte, zda (—1,1,0,0,1) € V+.

Ozna¢me u; = (1,0,1,1,—-1), us = (2,3,1,0,1), uz = (1,2,-3,1, 1), Vytvorime
pomoc Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace ortonormalni posloupnost vy, va, vs,
pro kterou plati, Ze (vq1) = (u1), (vi,va) = (ur,us) a (vi,va, vs) = (ug, us, us).

(1,0,1,1,-1)
1. Vi = M(1,0,1,1, 1)H (1,0,1,1,—1).
2. Nejprve spocitame by = v1+(2,3,1,0,1) = 2 = 1. Ziskdme ortogonalizovany

vektor v = us —byvi = (2,3,1,0,1) — 1(1,0,1,1,-1) = £(3,6,1,-1,3),

proto vo = 2\ﬁ(3 6,1,—1,3).

3. Opét spocitdme skaldrni souciny ¢; = vy-(1,2,-3,1,1) = —% =—-1a
co = vo+(1,2,-3,1,1) = 2\1/“171 = g Potom Vi = us—c1 vy —ca vy =
(1,2,-3,1,1)+ 3(1,0,1,1,—-1) — (3,6,1,—1,3) = 1(3,2,—11,7,—1) Tedy
vy = 2=(3,2,-11,7,-1).

Tedy (1(1, 0,1,1,71),ﬁ(3,6,1,71,3),ﬁ(?;,?,—ll,?,fl))je hledan4 ortonor-
malni béze.

Kone¢né, protoze staéi spoéitat skalarni souéin u; -(—1,1,0,0,1) = —2 # 0 vi-
dime, ze (—1,1,0,0,1) & V*. O

Domaci tkol k 7.pisemce (prosim odevzdat do 28.4, ti, co za 7.pisemku
ziskali 3 body, dostanou 4. bod, spo¢itaji-li spravné &ast a)): UvaZujme
standardni skaldrni soucin - na redlném vektorovém prostoru R* a vektory u; =
(1,-1,-2,1), ue = (1,2,-5,-1), a us = (1,0,—3,2). Najdéte ortonormalni bdzi
(v1, Va2, Vs, vy) prostoru R*, aby

(a) (v1) = (u1), (v1,v2) = (u1,u2) a (vi,va,v3) = (ug, up, ug),

(b) <V1> = <U3>, <V17V2> <UQ,113> a <V17V2,V3> = <U1,112,U3>.

( 1.4). Uvazujme standardni skaldrni sou¢in na realném vektorovém prostoru
aU = {(2,1,2,-1), (1,0,1,1)). Najdéte vektor u € U a ut € U*, aby
( ,2,2,5) =u+ut,

Hledame takovou linearni kombinaci vektort z1 - (2,1,2, —1)+x2-(1,0,1,1), aby
byl vektor (—2,3,1,1) —z1-(2,1,2,—1) — x5 - (1,0,1, 1) kolmy na prostor U, tedy
na oba generujici vektory (2,1,2,—1), (1,0,1,1). Spoéitdme-li skalarni souciny

(23 1a27 _1) : (23 1327 _1) = 107 (27 132a _1) : (1703 ]-a 1) = 37

(1507 17 1) ! (17()’ 17 1) = 37 (27 1a2a 71) : (71’27255) = -

a (1,0,1,1) - (—1,2,2,5) = 6, dostaneme z této tvahu Gramovu matici soustavy,
kterou upravime:

10 3 -1 1 1 2 1 0 -1
3 3 6 7 0 -7 0 1 3 )
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Odtud jiz zjistime, ze 1 = —1 a x5 = 3, proto je ortogonalni projekce vektoru
(—1,2,2,5) na podprostor U vektor u = —(2,1,2,—-1)+3-(1,0,1,1) = (1,-1,1,4)
aut =(-1,2,2,5) - (1,-1,1,4) = (—2,3,1,1). O

Domaéci kol k 8.pisemce (prosim odevzdat do 5.5: Spoditejte ortogondlnt
projekei vektoru (1,1,4,—i) do podprostoru U = ((1 —4,1,0,1 4+ i), (1,—1,4,0))
komplexniho vektorovém prostoru C* se standardnim skaldrnim soucinem.

9 (28.4). Najdéte vSechna vlastni ¢isla a v8echny vlastni vektory matice A =
3

2 | nad télesem realnych cisel.

-1

L
NN O

Nejprve spocitdme charakteristicky polynom matice A, tedy det(A — AE) =
1—2A 0 3
22— 2 =1-MNA2=X-6)+3A+2)=-2+2\2+8)\ =
1 2 —1-A
—A(A 4+ 2)(A — 4). Dosazenim najdeme vlastni éisla 0, —2, 4. Déale hledame vlastni
vektory, tj. feSime homogenni soustavy rovnic s matici A — 0E, A +2E a A — 4E:

1 0 3 1 0 3
A-0E=1(2 2 2 |~|0 1 =2/,
1 2 -1 00 O

tedy ((—3,2,1),)\ {(0,0,0)} jsou vSechny vlastni vektory pFislusné vlastnimu éislu
0,

30 3 1 21
A+2E=(2 4 2|~]0 1 o],
1 21 000

tedy ((—1,0,1),)\ {(0,0,0)} jsou vSechny vlastni vektory pFislusné vlastnimu éislu

-3 0 3 -1 0 1 -1 0 1
A-4E=|12 -2 2 |~(0 -2 4 |~10 -1 2],
1 2 =5 0 2 -4 0 0 O

tedy ((1,2,1),) \ {(0,0,0)} jsou vSechny vlastni vektory piislusné vlastnimu éislu
4. O

Domaéci tkol k 9.pisemce (prosim odevzdat do 19.5, ti, co za 9.pisemku
ziskali 3 body, dostanou 4. bod, spoéitaji-li spravné €ast a)): Bud A =

nad télesem R.

a) Najdéte vsechna vlastni ¢isla A,
b) najdéte vsechny vlastni vektory A.
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1 2
nad Z7, pro niz je P~ AP diagonalni a spocitejte AS.

10 (5.5). Bud A = <3 2) matice nad télesem Z,. Najdéte reguldrni matici P

Nejprve spoéitame charakteristicky polynom det(A —AE) = (3—A)(2—\)—2 =
A2 4+ 2\ + 4 a dosazenim najdeme vlastni ¢sla 1 a 4. Nyni vyfesime-li soustavy s
maticemi A — 1E = (% ?) aA—4E = (613 ;) najdeme béazi B = ((1,6), (2, 1))
prostoru Z2 sloZenou z vlastnich vektorti matice A. Polozime-li nyni P = [Id|gx, =

1 2 (o 1 (10 o
<6 1>,dostavameP AP = (0 4).Konecne

6
6 ofl 0\ 51 o(1° 0\go1 (10
AP(O 4)P P(O g )P =PEP = ().
O

Domaéci tukol k 10.pisemce (prosim odevzdat do 19.5, ti, co za 10.pi-
semku ziskali 3 body, dostanou 4. bod, spoéitaji-li spravné ¢ast a)): Necht
P je endomorfismus na vektorovém prostoru R* nad télesem R dany predpisem
Y(x1, T2, 3, 74) = (T2 + 23+ T4, x1 + 23+ Ta, 1+ T2+ 24,21 + T2+ 23). Existuge-li,
nagjdéte

a) bdzi B, vici niZ ma endomorfismus 1 diagondlni matici a urcete [¢]g,

b) ortonormalni bdzi B, vici niZ ma endomorfismus ¢ diagondlni matici a urcete

[¥]5-



