1. ALGEBRY A PODALGEBRY

4.10.

Bud n ptirozené &islo a polozme Z,, = {0,1,...,n—1}. Definujme na Z,, bindrni

operace + a - piedpisem a + b = (a + b)modn a a - b = (a - b)modn, kde vlevo vzdy

uvazujeme standardni séitani a nasobeni celych ¢isel a modn znamend zbytek po
celociselném déleni hodnotou n.

1.1. Najdéte vSechny podalgebry algebry (Zs,+).

Pripomenme, ze podalgebrou rozumime jakoukoli neprazdnou podmnozinu P
mnoziny Zs, kterd je uzaviena na vSechny operace dané algebry, v daném ptipadé
tedy na jedinou operaci +. Déle pripomerime, ze neprazdny prunik podalgeber
je opét podalgebra, diky ¢emuz muzeme postupné uvazovat nejmensi podalgebry
(Z5, +) obsahujici podmnozinu G, které budeme znaéit (G) (resp. (g1, ..., gn) misto
({91,---,9n})) a nazyvat podalgebrami generovanymi mnozinou G.

Nejprve uvazime podalgebry generované jednoprvkovou mnozinou. Vsimnéme si,

v

ze
0 ={0}a(l)={L,1+1,1+1+1,1+14+1+1,14+1+1+1+1} =27

Nyni stac¢i nahlédnout, Zze souc¢tem b kopii prvku a dostaneme pravé hodnotu a - b
(samozfejmé s nasobenim modulo 5) a Ze umime pro kazdé a € {2,3,4} najit b,
jimz je pravé inverzni prvek v télese Zs, pro ktery a-b = 1. To znamena, ze 1 € (2),
1€(3)ale(4),aproto

Zs = (1) = (2) = 3) = (4).

Konec¢né, vSechny asponn dvouprvkové mnoziny uz zfejmé generuji celé Zs. Zjistili
jsme, Ze algebra (Zs,+) obsahuje pravé dvé podalgebry {0} a Zs. O

1.2. Najdéte v8echny podalgebry algebry (Zs, -).
Uvazujeme podobné jako v predchozi tloze. Nejprve vidime, ze

0y ={0}, (1)=A{1}, (2)={2,43,1}, (3)={3,4,2,1}, (4)={4,1}.

Snadno nahlédneme, Ze pro podlagbery (a,b), kde a # 0 # b, bud (a,b) = (a) nebo
(a,b) = (b), a {a,0) = {(a) U {0}. Koneéné t¥igenerované podalgebry zadné nové
priklady zrejmé nedaji, tedy

{0},{1},{0,1},{1,4},{0,1,4},{1,2,3,4},Zs

jsou pravé vsechny podalgebry (Zs, ). O

1.3. Najdéte vSechny podalgebry algebry (Zs, +, -, 0).

Tentokrat bud vezmem prinik systému podalgeber z tloh 1.1, 1.2 a vSimneme si,
Ze obé podmnoziny obsahuji 0 nebo uvazime, ze nasobeni i 0 dostaneme iterovanim
s¢itdni (u nuly pravé pétkrat), tedy hledany systém vSech podalgeber je totoZny s
nalezenym systémem v tloze 1.1. O

1.4. Najdéte vSechny podalgebry algebry (Zi9, +,0).
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Postupujeme jako v 1.1. Snadno si opét uvédomime, ze (0) = {0}, kazda pod-
lagebra algebry (Zio, +,0) musi obsahovat 0 a dale, ze

<1> = <3> = <7> = <9> = Zyo, <2> = <4> = <6> = <8> = {0’2v45678}7 <5> = {075}
Pripomenme, Ze pomoci Eukleidova algoritmu umime pro kazdé dvé kladné celd
¢isla a, b najit celd ¢isla u a v, aby NSD(a, b) = ua+vb a odtud snadno nahlédneme,
ze {(a,b) = (NSD(a, b)). To ovSem znamend, ze {0}, {0,5}, {0,2,4,6,8} a Z1¢ jsou
pravé vsechny podalgebry algebry (Zg, +,0). O

11.10.

Vsimném se, ze bychom tvahou z pfedchozi tlohy uméli dokézat, ze pro kazdou
podalgebru P algebry (Z,,, +) existje takové a € Z,,, pro néz P = (a). Protoze bude
pozorovani pozdé€ji dokdzano na prednasce, upustime pro tento okamzik od dikazu
a vezmeme ho jako fakt.

V nasledujicim textu budeme nejvétsiho spole¢ného délitele Cisel ag a a; znacit
NSD((Z(), (ll)

1.5. Dokazte, ze pro kazdé a € Z,, existuje takové k, ze bud k/n nebo k = 0 a
(a) = (k).

Pfedné poznamenejme, ze pro a = 0 vezmeme k = 0. Predpokladejme, ze k > 0,
a polozme k = NSD(a,b). Protoze k/a, mame a € (k), a tedy (a) C (k), protoze
(a) je nejmensi podalgebra vzhledem k inkluzi obsahujici prvek a a o podalgebie
(k) jsme ukézali, ze prvek a rovnéz obsahuje. Eukleidiiv algoritmus ndm zajistuje
existenci celych ¢isel u a v, pro néz k = NSD(a, n) = ua + vn, navic mizeme vzit u
kladné, proto k = (u - a)modn € (a). Dostali jsme i druhou inkluzi (k) C (a), tudiz
(a) = (k). O

1.6. Najdéte vSechny podalgebry algebry (Zi5,+, ).

Predchozi tvahy nam fikaji, Ze se staci omezit na podmnoziny uzaviené na +
(viz 1.3) a hledané podalgebry jsou tvaru (k) = kZ5 = {k - x| x € Zy5,;,} pro k/n
nebo k =0 (viz 1.4 a 1.5). To znamena, ze

0Z,5 = {0}, 5Zy5 = {0,5,10}, 3Zy5 = {0,3,6,9,12}, 1Z5 = Zy5
jsou pravé vSechny podalgebry algebry (Z15, +, ). O

1.7. Kolik existuje podalgeber algebry (Z1190, +)-

Uvazili jsme, ze pro kazdy délitel ¢isla 1100 existuje pravé jedna podalgebra
algebry (Z1100,+). Protoze 1100 = 22 .52 . 11!, mame pravé 3 -3 -2 = 18 jeho
deéliteld, tedy algebra (Zi100,+) obsahuje 18 podalgeber. O

1.8. Najdéte vSechny podalgebry algebry (Zg,1).

Jediny pozadavek, ktery tentokrat klademe na podalgebru, je, aby slo o mnozinu
obsahujici prvek 1, snadno nahlédneme, ze takovych mnozin mame k dispozici praveé
2% = 32. O

Necht ag > a; jsou dvé pfirozena ¢isla. Pripomenime Eukleidiv algoritmus hle-
dani nejvétsiho spoleéného délitele c¢isel ag a ap:
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Zname-li a;_1 a a; spocteme a;+1 = (a;—1)mod a;. Tedy vime, Ze existuje takové
g € N Ze a;—1 = q;a; + a;4+1 & a;41 < a;. Algoritmus skon¢i, kdyz a1 = 0, potom
a, = NSD(ag, a1).

1.9. Najdéte pomoci Eukleidova algoritmu nejvétsi spoleény délitel ¢isel 72 a 93.
Najdéte dale takova celd ¢isla x a y, aby NSD(72,93) = 2.72 + 3.93.

Prvni ¢ast tkolu je snadné, sepiSme si i jakym zptisobem jednotlivé zbytky po
celociselném déleni ziskame:

apg = 93,

a; = 72,

as =93 —72 =21,

a3 ="72—-321=09,

ay =21 —3.9=3=NSD(93,72)

as = 0.

Druhou c¢ast tlohy vyfesime rovnéz pomoci Eukleidova algoritmu, staci si uve-
domit, ze kazdé z c¢isel a;41 dostaneme jako celociselnou linedrni kombinaci dvou
predchozich hodnot a;_; a a;. Jednoduchou indukéni tivahou zjistime, ze kazdé ¢islo
a;+1 je celociselnou linearni kombinaci hodnot ag a a;. Konkrétné:

as =93 —72 =21,

a3 =9=72-3.21="72-3.(93—72) =4.72 — 3.93,

ay =3 =NSD(93,72) =21 — 2.9 = (93 — 72) — 2.(4.72 — 3.93) = 7.93 — 9.72.

Zjistili jsme, ze x = —9ay ="17. O

1.10. Najdéte cela Cisla x a y tak, aby .18 + y.25 = 1.

Protoze NSD(18,25) = 1, zaru¢uje ndm Eukleidiv algoritmus existenci pozado-
vanych Cisel x,y € Z a tento algoritmus pouzijeme podobné jako v predchozi tloze
i k jejich nalezeni:

apg = 25,

ay = 18,

as =7=25—-18,

a3 =4=18-2-7T=18—-2-(25—-18) =3-18 —2-25,

a,=3=7-4=25—-18—(3-18—2-25)=3-25—4-18,

a5 =NSD(25,18) =1=4—-3=3-18—2-25—(3-25—4-18) =7-18—5-25. O

18.10.

1.11. Najdéte celociselné feSeni rovnice x - 18 + y - 25 = 10.
Vynasobime-li jiz vyfeSenou rovnici 7-18 —5-25 = 1 desitkou, okamzité vidime,
Zerovniciz - 18 +y-25=10feSiz =10-7=T70ay = —5-10 = —50. (]
Definujme nyni pro kazdé k € Zgi7 zobrazeni f : Zoy7 — Zoir ppredpisem
fi(z) = (k- )mod217.

1.12. Rozhodnéte, zda existuje x € Za17, aby fi(z) = 11, jestlize a) k = 100, b)
k = 98. Existuje-li fesSeni, najdéte ho a rozhodnéte, zda je urceno jednoznacné.

a) Hleddme x € Za;7, pro které existuje y € Z spliiujici podminku 100z +217y =
11. Diky Eukleidovu algoritmu a faktu, Ze NSD(100,217) = 1 dokonce vime, Ze lze
vyfesit rovnici 100z + 217y = ¢ opro kazdé ¢ € Zsy7, tedy zobrazeni figy je na



celou mnozinu Zsy17. ProtoZze ovSem zobrazuje koneénou mnozinu do sebe, musi jit
i o prosté zobrazeni, tedy existuje pr8v2 jedno feSeni vztahu fi9o(z) = 11. Zbyva
ho najit stejnou cestou jako v pfedchozi tloze:
17 =217 -2 - 100,
15=100—-5-17=100—-5- (217 —2-100) = 11-100 — 5 - 217,
2=17-15=217-2-100— (11-100 — 5-217) = 6 - 217 — 13 - 100,
1=15—-7-2=11-100—5-217—7-(6-217 — 13- 100) = 102 - 100 — 47 - 217.
Proto 11-102-100—11-47-217 = 11, tedy « = (11-102)mod217 = 37. VSimnéme
si, ze z druhého a tfetiho kroku Eukleidova algoritmu jsme pfimo mohli dostat

11=15-2.-2=11-100—5-217—2-(6-217 — 13 -100) = 37 - 100 — 17 - 217.

b) Tentokrat se ptame, zda existuje = € Zo17 a y € Z, pro néz 98z + 217y = 11.
Protoze 7 déli 98 1 217, muselo by 7 délit také ¢islo 11, coz neni pravda, proto takové
T neexistuje. O

1.13. Rozhodnéte, zda existuje a zda je urdeno jednoznacéné x € Zoy7, aby fog(x) =
21.

Uvazujem stejné jako v predchozi tloze. Hledame tedy = € Zsi17 a y € Z, pro
néz 98x + 217y = 21. Protoze NSD(98,217) = 7 déli 21 zarucuje ndm Eukleidiv
algoritmus opét existenci feseni. Konkrétné hned v prvnim kroku zjistime, ze 21 =
217 — 2 - 98, tedy z = (—2)mod217 = 215. Navic (98 - 31)mod217 = 0, proto
x = —2+ 31 =29 také fesi fos(z) = 21. |

1.14. Rozhodnéte, pro ktera k je zobrazeni fi, homomorfismem a) algebry (Za17, +)
do sebe b) algebry (Za17,+,+) do sebe, kde uvazujeme operace modulo 217.

a) Snadno nahlédneme, e pro kazdé a,b € Za7
fe(a+b) = ((a+b)  k)mod217 = (a -k + b k)mod217 = fi(a) + fi(b),

tedy fr je homomorfismus pro vSechna k € Zo17.

b) Pravé jsme ovérili, Ze vzhledem k prvni operaci je zobrazeni fj slucitelné
pro vSechna k. Déle je zjevné splnéna podminka fi(a-b) = a-b = fi(a)- f1(b) a
fola-b) =0 = fo(a)" fo(b). Konetns jakmile k = fi(1-1) = fu(1) - fi(1) = k - k.
tedy musi 217/k2 — k. Snadno ovSem nahlédneme, Ze to plati pouze pro k = 0 nebo
k = 1. Tedy jsme zjistili, Ze fy je homomorfismus algebry (Zs17,+, ) do sebe pouze
pro k € {0,1}.

O

Uvazujme v dalsim mnozinu A = {a,b,c} s bindrnimi operacemi o a x danymi
tabulkami:

6o T o
Q0O P
>~ >0
o o9 0
O T o
o o9 W
2 o >
>~ o 6

1.15. Najdéte vSechny podalgebry algebry (A, o).



Pfedné si uvédomme, Ze celd nosnd mnozina A je podalgebrou kazdé algebry
(s nosnou mnozinou A). Déle budeme postupné probirat podalgebry podle poctu
prvki.

Je-li {z} jednoprvkovd podalgebra A, zfejmé musi platit z o x = z, protoze
mnozina {x} mé byt uzaviend na operaci o. Snadno z tabulky vyéeme, Ze takovou
vlastnost (mluvime o idempotenci) splituje pouze prvek c. Tedy méme pravé jednu
jednoprvkovou podalgebru c algebry A(o).

Daéle uvazme, které z dvou prvkovych podmnozin {a,b}, {a,c} a {b,c} jsou po-
dalgebry. Zjevné podalgebra obsahujici prvek a uz musi obsahovat i prvek ¢ = aoa,
tedy {a,b} neni podalgebrou. Podobné podalgebra obsahujici prvkek b musi ob-
sahovat 1 prvek a = bo b, tedy ani {b,c} neni podalgebrou. Kone¢né z tabulky
vidime, Ze mnozina {a,c} = (a) je uzavfend na operaci o, tedy {a,c} je jedinou
dvouprvkovou podalgebra algebry (A, o).

Dostévame systém vSech podalgeber: {c}, {a,c}, {a,b,c}. O

1.16. Najdéte vSechny podalgebry algebry (A, o, a), kde a ozna¢uje nuldrni operaci
vyznacujici prvek a.

V pfedchozi tiloze jsme nasli vSechny podmnoZiny mnoziny A uzaviené na operaci
o, z nichz potfebujeme nyni vybrat podmnoziny uzaviené na nularni operaci a, tedy
praveé ty, které obsahuji prvek a. Podalgebry algebry (A, o, a) jsou tedy zfejmé pravé
mnoziny {a, c}, {a,b,c}. O

1.17. Najdéte vSechny podalgebry algebry (A, o,x).

Tentokrat vybirame ze systému mnozin uzavienych na operaci o ty, které jsou
navic uzaviené na x. Protoze ¢ x ¢ = b, zbyva ndm pouze mnoZzina A. (I

Dalsi alohy
(1) Najdéte vSechny podalgebry a kongruence algebry C' = {a,b,c,d,e, f} s
jednou binarni operaci danou predpisem = ® y = x.
(2) Uvazujme mnoZinu Z, s unarni operaci * definovanou piedpisem a® =
(a+1)mod n. Popiste viechny podalgebry a viechny kongruence na Z, (*).
(3) Najdéte vSechna celociselnd feSeni rovnice 324 - 2 + 88 - y = ¢ postupné pro
c=0,2,88,—4,—-88.
(4) Najdéte vSechna celo¢iselna Feseni rovnice 15 -z — 44 - y = ¢ postupné pro
c=1,2,-2.
) Najdéte (vSechna) celo¢iselnd FeSeni rovnice 15 -+ 18-y +10- 2z = 1.
) Spocitejte v télese Zgz hodnoty 15! a (371 +6-5371)7L.
) Vyfeste v télese Zgy rovnici 771 -z = 5171
) Ovéite, ze Eukleidiv algoritmus pracuje spravné.



