26.4.

5. DIAGONALIZOVATELNOST A JORDANUV NORMALN{ TVAR

5.1. Rozhodnéte, zda existuje baze, a existuje-li nejdéte ji, vii¢i niz ma endomor-
fismus ¢ diagondlni matici, jestlize

(a) ¢ je endomorfismus na R? s matici [p]k, = <g Z) vzhledem ke kanonické
béazi KQ,
(b) ¢ je endomorfismus na R? dany ptedpisem ¢(z,y,2) = (z + 2y + 2,27 —
Y+ 2z, —2y),
3 11
(¢) ¢ je endomorfismus na Z2 s matici [p]x, = [ 1 3 1| vzhledem ke kano-
1 1 3

nické bazi K3
(d) ¢ je endomorfismus na C* dany ptedpisem
o(r1,29,23,24) = (T1,21 + Ta, 1 + T2 + 3,21 + T2 + T3 + T4).

(a) Uvazime-li, Ze madme dvé rizné vlastni ¢isla endomorfismu na prostoru di-
menze 2, vime, ze jde o diagonalizovatelny endomorfismus. V tloze 4.1 jsme nasgli
dvé rtzné vlastni ¢isla a jim pfislusné vlastni vektory, vezmem-li posloupnost slo-
zenou z jednoho vlastniho vektoru prislusného ke kazdému vlastnimu ¢islu M =
((=2,1),(1,2)) (Ze to muselo nastat nam fika napiiklad Véta 17.8), snadno nahléd-

0 7
(b) V piikladu 4.3 jsme nasli vlastni ¢isla 0, 1 a —1 endomorfismu ¢ i jeho
vlastni vektory ((1,0,—1)) \ {0}, ((3,1,-2)) \ {0} a ((—2,1,2)) \ {0}. Tedy diky
Vété 17.8 je posloupnost B = ((—2,1,2),(1,0,—1),(3,1,—2)) tvofend vlastnimi
vektory prislusnymi rtiznym vlastnim c¢islim linedrné nezavisla. Proto je B baze

e . . ; 2
neme, 7e dostaneme béazi R?. Zfejmé piitom plati [p]y = ( 0).

10 0
RPa[pls= [0 0 0
0 0 -1
(c) Obvyklym zptsobem uréime vlastni ¢isla o (@) = {0, 2}, napfiklad jako kofeny
3—A 1 1
charakteristického polynomu p(\) = det 1 3—A 1 =43 + 4N + 0\
1 1 3—2A

Spocitame-li feSeni homogenni soustavy rovnic s matici [¢]|k, — AE, zjistime, Ze
((4,1,0),(4,0,1)) \ {0} jsou v8echny vlastni vektory pfislusné vlastnimu éislu 2
a ((1,1,1)) \ {0} jsou v8echny vlastni vektory pfislusné vlastnimu ¢islu 0, proto

2 0 0
C =((4,1,0),(4,0,1),(1,1,1)) je baze Z2 a plati, 7e [p]c = [0 2 0
0 0 0
10 00
” . .. 11 00 C .
(d) Ur¢ime-li matici [p]k, = 1110 vzhledem ke kanonické bazi Ky,
11 11

okamzité vidime, ze 1 je jediné vlastni ¢islo endomorfismu . Pro néj najdeme
oviem jen jednodimenziondlni mnozinu vlastnich vektord ((0,0,0,1)) \ {0}, tedy z
25
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vlastnich vektortl nemtiZeme sestavit bazi C*. Proto neexistuje baze vii¢i niz ma
endomorfismus ¢ diagonélni matici. d

5.2. Rozhodnéte, zda je matice A podobna diagondlni, a existuje-li nejdéte regu-
larni takovou matici P aby P~' AP byla diagondlni, jestlize

4 0 2
(a) A=14 1 1] nad télesem Zs,
2 0 4

(b) A= (2 :1) nad télesem R,

(c) A= (; _D nad télesem C,

(d) A= (é f) nad télesem C.

(a) Predné pfipomenme, 7e jsme v piikladu 4.2 nagli linedrné nezdvislou posloup-
nost B = ((1,0,1), (0,1,0), (1, 3,4)) sloZenou z vlastnich vektort. Interpretujeme-li
matici A jako matici endomorfismu ¢ zhledem ke kanonické bazi a vezmeme-li
matici prechodu P = [Id]gk,, pak vidime, ze P~'AP = [Id]k,B[¢]k,:[Id]BK, =

1 00 1 01
[ple =0 1 0]. Tedy zjistili jsme, ze P = [Id]px, = [0 1 3
0 0 2 1 0 4

26.4.

(b), (¢) Obvyklym zptisobem spoéitame charakteristicky polynom det(A—AE) =
A2 + 1. Vidime, 7e nad télesem R tento polynom 7adny kofen nem4, tedy A neni
nad R podobna diagonélni (ani jiné Jordanové) matici, zatimco nad télesem C

2 -1 —1
Zbyva spocitat komplexni vlastni vektory, pro vlastni ¢islo ¢ dostavame napriklad
vlastni vektor (1,1 — i) a pro vlastni ¢islo —i zvolime vlastni vektor (1,1 + ).
Sepiseme-li bazi slozenou z vlastnich vektori do sloupcti matice, obdrzime hledanou

.. 1 1
matici P = <1+i 12.).

(d) Matice A je Jordanova matice, tedy je sama svym Jordanovym normélnim
tvarem. Podle Véty 18.22(i) je Jordaniv normdlni tvar urcen jednoznaéné az na
poradi Jordanovych bunék, tedy nemtize byt podobny diagondlni matici, kterd je
ziejmé rovnéz Jordanova. O

. o , P . 1 -1 0
najdeme dvé komplexni vlastni ¢isla ¢ a —i, proto ~ (é .

5.3. Spocitejte A20, jestlize

4 0 2
(a) A=1|4 1 1] nadZs,
2 0 4
1 2 1
(b)y A=[2 —1 2] nad télesem R,
0 -2 0

Uvazime, ze P"1A"P = (P"'AP)" pro libovolnou regularni matici P, tedy
A" =P(P'AP)"P .
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(a) VyuZijeme-li hodnot spocitanych v 5.2(a), dostdvime

10 1\ /12 0o o0\ /1 0 1\ " 10 0
A =(0 1 3 0 12 9 0 1 3 =PEP'={0 1 0
1 0 4 0 0 22 1 0 4 0 0 1
(b) Vyuzijeme-li hodnoty spocitané v tloze 4.3 a polozime P = [Id|gk, =
-2 1 3 1 0 0
1 0 1 |,pakP'A"P=[¢lp=|0 0 0 |, proto
2 -1 -2 0 0 -1
2 1 3 10 o\"/=2 1 3\ '
A =1 o0 1 00 0 1 0 1 =
2 -1 -2/ \0 0 -1 —-1 -2
1 00 5 -2 5
=P|(0 0 0JP'=A%2=[0 1 0
00 1 -4 2 -4
O
e (5 3 (11 (20 . .
5.4. Bud M = <_3 _1>, N = <_1 3>, K = <3 1) matice nad télesem

redlnych ¢isel.
(a) Spocitejte vlastni ¢isla a vlastni vektory matic M, N a K,

(b) existuje-li, najdéte Jordaniv normalni tvar matic M, N a K,
(c) rozhodnéte, které dvojice matic M, N a K jsou podobné.

(a) Obvyklym zpiisobem snadno zjistime, 7e charakteristicky polynom matice
M a N je (A — 2)? a charakteristicky polynom matice K je (A — 2)(A — 1), proto
o(M) = {2},0(N) = {2} ao(K) = {1, 2}. Nyni vyfesime homogeni soustavy rovnic

. 33 -1 Y
smatlcemlM—QE—<3 3>=N_2E_<1 1>’K_1E_<3 0>aK—

2E = <g 02>. Tedy mnozina vlastnich vektort matice M je ((1,—1)) \ {(0,0)},
mnozina vlastnich vektort matice N je ((1,1))\{(0,0)} a mnozina vlastnich vektori
matice K je ((0,1)) U {(2,3)) \ {(0,0)}.

(b) Poznamenejme, 7e se charakteristické polynomy v8ech t¥i matic rozkladaji
na soucin kotenovych ¢initeld, proto podle Véty 17.8 vechny matice maji Jordantiv
normalni tvar.

Ziejmé ma Jordaniv normdélni tvar matice na diagonéle pravé hodnoty spektra
a nad diagondlou nuly nebo jednicky. Pfitom rizné vlastni ¢isla urcuji rizné Jor-
danovy bunky, proto je matice K diagonalizovatelnd, a tudiz podobna Jordanové

matici ((2) (1)> Matice M i N mohou byt podobné pouze Jordanovym maticim

2 2 1
<0 g) nebo <0 2) , Podobnost s prvni z nich by ovéem znamenala, Ze je matice

M & N diagonalizovatelnd, zatimco v (a) jsme zjistili, ze vlastni vektory ani ma-
tice M ani matice N netvori bazi, tedy matice diagonalizovatelné nejsou. Tedy je

L . . (o 1y 2 1
Jordantv kanonicky tvar matice M i N roven pravé Jordanové bunce (0 2).
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(c) Vime, Ze dvé podobné matice maji nutné stejné spektra, tedy matice K neni

podobna matici M ani N. Na druhou stranu, dvé matice se stejnym Jordanovym
kanonickym tvarem jsou podobné, tedy M ~ N O

5.5. Existuje-li, najdéte Jordantv normdlni tvar a zjistéte, zda jsou si nad télesem

-1 3 2 4 3 1
racionalnich ¢isel podobné, matice A= -1 1 1JaB=|-3 -2 -1
-2 3 3 0 0 1

U obou matic snadno zjistime, ze det(A — AE) = det(B — AE) = —\3 4+ 3)\2 —
3A+1=(1-X)? Obeé tedy maji vlastni ¢islo 1 nasobnosti 3, proto musi byt podle
Vét 17.8 a 18.22(i) podobné jedné z nésledujicich matic v Jordanové normélnim
tvaru:

)

1 10 1 1 0
J2 - 0 1 0 s .]3 = 0 1 1
0 0 1 0 0 1
To znamend, 7e existuji reguldrni matice P4, a Pp a indexy is a ig, pro néz
Ji, =P, AP, a J;, = P'BPg. Déle si viimnéme, 7e pro kazdé A plati
le(A - AE)PA - P;lAPA — AP;lEPA = ‘]iA — AE

Zvolime-li za A vlastni c¢islo 1, vidime, ze matice A — 1E a J;, — 1E se lisi jen
vyndsobenim zprava a zleva reguldrni matici, proto musi mit stejnou hodnost.

0 0 0
Pfitom snadno nahlédneme, 7ze h(J; —E) = A([{0 0 0]|) = 0, h(J» — E) =
0 0 0
0 1 0 0 1 0
h(10 0 0]) =1ahJ3—E) =h([0 0 1]) = 2, tedy zbyva spocitat
0 0 0 0 0 0

h(A —E) =2 a h(B — E) = 1. Matice A nutné podobna Jordanové matici J3
a matice B je podobna Jordanové matici Jo. Z Véty 18.22(i) potom plyne, Ze ma-
tice Jo a J3 nejsou podobné, proto nejsou podobné ani matice A a B. O

2 00
5.6. Existuje-li, najdéte Jordaniv normadlni tvar matice D = [1 2 0| nad
4 3 2

télesem Zs.

Protoze je matice D dolni trojihelnikova, okamzité dostaneme jeji charakte-
risticky polynom (2 — )2, tedy diky Vété 17.8 vime, #e Jordantv normdlni tvar
matice D existuje. Postupujeme-li stejné jako v tloze 5.5, zjistime, 7e h(D — 2E) =

000 2 1 0
h([1 0 0])=2,aprotoD~ [0 2 1]. m
4 3 0 00 2

3.5.

5.7. Najdéte reguldrni matici P nad télesem redlnych cisel, pro kterou plati, ze

e (35 5)e= ()
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Vyuzijeme tdaje, které jsme o matici M = (53 31> zjistili v 5.4.

Ozna¢me ¢ endomorfismus na prostoru R? s matici [¢]x, = M vzhledem ke
kanonické bazi. Podobné jako u loh tykajicich se diagonalizovatelnosti mtzeme
problém pievést na otdzku nalezeni bidze B = (vi,v3y) viéi niz bude mit matice

N . 2 1 « .
endomorfismu ¢ Jordaniv kanonicky tvar, tj [¢|p = (0 2). To ovSem znamen4,

7e p(vy) = 2vy a p(va) = vy +2va. Odtud okamZité vidime, Ze vektor vy je pravé

vlastnim vektorem matice M, zvolme napiiklad vektor (1, —1) a druhy vektor v

dostaneme jako feseni nehomogenni soustavy rovnic (M — 2E) vl = vI s matici

<33 733 11>. Vidime, Ze soustavu fesi napiiklad vektor (%,0), nasli jsme
1
tak hledanou matici P = [Id]pk, = <11 8) 0O
1 1 2 -2 3 2
5.8. Mé¢jme komplexni maticeG=| 1 -2 1 |, H=|-1 0 1
-1 -2 =2 -2 3 2

(a) Najdéte Jordaniiv normélni tvar matic G a H,

(b) spocitejte G5,

c) existuje-li, najdéte p¥irozené n, pro které =0.
istuje-li, najdéte pii e které H” = 0

(a) Opét nejprve spocitame charakteristické polynomy det(G — AE) = —(A+1)?
adet(H — AE) = —\3, tedy 0(G) = {—1,—1,—1} a o(H) = {0,0,0}. Nyni stejné
jako v 5.5 vyuZijeme pozorovani, Ze pro dvé podobné matice h(A —AE) = h(B—\E)
A a B plati, 7e h(A — AE) = h(B — AE) pro kazda skalar A, specidlné pro vlastni
¢isla. Protoze h(G + E) = 2 a h(H) = 2, dostavame

01 0
G~| 0 -1 1], H~|[O0O 0 1
0 0o -1 0 0 0

(b) Zname-li Jordantiv normdlni tvar J matice G a spoc¢itdme-li regularni matici
P, pro kterou G = PJP~! G = PJ*°P~!, zbyde ndm proto urcit J°°.

Matici P spocitame stejnym zptisobem jako v 5.7. Tedy hledame nejdiiv vlastni
vektor vy, tj. vyfesime homogenni soustavu rovnic s matici G + E a poté fesime
nehomogenni soustavy rovnic (G + E) vl =v] a (G+E)v] = vl (A+E)v3=v2,
tedy postupné hleddme feSeni soustav s maticemi:

2 1 2 0 2 1 2 1 2 1 2 %
1 -1 1 0], 1 -1 1 01, 1 -1 1 3
-1 -2 -1 0 -1 -2 -1 -1 -1 -2 -1 0
Spocitali jsme, 7ze naptiklad vi = (1,0,—-1), vo = %(1, 1,0)avs = %(2, —1,0). Tyto
1 1 2
9
vektory sepiSeme do matice prechodu P = | 0 g %1 od kanonické bazi k bazi
-1 0 0

0
(vi,Vva,v3) a obvyklym zptisobem uréime inverzni matici P~1 = [ 1 2 1
3
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1
Déle uré¢ime podobné jako v 5.3(c) hodnotu J?0 = 0 (—1)°0  — (7
0 0 (—1)30
Koneé¢né zbyva dopocitat G = PJ°P~1 =
1 % 2 1 =50 1225\ /0 0 -1 3576  —3725 3575
(o I ZL)fo 1 —s0)|{1 2 1= -50 51 —50
-1 0 0 0 O 1 3 -3 3 —3625 3775 3624
(c) Uvazujeme stejné jako v (b), tedy uvédomime si, 7e existuje regularni matice
0 1 0\" 01 0\’
Q,proktero H*=Q |0 0 1] Q7! stadi nahlédnout,7e [0 0 1 #0a
0 00 0 00
0 1 0\°
0 0 1] =0, tedy hledané minimdlni n = 3. O
0 00

6. PROJEKTIVNf PROSTORY

6.1. Spocitejte pocet viech geometrickych bodi projektivniho prostoru Ps(Z3).

Staci si uvédomit, ze projektivni prostor Ps(Z3) je tvoren pravé viemi primkami
(tj. jednodimenzionalnimi podprostory) vektorového prostoru. Kazda primka je ge-
nerovana nenulovym vektorem a nad télesem Zs obsahuje pravé 4 nenulové vektory,
proto
5% —1

= 156.
5—-1

|Ps(Z5)] = [{{v)| v €Z3\{0}}| =
O

6.2. Rozhodnéte, zda existuje podprostor projektivniho prostoru Pyg(Vigo) nad Zs,
které ma 1, 2, 8, 31 ¢i 40 prvk.

Obdobnou uvahou jako v pfedchozi Gloze si rozmyslime, Ze projektivni podpro-
stor dimenze k, tj. vektorovy prostor V' dimenze k+1 nad télesem Z5 obsahuje pravé
% = Zf:o 5¢ geometrickych bodt. Neprazdny podprostor projektivniho prostoru
Pyg(Vigo) tedy muZe byt tvaru Py (Vi) pro ¢isla k = 0,1,...,99, tedy miZe mit
postupné 1, 6, 31, 156, ... prvkt. Podprostor projektivniho prostoru Pyg(Vigg) 0
2, 8 ani o 40 prvcich tedy neexistuje, zatimco podprostory o 1 a 31 =145+ 25

prvcich existuji. O
6.3. Najdéte v8echny geometrické body podoprostoru P(U) projektivniho prostoru
P3(Z%), kde U = (v1,v2) pro dvojici linedrné nezéavislych vektorti vy, vs.
Potiebujeme vypsat vSech Sest pfimek lezicich v podprostoru U, vidime tedy, ze
P (U) ={{v)| veU\{0}} =
= {(v1), (va), (vi + va), (Vi +2v3), (v1 +3Vva), (v +4 va) }.

10.5.
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6.4. Najdéte ngjakou geometrickou bazi projektivniho prostoru Ps(Z32).

Potfebujeme najit takovou pétici geometrickych, aby zadna jejich ¢tverice nele-
zela v jedné nadroviné, tj. aby kazda ¢tverice aritmetickych zastupct geometrickych
bodi byla linearné nezavisla. Podle Véty 21.9 staci vzit libovolnou bazi vektorového
prostoru Z32 a jako paty aritmeticky zdstupce vzit jejich soucet.

Geometrickou bazi tvoii napiiklad pétice {((1,0,0,0)),((0,1,0,0),((0,0,1,0),
((0,0,0,1),((1,1,1,1))}. O

6.5. Rozhodnéte, zda mnozina geometrickych bodu ((1,2,3)), ((1,2,0)), (4,4, 3)),
((4,2,0)) tvori geometrickou bézi projektivniho prostoru Py (Z3).

V predchozim piikladu jsme si rozmysleli, 7e staci zjistit, zda je (1,2, 3), (1,2,0)
(4,4, 3) linedrné nezavisla, a tedy baze Z3, a zda viechny soufadnice vektoru (4, 2,0
vzhledem k této bazi jsou nenulové. Snadno zjistime, 7ze B = ((1,2, 3), (1,2,0), (4,4,
tvori bazi a {(4,2,0)}s = (1,2,4). Tedy ((1,2,3)), ((1,2,0)), {((4,4,3)), ((4,2,0)
je geometrickou bazi P (Z3).

)

~ o — =

O

6.6. Rozhodnéte, zda je zobrazeni K projektivniho prostoru Py (Z2) do sebe dané

2 1 2
predpisem K ({(u)) = (u A) kolineaci, jestlize A = |3 4 1
2 20

Podle definice kolinedrniho zobrazeni ndm stac¢i zjistit, zda je tvaru K((u)) =
(¢(u)) pro néjaky prosty homomorfismus ¢. Jak snadno ovéfime, matice A je regu-
14rni, proto uréuje pravé pozadovany prosty endomorfismus ¢ s matici [p]x, = AT.

O

6.7. Existuje-li néjaka kolineace H projektivniho prostoru Py(Z2), pro niz plati,
ze H(((1,0,0))) = ((1,2,3)), H({(0,1,0))) = ((1,2,0)), H({(0,0,1))) = ((4,4,3)),
H({(1,1,1))) = ((4,2,0)), najdéte endomorfismus 1, ktery ji uréuje, tj. plati, Ze
H((u)) = ((u))

Pfedné poznamenejme, Ze jsme o mnoZiné geometrickych bodu ((1, 2, 3)), ((1, 2,0)),
(4,4,3)), ((4,2,0)) ukézali, ze jde o geometrickou bazi. Z¥ejmeé je geometrickou bézi
i mnozina (e1), (es), (es), ((1,1,1)). Proto podle Véty 21.14 (jednozna¢né urcena)
kolineace H rozsitujici bijekci geometrické baze na geometrickou bazi existuje.

Pro jeji nalezeni budeme postupovat stejné jako v dikaze Véty 21.14. Najdeme
takové aritmetické reprezentanty obou geometrickyh bazi, aby byl posledni vek-
tor pravé souttem vSech vektori piedchozich. Vektory eq, e, ez, (1,1,1) jsme
tak pfimo volili, tudiz zbyva najit soufadnice vektoru (4,2,0) vici bazi B =
((1,2,3),(1,2,0),(4,4,3)). Uz jsme spocitali, ze {(4,2,0)}s = (1,2,4), proto de-
finujme homomorfismus ¢ predpisem t(e;) = 1-(1,2,3), ¥(e2) = 2-(1,2,0) a
Y(es) =4-(4,4,3). Nyni miZeme endomorfismus popsat pomoci matice vzhledem

1 2 1
ke kanonické bazim [¢]k, = 4 O
0

s 2 1
3 2
6.8. Rozhodnéte, zda existuje kolinedrni zobrazeni L z projektivniho prostoru
P (R?),
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(a) do Py(R?) spliujici podminku L(((1,3))) = ((1,0)), L({(1,1))) = {(1,2)),

L({(1,2))) = ((0,1))

(b) do P, (R?) spliwjici podminku L({(2,1))) = ((1,0,0)), L({(1,1))) = ((0,1,0)),
L({(1,3))) = {(0,0,1))

(c) do P,(R?) Spll’lllJlCl podminku L({(2,1))) = ((1,0,1)), L({(1,1))) = ((2,1,0)),
L({(1,3))) = (1,1, -1)).

(a) Podle Véty 21.14 staci, kdyz uvazime, ze mnoziny {((1,3)), ((1,1)),{((1,2))}
a {((1,0)),((1,2)),((0,1))} tvoii geometrické baze. Snadno zjistime, Ze se jedna o
béaze, tedy poZzadované kolinedrn{ zobrazeni (dokonce kolineace) existuje.

(b) Vidime, Ze vektory (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1) generuji celé R?, tedy nemtize
existovat homomorfismus R? do R3, v jeho? obrazu by vsechny t¥i uvedené vektory
lezel, iproto pozadované kolinedrni zobrazeni neexistuje.

(c) Tentokrat snadno nahlédneme, ze mnozina {((2,1)), ((1, )) ((1,3))} je ge-
ometrickd baze projektivniho prostoru P;(R?) a mnoZina {(( 0,1)), ((2, ,0)),
((1,1,-1))} je geometrickd béaze projektivniho prostoru P;({(2,1,0), (1, 1))),
tedy podle Véty 21.14 existuje (pravé jedno) kolinedrni zobrazeni rozé u31(:1 L.

(|

6.9. Najdéte vSechny samodruzné body kolineaci z prikladt 6.6 a 6.7.

Hleddme geometrické body (v), pro nez plati, ze K({v)) = (v), tedy takové
aritmetické body v, Ze p(v) = Av, pro vhodné (vime, 7e nenulové) A, tj. hleddme
vlastni vektory endomorfismu .

Nejprve obvyklym postupem zjistime, Ze vlastni ¢isla matice AT a tedy i endo-
morfismu ¢ jsou 1 a 4 a poté najdeme vSechna feseni homogennich soustav rovnic
s maticemi:

)

= N DN

3 3 2
AT 4. E=|1 0 2
2 1 1

Vidime, Ze vlastni vektory ptislusné vlastnimu ¢islu 1 jsou vSechny nenulové vektory
z podprostoru Uy = ((2,1,0),(3,0,1)) a vlastni vektory piislugné vlastnimu éislu
4 lezi v Uy = ((3,3,1)). Zbyva popsat rtizné geometrické body projektivniho pod-
prostoru P4 (U1) = {((2,1,0)), (3,0, 1), (0,1, 1), (3, 1,2), (1, 1,3)),{(4, 1,4))} a
Py(Us) = {((3,3,1))}. Nasli jsme tedy pravé sedm raznych samodruznych bodia
kolineace K:

((2,1,0)),((3,0,1)),((0,1,1)),((3,1,2)),{(1,1,3)), (4, 1,4)), (3,3, 1))-

V ptipadé kolineace H, postupujeme stejné. Nejprve zjistime, Zze endomorfismsu
1, ktery jsme nasli v piikladu 6.7 ma jediné vlastni ¢islo 2 a poté zjistime, ze
prislusné vlastni vektory jsou pravé vSechny nenulové vektory z linedrniho obalu
((0,1,2)). Tedy H mé jediny samodruzny bod {(0, 1, 2)). O
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7. POLARNI ORTONORMALN{ BAZE

7.1. Uvazujme symetrickou bilinedrni formu g na R?* s matici vzhledem ke ka-

2 1 1
nonické bazi [glks = |1 2 1 ]. Najdéte ortonormdlni bézi unitarniho prostoru
1 1 2

(R?,w), kterd je zaroven polarni bazi bilinearni formy g¢.

Vyuzijeme ditkazu Véty 22.17, kterd nam existenci ortonormalni bazi unitarniho
prostoru, ktera je zaroven polarni bazi symetrické bilinearni formy, zarucuje. Pozna-
menejme, ze viechny vektory hledané baze jsou podle 22.17 vlastni vektory matice
[9] ks

Nejprve urcéime vlastni ¢isla. Mohli bychom standardné spocitat charakteristicky
polynom det([g]xks — AE) a najit jeho kofeny. V naSem piipadé je ovSem snadné

1 1 1
uhddnout vlastni ¢islo 1, protoze matice [g]lks —1-E = [1 1 1] je zjevné
11 1

singuldrni. Vyfesime-li homogenni soustavu rovnic s matici [g] k3 — 1 - E dostaneme
v8echny prislusné vlastni vektory vy, tedy vq € ((—1,1,0),(—1,0,1)) \ {0}. Podle
Véty 22.17 musi byt dalsi vlastni vektor kolmy na vektory ptislu$né vlastnimu ¢islu
1, tedy musi lezet v podprostoru ((—1,1,0),(—1,0,1))* = {(1,1,1)). Proto (1,1,1)
musi byt vlastni vektor matice [g]x3 a spocitame-li soucin A - (1,1,1)7 = (4,4,4)7,
dostavame druhé (a posledni) vlastni ¢islo 4. Zopakujme, %e v4 je vlastni vektor
prislusny vlastnimu ¢&islu 4, pravé kdyz vy € ((1,1,1)) \ {0}, tedy, ze ((1,1,1)) je
-2 1 1
mnozina v8ech feSeni homogenni soustavy s matici | 1 -2 1
1 1 -2
Nyni zbyva, abychom nasli ortonormalni baze podprostori ((—1,1,0),(-1,0,1))
a ((1,1,1)). Naptiklad pomoci Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace zjistime, Ze
%(—1, 1,0), %(—1, —1,2) je baze ((—1,1,0),(—1,0,1)), tedy
1 1 1

B= (75(*1, 1,0), %(4, ~1,2), —((1,1,1))

&

1 0 0
je hledand ortonormdlni béze (R3,w), pro niz [glxz = [0 1 0
0 0 4

Na zavér poznamenejme, Ze z nalezenych vlastnich ¢isel a dimenzi podprostorid
vlastnich vektort (tzv. geometrické ndsobnosti) mtizeme zjistit, ze charakteristicky
polynom matice A je det(A — AE) = —(A — 1)2(\ — 4). O

5 2 2
7.2. Najdéte redlnou ortogonalni matici U, pro niz je UT [2 5 2| U nad R
2 2 5

diagonalni.
5 2 2
Polozme A = [ 2 5 2| adefinujme bilinearni formu f na R?® s matici [f]x, =
2 2 5

A. Potom najdeme stejnym zptisobem jako v predchozi tloze bazi B, kterad je
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ortonormalni vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu w a polarni vzhledem
k symetrické bilinearni formé f
Nejprve urc¢ime vlastni ¢isla jim prislusné vlastni vektory. Jedno vlastni ¢islo je

2 2 2
ziejmé A = 3 a vyresime homogenni soustavu rovnic s matici A-3-E=[2 2 2
2 2 2

a dostaneme vlastni vektory v; € ((—1,1,0), (—1,0,1))\ {0}, a protoze dalsi vlastni

vektor musi byt kolmy na vektory prislusné vlastnimu éislu 3, tj. lezi v podprostoru
((=1,1,0),(=1,0,1))* = ((1,1,1)), je jim naptiklad vektor (1, 1, 1). Nyni spocitame
A(1,1,1)T =(9,9,9)7, odkud dostdvame vlastnimu ¢islo A = 9.
Nyni najdeme ortonormalni baze obou podprostort vlastnich vektort. Pro vlastni
1

¢islo 9 stac¢i normalizovat, abychom dostali vektor %(1, 1,1) a pro A = 3 najdeme

ortonormalni béazi (\%(—1, 1,0), \/Lg(—l, —1,2)) podprostoru {(—1,1,0),(-1,0,1))
naptiklad Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci. Nyni polozme B = (%(1, 1,1),

%(71, 1,0), %(71, —1,2)). Protoze je B ortonormélni baze, je zfejmé matice pie-
chodu U = [Id] gk, ortogonalni a

UTAU =

SR
SIS
Sk o5
N DN Ot
NN Ot N
QT N N
Sksl-s-
oG-St
SINSILSIL
|
O OO
O W O
W O O

O

7.3. Nechf je f symetricka bilinedrni forma na realném vektorovém prostoru R? s

5 2 2
matici [flxk, = |2 5 2| vzhledem ke kanonické bazi. Najdéte bazi B, ktera je
2 25

ortonormalni vzhledem ke standardnimu skalarnimu souc¢inu w a polarni vzhledem
k symetrické bilinearni formé f.

Staci nam vzit ortonormadlni bazi B z 7.2, o niz vime, Ze

4 0 0
(15 = M5, [flx,[Md]sx, = UTAU = [0 1 0
0 01
tedy B je polarni baze f. O

7.4. Najdéte polarni bazi symetrické bilineadrni formy g na vektorovém prostoru
R?, kterd je ortonormalni vzhledem ke standardnnimu skalarnimu soudinu, jestlize

2 1 2
[9]ky = |1 2 2
2 2 5

Postupujeme stejné jako v tlohach 7.2 a 7.3. Nejprve standardnim zptisobem
najdeme spektrun matice [g]k,, tedy o([9]k,) = {1,1,7}. Pro vlastni ¢islo 1 na-
jdeme podprostor vlastnich vektoria Vi = ((1,—1,0), (2,0, —1)) a pro vlastni ¢&islo
7 tvoii podprostor vlastnich vektord Vz; = ((1,1,2)). Zbyvd ndm napiiklad po-
moci Grammovy-Schmidtovy ortogonalizace najit ortonormalni bazi Vi (tedy na-

priklad (%(1,71,0),%(1,1,71)) a normalizovat vektor (1,1,2). Nyni je M =



35

2(1,-1,0), 2=(1,1, -1), 2=(1,1,2)) ortonormalni bézi R?  ktera je zaroven po-
V2 V3 NG
1 0 0
larni vzhledem ke g. Zavérem poznamenejme, Ze [g]x, = [0 1 O
0 0

0
7
8. INVARIANTN{ FAKTORY A JORDANUV KANONICKY TVAR

8.1. Spoditejte invariantni faktory redlné A-matice A(X) a uréete jeji kanonicky
tvar, jestlize

B | A+1
(a) A = </\2+3/\+2 /\2+/\>’

~1-Xx 3 2
b)) AN =] -1 1-x 1

) 3 3-2)

4 3 1 A0 0
) AW =|[-3 -2 -1]-]0 X 0

0 0 1 00 A

1- ) 1 1 2

0 —1-2X 0 0
(d) AN =| 4 0 ~1-) 3

1 ~1 -1 =

(a) Postupujeme-li podle definice, spocitdme nejprve nejvétsi spoleény délitel
Df‘o‘) vech subdeterminant fadu 1, tedy nejvétsi spolecny délitel v8ech prvki
matice A()), snadno zjistime, Ze D?(A) = A + 1. ProtoZze mé matice A()\) jediny
(trivialnf) subdeterminant ¥adu dvé, zbjva nam spocitat Do = det(A())) =
(A + 1)%(A\? — 2\ — 2). Invraiantn{ faktory jsou podle definice hodnoty

A(X
EfMN =ppY —x 11, B = D, _ A+1)(A2 =21 -2)
1 - 1 - ) 2 - DA()‘) — .
1

Podle Véty 18.4 matice A(X) méa kanonicky tvar, jehoZ invariantni faktory jsou
podle Véty 18.12 stejné jako u matice A(A), snadno tedy nahlédneme, ze A(X) lze

fevést na matici {A(X) 0 _ (A1 0
DEvest 0 EAV)TU 0 A+ -20-2))°
-1 3 2
(b) Vidime, Ze matice A(A) = M — AE pro matici M = | =1 1 1]. ProtoZe
-2 3 3
jsme v uloze 5.5 nasli pro tuto matici Jordantv kanonicky tvar a podle Véty 18.14
1 1 0
znédme invariantni faktory matice J — AE pro Jordanovu maticiJ = [0 1 1
0 0 1

E/ B =E/ )\ =1, B/ =E/ N =1, Bl =E/)\)=0\+1)
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Nyni snadno nahlédneme, ze kanonicky tvar matice A()) je

M0 0 10 0
o EM 0o |=[01 0
0 0 EA™ 00 (A+1)°

(c) Protoze opét mizeme vyuZzit znalosti Jordanova kanonického tvaru matice

4 3 1

—3 —2 —1] zulohy5.5 a jeho invariantnich faktort diky Vété 18.14, postupu-
0 0 1

jeme stejné jako v piipadu (b). Nejprve uréime invariantni faktory matice J — A\E

1 1 0
pro Jordanovu maticid = |0 1 0| a pak spocitdme invariantni faktory
0 0 1

EI 7P =E/\) =1, B/ P =E/ 0N =X+1, E/ B =E/\) =\+1)~

1 0 0
Kanonicky tvar matice A(A\) je |0 A+1 0
0 0 (A+1)2
(d) Nyni budeme matici A(\) upravovat fddkovymi a sloupcovymi elementéar-
nimi Gpravami, nejprve prehodime 1. a 4. fadek, s jehoz pomoci eliminujeme hod-
noty v prvnim sloupci:

1-2X 1 1 2 | —1 -2
0 —1-2X 0 0 0 -1-x 0 0
3 0 ~1-Xx 3710 3 2-x 300+1)
1 -1 -1 =A 0 2—-X 2-X =A24+)X+2

Nyni snadno eliminujeme prvni fddek (0 v prvnim sloupci s ostatnimi ¥adky nic
neprovedou), poté odec¢teme 2. fadek od ¢tvrtého, poté prehodime 2. a 3. fadek a
eliminujme hodnoty v druhém sloupci:

10 0 0 10 0 0
0 —1—=XA 0 0 0 3 2 -\ 3(A+1)
“lo 3 2-)x  30+1) 00 A+1)(A—2) —3(A+1)
0 3  2—-X —A24A+2 00 0 (A +1)2

Opét bez pocitani mizeme eliminovat a normovat druhy fadek, pak pri¢teme troj-
nasobek ttetiho sloupce k posledimu a sloupce prehodime:

10 0 0 10 0 0
0 1 0 0 01 0 0
Tlo 0o A+1A-2) 9+ | T 0o 0 —9A+1) A+1)(A—2)
0 0 0 (A +1)2 00 (A+1)2 0

Zbyvéa eliminovat tieti sloupec a poté normovat a eliminovat zbylé radky:

10 0 0 10 0 0

0 1 0 0 01 0 0
“lo 0 —9x+1) +DOA=2) | T |0 0 A+1 0

0 0 0 TA+1)2(A-2) 00 0 A+1)2A=-2)
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10 0 0

Protoze je nalezend matice 01 0 0 kanonickym tvarem,
0 0 A+1 0 '
0 0 0 A+1)2(A—2)

vidime, Ze hledané invariantni faktory jsou

AN — gAY ) BAY —xp 1, EAY (a4 1)°(A - 2).

1 1
-1 0
0 -1
-1 -1

8.2. Najdéte Jordaniv kanonicky tvar matice N =

—_w O =
O W O N

V predchozi Giloze jsme nasli invariantni faktory matice N — AE, z nichz snadno
diky Vétam 18.14 a 18.20 ur¢im Jordantiv kanonicky tvar matice N, ktery musi mit
stejné invariantni faktory jako matice N. Protoze EY = A+1a EY = (A+1)%(A-2),
obsahuje Jordantiv kanonicky tvar matice N dvé Jordanovy bunku stupné 1, jednu
s vlastnim ¢éislem —1 a jednu s vlastnim ¢éislem 2 a déle obsahuje Jordanovu bunku
stupné 2 s vlastnim ¢islem —1, tedy

1 1 1 2 -1 1 0 O
0O -1 0 0 0O -1 0 O
3 0 -1 3 0 0O -1 0
1 -1 -1 0 0 0 0 2
O
9. PROJEKTIVN] ROZSIRENT AFINNTHO PROSTORU A KVADRIKY
9.1.
O

9.2. Najdéte teénu kvadriky 422 — y?2 = 1 (vzhledem k soufadné soustavé S =
((0,0),(1,0),(0,1))) v afinim prostoru R?(R?)
(a) prochézejici bodem (1,/3)
(b) prochéazejici bodem (1,1).

O

9.3. Klasifikujte kvadriku z? + 4zy + y* + 2z — 2y + 1 = 0 vzhledem k soufadné
soustaveé S=((0,0), (1,0), (0,1)) v afinnim prostoru R?(R?).

3 3

O

Dalsi dlohy
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(1) Najdéte vSechna vlastni ¢isla a vSechny jim piislusné vlastni vektory endo-
morfismu ¢ na realném vektorovém prostoru R* a a rozhodnéte, zda je
diagonalizovatelny jestlize

3 4 2 7 3 4 2 7
0 2 1 1 0 2 0 1
(a) [(P]K4 ~ 10 0 2 3 (b) [(p]K4 00 2 3
0 0 0 4 0 0 0 4
3 4 4 4 34 00
4 2 4 4 4 2 0 0
(C) [QO]K‘; 14 4 2 4 (d) [QO]K‘; “ 1o 0 2 4
4 4 4 4 0 0 4 4

(e) p=1d, (f) ¢=0.

(2) Najdéte v8echna vlastni ¢isla a vSechny vlastni vektory redlné matice A =
0 3 3 3
3 0 3 3 . . . . . [
3 3 09 3|2 rozhodnéte, zda je matice diagonalizovatelna
3330
(3) Najdéte nad télesem Z; vSechna vlastni ¢isla a v8echny vlastni vektory
3 4 4
matice A = |2 3 1| a existuje-li, najdéte reguldrni matici P, pro niz
3 3 2

je P~1AP diagonalni.
(4) Méjme komplexni matice G =

(a) Najdéte Jordaniv kanonicky tvar matic G a H,
(b) spoéitejte G® a HP,
(c) najdéte Jordantv kanonicky tvar matic GH a HG.
(5) Urcete pocet viech geometrickych bodii a v8ech podprostorti projektivniho
prostoru Pn(ZZ“) pro kazdé prvocislo p a prirozené cislo n.
(6) Urcete pocet vSech kolineaci projektivniho prostoru Pn(Z;‘“) pro kazdé
prvocdislo p a prirozené ¢islo n.
(7) Existuje-li kolineace K projektivniho prostoru P3(Z3) spliwjici K (p;) = ¢i
pro i =1,...,5, urCete matici vzhledem ke kanonické béazi endomorfismu ,
ktery ji urcuje, a najdéte vSechny jeji samodruzné body, jestlize

( ) P = ((171;172)),]32 = <(1=273=2)>7p3 = <(1=271=1)> Ps = ((1 2 576)>:
Ps = ((470 374)> aqr = ((171=171)):q2 = ((171=172)> qs = (( 1 271)>:
44 = ((172= 1, 1)): qs = <(1=070=0)>

(b) b1 = <(17 L1, 1)):1)2 = <(1/ L, 172)>7p3 = <(1/ 1,2, 1)>7p4 = <(1727 L, 1)>/
bs = <(170 070)> aq = <(17 L, 172)>: q2 = <(1727372)> q3 = <( ,2,1, 1)>/
44 = ((172;576»: qs = <(4=073= ))

() pm = g2 = (e1), p» = g=(e2), p3 = q1 = (e3), p1 = ¢5 = (es) a

Ps =q1 = <(6; 574,3)>
(8) Najdéte polarni bézi symetrické bilinedrni formy f na vektorovém prostoru
R", ktera je ortonormalni vzhledem ke standardnnimu skaldrnimu soucinu,

jestlize
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