1.10./5.10.

1. EUKLIDUV ALGORITMUS

Necht ag > a; jsou dvé prirozend ¢isla. P¥ipometime Euklidiv algoritmus hledani
nejvétiiho spole¢ného délitele (NSD) ¢&isel ag a ay:

Znéme-li a;_1 a a; spocteme a;+1 = (a;—1)mod a;. Tedy vime, Ze existuje takové
¢ € Naaj11 < ag %€ a;—1 = qia; + a;41. Algoritmus skonéi, kdyz a,+1 = 0, potom
a, = NSD(ag, a1).

1.1. Najdéte pomoci Euklidova algoritmu nejvétsi spolecny délitel cisel 72 a 93.
Najdéte dale takova celd ¢isla = a y, aby NSD(72,93) =« - 72 + y - 93.

Prvni ¢ast tkolu je snadné, sepiSme si i jakym zptisobem jednotlivé zbytky po
celociselném déleni ziskame:

apg = 93,

a; = 72,

as =93 —72 =21,

a3 ="72—-3-21=09,

ag =21—2-9=3=NSD(93,72)

as = 0.

Druhou c¢éast tlohy vyfesime rovnéz pomoci Euklidova algoritmu, staci si uve-
domit, ze kazdé z c¢isel a;11 dostaneme jako celociselnou linedrni kombinaci dvou
predchozich hodnot a;_; a a;. Jednoduchou indukéni tivahou zjistime, ze kazdé ¢islo
a;+1 je celociselnou linedrni kombinaci hodnot ag a a;. Konkrétné:

as =21 =93 72,

a3=9=72-3-21=72-3-(93—-72)=4-72—-3-93,

ay =3 =NSD(93,72) =21-2-9=(93—-72)—2-(4-72—3-93) =7-93—9-72.

Zjistili jsme, ze x = —9ay ="T. (]

1.2. Najdéte cela cisla x a y tak, aby x - 18 +y - 25 = 1.

Protoze NSD(18,25) = 1, zarucuje nam Euklidiv algoritmus existenci pozado-
vanych ¢isel x, y € Z. Pouzijeme ho tedy (podobné jako v pfedchozi tloze) i k jejich
nalezeni:

ag = 25,

a]p = 18,

as =7 =25—18,

a3=4=18-2-7T=18—-2-(25—-18) =3-18 — 225,

a4 =3=7-4=25-18—(3-18—-2-25) =3-25—4-18,

a5 =NSD(25,18) =1=4-3=3-18—2-25—(3-25—4-18) =7-18—-5-25. [

1.3. Najdéte vSechna celociselna feSeni rovnice x - 18 +y - 25 = 1.

V predchozim piikladé jsme nasli jedno FeSeni, ozna¢me ho (xg,yo). Uvazujme
nyni libovolné dalsi feSeni (x,y). Stejnou tvahou jako pfi hledani vSech FeSeni line-
arnich rovnic nad télesem dostaneme

(x —20) - 18+ (y —10) - 25 = 0.

Vsechna raciondlni feSeni této rovnice jsou tvaru (q-25, —q-18), kde ¢ € Q. Protoze
25 a 18 jsou nesoudélnd, tvofi celociselné dvojice feseni dané homogenni rovnice
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pravé dvojice (¢ 25, —c - 18) pro ¢ € Z. Tedy jsme zjistili, Ze plati (x — z¢) = ¢.25
a (y — yo) = —c.18 pro vhodné celé ¢, proto {(7 + ¢-25,—5 — ¢ 18)| ¢ € Z} tvori
mnozinu vSech celociselnych feseni rovnice. O

1.4. Najdéte vSsechna celociselnd feseni rovnice x - 18 + y - 25 = 10.

Vynasobime-li jiz vyfeSenou rovnici 7-18 —5-25 = 1 desitkou, okamzité vidime,
e rovnici - 18 +y-25 = 10 fe§i x = 10-7 =70 a y = —5- 10 = —50. Uvaha,
kterou nalezneme vSechna FeSeni bude zcela stejnd jako v predchozim piikladé (a
analogicka hled4ni feSeni nehomogenni soustavy rovnic nad télesem). Tedy mnoZina
v8ech celoéiselnych Feseni rovnice je tvaru {(70 4+ ¢-25,-50 —¢-18)| c€ Z}. O

1.5. Najdéte vSechna celociselnd feseni rovnice x - 18 + y - 24 = 10.

Protoze NSD(18,24) = 6, musela by pro libovolné celoé¢iselné feSeni rovnice
- 18 + y - 24 = 10 Sestka délit jeji levou a proto i pravou stranu. Ovsem 6 nedéli
10, proto mnozina vSech celoc¢iselnych feSeni zadané rovnice je prazdna. ([l

1.6. Najdéte vSsechna celociselnd feseni rovnice x - 18 + g - 24 = 12.

Tentokrat vidime, ze NSD(18,24)/12, muZeme tedy celou rovnici vydélit hodno-
tou NSD(18,24) (= 6) a fesit upravenou rovnici 2-3+y-4 = 2. Snadno nahlédneme,
7e (2,—1) je jednim FeSenim rovnice, a protoze jsou ¢isla 3 a 4 nesoudélnd, je mno-
Zina v8ech celoéiselnych feseni tvaru {(2+c-4,—-1—c¢-3)| c € Z}. O

1.7. Najdéte vSechna celociselna feSeni rovnice z - 18 —y - 24 +6 = 0.

Obvyklym zptsobem zjistime, ze , ze —1-18 + 124 = 6, coz snadno upravime
na tvar 1-18 —1-24+6 = 0. Nasli jsme tedy jedno feseni (1,1) diofantické rovnice.
Nyni obvyklou linedrné algebraickou tivahou najdeme celoéiselna feseni homogenni
soustavy x - 18 — y - 24 = 0, jiz jsou pravé celodiselné nasobky vektoru (4, 3), tedy
mnozina vSech celoéiselnych Feseni tvaru {(14c¢-4,14¢-3)| c € Z}. O

Pozorovani 1.8. V pfedchozich tlohach jsme nasli obecné fungujici algoritmus,
pro popis mnoziny vSech celoéiselnych feseni (tzv. linedrni diofantické) rovnice ax +
by = ¢, kde a, b, c € N. Nejprve najdeme Euklidovym algoritmem NSD(a, b). Jestlize
NSD(a,b)/c, najdeme rozsifenym Euklidovym algoritmem jedno feSeni (zg,yo) a
mnoZina viech celo¢iselnych feSeni je tvaru {(zo + ﬁ&b), Yo — wsbam )| ¢ € Z}-
Jestlize NSD(a, b) nedéli ¢, je mnozina vSech feSeni prazdnA.

Pfipomenme, Ze prvocislem rozumime kazdé pfirozené cislo p > 1 splnujici pro
vsechna pfirozena a, b podminku p = a.b = p = a nebo p = a.

1.9. Dokazte, ze 1ze kazdé prirozené ¢islo n > 1 napsat jako soucin prvocisel.

Dokézeme snadno indukci podle n. Cislo 2 je zfejmé prvocislo. Pokud n neni
prvodislo existuji takové prirozend ¢isla k, | < n, ze n = k- 1. Obé jsou samoziejmé



vétsi nez jedna a podle indukéniho predpokladu mame prvociselny rozklad cisel k =
p1e....pral=gqp-... qs. Tedy ¢islo n je sou¢inem prvocisel p1-...-pr-q1-...-qs. 0O

1.10. Dokazte, ze prirozené ¢islo a, z popisu Euklidova algoritmu je rovno praveé
NSD(ag, ay).

Indukci podle i dokdzeme rovnost NSD(a;, a;+1) = NSD(a;_1,a;). Polozme ¢ =
NSD(a;—1,a;) a d = NSD(a;,a;+1). Protoze d/a; i d/a;+1, d déli i a;—1 = ¢; -
a; + a;y1, proto d < c¢. Podobné nahlédneme, Ze c¢/a; i ¢/a;—1 = q; - a; + a;41
tedy ¢ < d a ¢ = d. Protoze a,/a,_1, vidime, 7ze a, = NSD(a,_1,a,), a tudiz
an = NSD(ap,an—1) = NSD(ap—_1,an—2) = --- = NSD(ag, a1). O

1.11. Definujme posloupnosti x; a y; tak, ze xg =y1 =1, 21 =yg=0,aproi > 1
poloZme x;y1 = Tj_1 — Z; - ¢ & Yiy1 = Yi—1 — Yi - ¢i» kde a;_1 = a; - ¢; + a1
Doka’te, Ze a; = x; - ag + y; - a1, & proto , - ag + Yn, - a1 je NSD(ag, a1).

Ovérime indukei podle i. Zfejmé tvrzeni plati proi =0 a ¢ = 1.

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro ¢ a ¢ — 1, tedy a; = x; - ag + vy; - a1 a
i1 = Ti_1 - a9 + yi_1 - a1, a dokdzeme ho pro ¢ + 1. Dosadime za a; a a;_1 do
vztahu

Qiy1 = Qi—1 — @i - i = (Ti—1 - ao +Yi—1 - 1) — (Ti-ao + i -a1) - ¢ =

= (Tic1 — i - qi) - a0+ (Yim1 — Yi - i) - @1 = Tig1 - Qo + Yit1 - O1,

¢imz jsme dokondili dikaz. (I

1.12. Ovérte , ze prirozené Cislo p je prvocislem pravé tehdy, plati-li pro vSechna
pfirozené a, b implikace p/a - b = p/a nebo p/b.

Nejprve predpokladejme, Ze p je prvocislo a zvolime libovolna ptirozena a, b, pro
néz p/a - b. Protoze NSD(p,a) = 1 (p ma pouze délitele 1 a p), existuji diky Gvaze
Prikladu 1.10 a 1.11 takova celd x ay, ze 1 = a-x + p-y. Proto b = abx + pby.
ProtozZe p déli abx i pby, plati, ze p/b.

Naopak, necht pro pfirozené ¢islo p a vSechna pfirozend a, b plati, ze p/a-b =
p/a nebo p/b, a polozme p = a - b. Potom a/p i b/p, tedy a < p a b < p a navic
p = a-b/a-b. Vyuzijeme-li nd$ predpoklad, pak bud p/a, proto p < a a nésledné
p = a nebo p/b, a tudiz p = b, ¢imZ jsme dokézali obracenou implikaci dokazované
ekvivalence. O

1.13. Dokazte pro kazdé prvocisl p a pro vSechna ptirozena aq,as,...,a; plati
implikace p/ajas ... ar = existuje takové i, ze p/a;.

Indukéni rozsireni predchoziho pozorovani. ([
1.14. Dokazte, ze je prvociselny rozklad prirozeného ¢isla uréen jednoznacné az na
poradi prvocisel.

DokéZeme tvrzeni pro piirozené ¢islo n indukei podle n. Je-li n prvoécislo (spe-
cidlné n = 2), je prvociselny rozklad zfejmé uréen jednoznacné. Plati-li tvrzeni pro



vsechna k <man=p;- ... p, =q1 ... Pps jsou dva prvociselné rozklady, po-
tom podle tvrzeni 1.13 existuje takové j, ze p1/q;. Bez Gjmy na obecnosti mizeme
predpokladat, ze 7 = 1. Protoze p; i g1 jsou prvocisla, mame p; = g;. Nyni staci
pouzit indukéni predpoklad props - ... - pr =¢qa-... ps < n. (I

1.15 (Cinska véta o zbytcich). Necht ny, na, ..., ny jsou po dvou nesoudélné kladna
celd ¢isla an = ny-ng-- - --ng, Dokazte, ze zobrazeni f : Z,, — Hle Z,,, dané pred-
pisem f(z) = (z modn;,  modna, ...,z modny) je izomorfismus grup (Z,,, +, —,0)
a (Hf:1 Z,,,+,—,0) a monoidt (Z,,-,1) a (Hf:1 Zy,,,1).

Pfimo z definice snadno vidime, Ze je f zobrazeni slucitelné se vSemi operacemi.
Zbyva nahlédnout, Ze jde o bijekci. Protoze jsou Z,, a Hle Z,,, stejné velké konecné
mnoziny, sta¢i nahlédnout, ze je f prosté. Necht pro a < b € Z, plati, ze f(a) =
f(b). Potom f(b—a) =0, tedy n;/b — a pro vSechna i = 1,..., k. ProtoZe jsou n;
po dvou nesoudélnd a 0 <b—a <n—1, mdme i n/b — a, tudiz b = a. (I

1.16. Uvazujme zobrazeni [ : Zys — Zs X Zg z 1.15, tj.f(a) = (a mod5, a mod9).
Uréete (jednozna¢né uréené) a € Zys, pro které f(a) = (3,2).

Hleddme a € Zg45 pro néz existuji takovd x € Zg a y € Zs, ze 5z +3 = a
a 9y + 2 = a, tedy musi platit 5z + 3 = 9y + 2. Upravime-li rovnici na tvar
9y — 5z = 1, fesime obvyklou tlohu. Snadno zjistime, ze 9-4 — 5 -7 = 1, tedy
a=5-7T+3=9-443 =238 O

1.17. Uvazujme zobrazeni f : Zyog — Zs X Zg X Z1g z 1.15. Najdéte b € Zrog, pro
které f(b) = (3,2,13).

Definujme zobrazeni g : Zygs X Zig — Zs X Zg X Zig predpisem g(u,v) =
(umod5,umod9, v) a zobrazeni h : Zrog — Zys x Z1g z Cinské véty o zbytcich,
tj. h(w) = (w mod45, w mod16). VSimnéme si, Ze f = gh, navic jsou obé zobrazeni
g a h bijekce a f=1(3,2,13) = h=1(g71(3,2,13)). Protoze je zobrazeni g souc¢inem
bijekce z 1.15 a identity a vzor dvojice (3,2) uz jsme spocitali v pfedchozi tloze,
vidime, ze g=1(3,2,13) = (38, 13). Zbyva nam tedy stejnou tivahou jako v predcho-
zim pifkladu najit vzor h=1(38,13), tj. vyfesit rovnice 45z +38 =ba 16y +13 =1b
pomoci diofantické rovnice 16y — 45+ = 25. Obvyklym zptsobem zjistime napfi-
klad, ze 5-45 — 14 - 16 = 1, proto 25 = 125-45 — 350 -16 = 10 - 16 — 3 - 45. Tedy
b=45-3+38=16-10+ 13 = 173. ([l



