ALGEBRA I PRO INFORMATIKY

JAN ZEMLICKA

Uvob

Velmi zhruba feceno je centralnim objektem z&jmu algebry mnozina opatfend
jistym systémem operaci. Pfitom n4s mohou zajimat nejen strukturni vlastnosti ta-
kové mnoziny popsané podminkami vyjadrené pravé pomoci operaci, nybrz i vztahy
riznych mnozin s podobnymi systémy operaci ¢i vlastnosti t¥id takovych mnozin.

Drive nez se za¢neme systematicky zabyvat abstraktnimi tvahami o takovych
algebraickych objektech (které se budou zpravidla opirat o n&jaky systém axioma-
tickych pozadavkd na operace), uvedme nékolik motivaénich ptikladi, které by ndm
pomohly usnadnit porozuméni divodim (at uz praktickym tak historickym), pro¢
pravé tu ¢i onu vlastnost sledujeme.

Piiklad 0.1. Uvazujme mnozinu celych ¢isel Z a na ni obvyklé operace séitani +
a ndsobeni -. Pro libovolné pfirozené ¢islo n polozme nZ = {n - z| z € Z}. Nyni
si miizeme v8imnout, Ze je mnozina nZ ,uzaviend” na obé uvazované operace, tj.
pro kazdou dvojici a,b € nZ plati, 7e a + b,a - b € nZ, tedy operace + a - mizeme
uvazovat také omezené na mnoziné nZ. Ackoli pro zadné n > 1 mnoziny nZ a Z
nesplyvaji, nelze pomoci vlastnosti operace + ob& mnoZiny odliit (tj. maji stejné
yalgebraické” vlastnosti vzhledem ke s¢itani), coz oziejmime, zavedeme-li zobrazeni
fn i Z — nZ predpisem f,(k) = kn. Zjevné se jednd o bijekci, kterd navic spliiuje
podminku f,(a + b) = f,.(a) + f,.(b).

Poznamenejme, 7e takova vlastnost zobrazeni neni nijak samoziejma, naptiklad

vzhledem k operaci nasobeni f, obdobnou podminku nespliuje. UvaZzime-li navic
podminku ,existuje prvek e tak, ze pro vSechny prvky a plati a-e = a”, pak je tato
podminka na mnoziné Z splnéna pro e = 1, zatimco na mnoziné nZ zjevné neplati.
Priiklad 0.2. V souladu se znacenim zavedenym na kurzu linedrni algebry polozme
Z, ={0,1,...,n — 1} pro n&jaké celé ¢islo n > 1. Zavedme na Z,, operace + a -
predpisem a4+ b = (a+ b)mod n a a-b = (a-b)mod n, kde mod n znamend zbytek
po celoc¢iselném déleni hodnotou n a v zavorce uvazujeme vzdy obvyklé sc¢itani a
nasobeni celych ¢isel. Koneéné definujme zobrazeni F,, : Z — Z,, piedpisem F, (k) =
(k)mod n. V&imnéme si, 7e tentokrat zobrazeni F' sice neni bijekce, ale obé operace
s¢itani a ndsobeni ,prevadi” na nové zavedené + a -, tedy F,(a+b) = F,(a)+ F,(b)
i Fi(a-b) = Fy(a) - F(b).
Definice. Bindrni operaci na mnoZiné A budeme rozumét libovolné zobrazeni A x
A — A (obvykle ji budeme zapisovat centralné). Mame-li bindrni operaci * na
mnoziné A, néjakou podmnozinu U mnoziny A a bindrni operaci o na mnoZziné B.
Rekneme, 7e U je uzaviend na operaci *, jestlize pro vSechna z,y € U plati, 7e
%y € U, a zobrazeni f : A — B nazveme sluditelné s operacemi * a o je-li pro
v8echna x,y € A spluéna rovnost f(z xy) = f(z) o f(y).
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V8imnéme si, ze zobrazeni f, z 0.1 je slucitelné s operacemi + a neni slucitelné
s operacemi -, zatimco zobrazeni F), z 0.2 je slucitelné s obéma pary operaci + i -.

Piiklad 0.3. Vezméme pfirozené ¢islo n > 2 a oznafme = (mod n) relaci na
mnoziné celych ¢éisel Z danou piedpisem: a = b (mod n) ¢ n/(a — b). Neni tézké
si uvédomit, Ze se jednd o ekvivalenci (obvykle se ji ¥ik4 kongruence na Z), kterd
spliuje pro v8echna takova celd a1, as, b1,be, Ze a1 = by (mod n) a ay = by (mod n)
podminky (a1 + az) = (b1 + b2) (mod n) a (a1 - a2) = (b1 - b2) (mod n). Navic
si miZeme v8imnout jejiho tésného vztahu k zobrazeni F, z 0.2, nebot plati, Ze
a = b (mod n), pravé kdyz F,(a) = F,(b).

Ptfipomenme, Ze relaci na mnoziné A rozumime libovolnou podmnozinu A4 x A.

Definice. Uvazujme na mno#iné A bindrni operaci * a relaci ~. Rekneme, Ze ~ je
slucitelnd s operaci *, jestlize pro vSechny takové prvky ai,as,by,bs € A, pro néz
a; ~ bl a ag ~ bg plati, 7e (a1 * a2) ~ (b1 * bg)

V Prikladu 0.3 jsme tedy zjistili, ze je ,kongruence” ~, slucitelnd s obéma
operacemi + i -.

Priiklad 0.4. Mé&jme kladna cela cisla ny,...,ng a polozme n = nq -ny - -+ -
nyg. Zavedme nyni na kartézském soucinu Hle Z,, po slozkich operace + a -
(ar,a2,...,ag) + (b1,ba,...,br) = (a1 + b1,a2 + ba,...,ar +bg) a (a1,a9,...,a) -
(b1,ba,...,b) = (a1 -by1,a2 by, ..., ar-bg) a definujme zobrazeni G : Z — Hlezm.

predpisem G(a) = ((a)mod ny,...,(a)mod ny) a stejnym predpisem zavedeme i
zobrazeni H : Z,, — Hlezm. Obé zobrazeni jsou opét slucitelnd s + a -.

Tvrzeni této a nasledujici kapitoly budou bez dikazu vyuzivat zdkladnich po-
znatki teorie ¢isel, pfedevsim jednoznacnost (a% na poradi) ireducibilniho rozkladu
a Euklidova algoritmu na nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele.

V nasledujici pozndmce budeme uvazovat operace na kartézskych soucinech za-
vedené v Prikladu 0.4.

Poznamka 0.5 (Cinska véta o zbytcich). Nechtni,no,...,ng jsou po dvou nesou-
délnd kladnd celd ¢isla an = ny -ng - --- - ng, potom zobrazeni f : Z,, — Hle Z,,
dané predpisem f(z) = (x mod ny, © mod na, ...,z mod ny) je bijekce slucditelnd
s operaci + a s operaci -.

Diikaz. Pfimo z definice snadno vidime, Ze je f zobrazeni slucitelné s obéma ope-
racemi. Zbyva nahlédnout, Ze jde o bijekci. Protoze jsou Z, a Hle Z,, stejné
velké koneéné mnoziny, stac¢i ovéfit, ze je f prosté. Necht pro a < b € Z,, plati, ze
f(a) = f(b). Potom f(b—a) =0, tedy n;/b — a pro viechna i = 1,..., k. Protoze
jsou n; po dvou nesoudélnd a0 <b—a<n-1, mémein/b—a, tudizb=a. O

Cinska véta o zbytcich ndm umoziuje ,algebraicky” presné reprezentovat vétsi
mnozinu Z, pomoci poc¢itani v mensich mnozindch Z,,,, coz je postup, ktery se pii
potiebé exaktniho poéitani s velkymi ¢isly (nap¥iklad pii praci s velkymi prvodisly)
casto pouziva.

Definice. Zobrazeni ¢ : N — N dané pfedpisem ¢(n) = [{0 < k < n| NSD(k,n) =
1}| nazveme Eulerovou funkci.

Poznamka 0.6. Je-li p prvocislo a k kladné cel€ cislo, pak o(p*) = (p—1)-pF~1.
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Diikaz. Cislo mengi nez p* je soudélné s p*, pravé kdyz je nasobkem ¢isla p. Klad-
nych nasobkt &sla p mensich nez p* je zfejmé pravé p*~! — 1. To znamend, Ze
naopak kladnych &sel nesoudélnych s p* mame p(p*) = (p¥ — 1) — (p* 1 = 1) =
pt=p"t=(p-1)p* " O
Véta 0.7. Bud' p; < py < -+ < pg prvocisla a ri,ry, ... 1 kladnd celd cisla.
Potom (I, p;*) = ITi_y ¢ (0}") = TTi_ (i — Dpj*

Diikaz. Zvolme libovolné a € Z,,. Dale polozme n; = p;* a uvazujme zobrazeni
f:Z, > Hle Zp:zv z Pozndymky 0.5. Protoze jsou ny,...,n; nesoudélnd cisla,
je f podle 0.5 bijekce. Nyni polozme (a1, ...,ar) = f(a). Abychom ovéfili rovnost
w(Hle i) = Hle e(p;), sta¢i ndm nahlédnout, ze NSD(a,n) = 1 pravé tehdy,
kdyz NSD(a;,n;) = 1 pro v8echna i = 1,...,k, protoze Hle w(n;) = |Hf:1{a €
Z,, \ {0} NSD(a,n;) = 1}].

Jestlize NSD(a,n) # 1, existuje prvodislo p, které déli n, a diky jednoznaénosti
prvociselného rozkladu tudiz existuje 4, pro néz p déli n;. Tedy bud a; = 0 nebo p
déli a;, proto NSD(a;, n;) # 1. Naopak, jestlize NSD(a;,n;) # 1, pak existuje délitel
c>1¢cisel a; ing, protocdéliia=a;+axn; in=ny...n;...0g.

Koneéné rovnost Hle e(p;') = Hle(pi — 1)p}i~! plyne okamzité z 0.6 O

1. MNOZINY S ASOCIATIVN{ BINARNI OPERACT

Pfipomenme, 7e binarni operace * na A je asociativni (resp. komutativni), plati-li
pro viechna z,y,z € A rovnost = * (y x 2) = (zxy) * 2 (resp. T*xy = y * x).

Definice. Uvazujme binarni operaci * na mnoziné A. Neutrdlnim prvkem operace
x rozumime takovy prvek e € A, Ze g xe = e x g = g pro vSechna g € A.

Poznamka 1.1. KaZdad bindrni operace md nejvyse jeden neutrdlni prvek.
Diikaz. Jsou-li e, f dva neutrdlni prvky, pak e =ex f = f. g

Priiklad 1.2. Je-li X aspon dvouprvkovd mnozina a definujeme-li na X bindrni
operaci x predpisem x xy = x, je operace % asociativni, ale X neobsahuje zadny
neutralni prvek. Pfitom dokonce kazdy prvek X spliiuje prvni z rovnosti, kterou je
neutralni prvek definovan.

Definice. Necht - je bindrni operace na mnoziné S a 1 jeji neutralni prvek. Rek-
neme, ze prvek s € S je invertibilni, existuje-li takovy prvek st € S, 7e s71 -5 =

s-s71 =1. Prvek s~! nazveme inverznim prvkem k prvku s.

Definice. MnoZiné G s binarni operaci - budeme fikat grupoid (a budeme psat
G(+)). O grupoidu G(-) fekneme, Ze je:
- pologrupa, je-li operace - asociativni,
- monoid, je-li operace - asociativni a v G lezi jeji neutralni prvek,
- grupa, je-i G(-) monoid, jeho? kazdy prvek je invertibilni,
- komutativni grupa (nebo abelovskd grupa), je-li G(-) grupa a - je komuta-
tivni.

V Prikladech 0.1 a 0.3 jsme pfipomnéli asociativni a komutativni operace + a -
na munoziné celych ¢&isel (a v Piikladech 0.2 a 0.4 jsme si uvédomili, Ze asociativitu



4 JAN ZEMLICKA

i komutativitu spliwji jimi indukované operace na mnozinach Z,). Jisté zde neni
tfeba opakovat, jak vypadaji odpovidajici neutralni a invertibilni prvky. Uvedme
jesté nékolik dobte zndmych, a¢ méné elementarnich prikladd asociativnich binar-
nich operaci.

Piiklad 1.3. (1) Necht X je neprizdna mnoZina pismen a M (X) je mnoZina viech
slov, tj. vSech konec¢nych posloupnosti pismen. Zavedme na této mnoZziné binarni
operaci skladani - x1 ... Zp - Y1 -+ Y = X1 ... TpY1 - . . Y, & déle oznacme € prazdné
slovo. Snadno nahlédneme, 7e je operace - asociativni (je-li X aspon dvouprvkova
mnozina, pak operace neni komutativni) a plati, 7e e - s = s- € = s pro kazdé
s € M(X), tedy M(X)(:) je tzv. slovni monoid.

(2) Bud X né&jaka neprazdnd mnozina a ozna¢me T'(X) mnoZinu vSech zobrazeni
mnoziny X do sebe. Potom T'(X) (o) tvofi (s operaci skladani o) (tzv. transformacni)
monoid.

(3) Ctvercové matice M,,(T) nad télesem T stupné n spolu s ndsobenim tvoii
monoid M, (T)(-) (neutrdlnim prvkem je zde jednotkova matice).

Nestanovime-li jinak, bude v nasledujicim 1 oznacovat neutralni prvek operace -
(a 0 pro operaci +) a s~! bude inverzn{ prvek k s vzhledem k operaci - (a —s bude
inverz vzhledem k operaci +).

Poznamka 1.4. Bud S(-) monoid a a,b,c € S. Plati-li, e a-b=c-a =1, potom
b = c je jednoznacné urceny inverzni prvek k prvku a.

Diikaz. Stacdi ovéfit, Ze b = ¢. S vyuZitim asociativity poéitejme: ¢ = ¢-1 = ¢-(a-b) =
(c-a)-b=1-b=b. O

Priklad 1.5. Uvazujme transformaéni monoid 7'(IN) na mnoziné vSech pfirozenych
¢isel a necht a(k) = 2k a B(k) = [§]. Pak Ba = Id a aff # Id. Prvky a a 8 monoidu
T'(N) spliuji pravé jednu z definitorickych rovnosti invertibilniho prvku, invertibilni
tedy nejsou (a podle 1.4 byt nemohou).

Poznamka 1.6. MnoZina vsech invertibilnich prokid monoidu S(-) je uzaviend na
1

operaci -. Je-li navic s invertibilni pruek, pak i s~ je invertibilni a (s71)"! = s.
Diikaz. Oznaéme S* mnozinu invertibilnich prvkd monoidu S(-) Vezmeme prvky
g1 a g2 z S* a ukdzeme, ze je jejich soucin také invertibilni, tedy ze ¢ - g2 € S™.
Piedpoklad g1, g» € S* znamend, Ze existuji (inverzni) prvky hq, ha € S, pro néz
gzhz = hzgz = 17 kde 7 = 1,2 Tedy (glgz)(hzhl) :gl(gzhz)hl =
g1-1-h1 = g1-hy = 1 asymetricky (hy-h1)- (g1 -g2) = 1. Dokézali jsme, ze (hs - h1)
je inverzni k prvku (g1 - g2), proto g1 - g2 € S*.

Druh4 vlastnost plyne okamzité z definitorické podminky s-s ! =s71.s=1a
z 1.4. (|

Vsimnéme si, ze jsme v predchozi Givaze pro invertibilni prvky g; a g, libovolného
monoidu dokazali pocetni pravidlo (g1 - g2) "' =g, ' -g; -
Poznamka 1.7. Necht S(-) je monoid a S* mnoZina vSech jeho invertibilnich
prvki. Oznacime-li -g+ restrikci -|g= x s+ operace - na mnoZinu S* x S*, pak S*(-g+)
je grupa.

Diikaz. Podle 1.6 je mnozina S* uzaviend na operaci -, proto je -|g«xg+ dobfe
definované asociativni binarni operace na S*. Protoze 1-1 = 1, lezi neutralni prvek
1 v mnoziné S*. Konec¢né, S* obsahuje inverzni prvky opét diky 1.6. g
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Piiklad 1.8. (1) Grupa invertibilnich prvkia M (X)(:) obsahuje pouze neutrilni
prvek e.

(2) Grupu invertibilnich prvka transformaéniho monoidu 7'(X)(o) tvoii pravé
vSechny bijekce S(X) na mnoZziné X (mluvime o symetrické grupé nebo grupé
permutaci).

(3) Grupu invertibilnich prvki monoidu ¢tvercovych matic M, (T)(-) stupné n
tvofi pravé viechny reguldrni matice stupné n (zna¢ime je GL,(T)).

Definice. Podgrupou grupy G(-) budeme rozumét kazdou neprézdnou podmnozinu
H mnoziny G, ktera je uzaviend na - a pro jejiz kazdy prvek h € H plati, zZe
h~! € H. Normdlni podgrupa je podgrupa H grupy G spliwjici navic podminku
g-h-g' € Hprokazdé g€ G ahe H.

Poznamka 1.9. Necht G(-) je grupa, H a H;, i € I jeji podgrupy.
(1) 1€ H,
(2) H(-) tvofi s operaci omezenou na mnoZinu H opét grupu,
(3) Nics Hi je podgrupa grupy G(-),
(4) jsou-li vsechny podgrupy H; normdlni, pak je i podgrupa (;c; H; normdini,
(5) je-li G(-) komutativni grupa, pak je podgrupa H vZdy normdini.

Diikaz. (1) Protoze je H neprazdnd, obsahuje n&jaké h € H. Tedy h™! € H a
l=h-h™'€H.

(2) Diky (1) obsahuje H neutralni prvek vzhledem k -, zbytek plyne okamzité z
definice podgrupy a vlastnosti operace - na G (srovnej s 1.6).

(3) 1 € H; pro viechna i € I podle (1), tedy ();c; H; je neprazdna. Zvolme
libovolné a,b € (,c; H;. Potom a -b € H; pro kazdé i € I diky uzavienosti H; na
operaci -, tedy a - b € (.., H;. Podobné podle definice a=* € H; pro kazdé i € I,
proto a”"' € (;e; Hi.

(4) Zvolme h €
g-h-gt €N, Hi

(5) Diky komutativité bindrni operace plati pro kazdé g € G a h € H,ze g - h -
g'=9g-g'-h=heH. O

iel

werHiage G Pakg-h-g ' € H; pro viechna i € I, a tudi

Piiklad 1.10. (1) Vsimnéme si, ze v kazdé grupé G(-) tvoii mnoziny {1} a G (tzv.
trividlni) ptiklady normélnich podgrup.

(2) Uvazujme grupu permutaci na mnoziné {1,...,n}, obvykle se znaci S, (o)
(viz také 1.8(2)). Snadno nahlédneme, Ze mnozina vSech sudych permutaci 4, je
normélni podgrupou S, (o). Navic lze (elementarnimi prostiedky) dokézat, Ze grupa
Sn (o) neobsahuje pro n # 4 jiné normalni podgrupy nez {Id}, S, a A, (v pfipadé
Sy se vyskytuje jesté jedna dalsi vyjime¢na normdlni podgrupa). Uvedme alespon
priklad zjevné podgrupy T = {Id,(12)} grupy Ss, kterd neni normadlni, protoze
napiiklad (13) o (12) 0 (13)~! = (23) ¢ T.

(3) Protoze det(A - B) = det(A) - det(B), snadno spocitame, Ze mnoziny S =
{A € GL,(T)| det(A) =1} a P = {A € GL,(T)| det(A) = £1} jsou normélni
podgrupy grupy GL,,(T)(-).

(4) Uvazujeme-li komutativni grupu celych ¢isel Z(+) (s neutrélnim prvkem 0
a inverznimi prvky znafenymi standardné symbolem —), potom mnoziny tvaru
nZ = {n-z| z € Z} jsou pro kazdé neziporné celé n podgrupou grupy Z(+)
(viz 0.1). Naopak, uvazujme libovolnou nenulovou podgrupu P grupy Z(+). Protoze
P obsahuje né&jaky nenulovy prvek a s kazdym a € P jei —a € P, lezi v P
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jisté néjaky kladny prvek a my muiizeme zvolit nejmensi kladné ¢islo obsazené v P,
oznacme ho n. Ukazme, ze nutné P = nZ. Indukci diky uzavienosti P na s¢itani
nahlédneme, 7e 2n = n+n € P, 3n € P, ..., kn € P, ..., pro kazdé prirozené
k. Protoze —n € P, dostaneme stejnym argumentem, ze nZ C P. Nyni zvolme
libovolné a € P. Potom vydélime se zbytkem c¢islo a ¢islem n, t.j. najdeme celé q
a nezaporné celé z < n, pro kterd a = gn + z. Z uzavienosti P na + pouzité pro
prvky a, —gn € P plyne, Ze z = a + (—¢n) € P, a z minimality volby n dostavame,
7e z =0, tedy nZ = P.

Definice. Necht H a K jsou dvé podmnoZiny grupy G(-) a g € G. Definujme
mnoziny HK ={h-k| he€ H, k€ K}, gH = {g}H a Hg = H{g}.

Pi#iklad 1.11. (1) Méjme dvé normdlni podgrupy H a K grupy G(-). Pak pro
kazdé hg € H a k € K existuje hy € H, pro které k- hg - k' = hy, tedy k- hg =
hy -k a KH C HK. Symetricky argument dokazuje i obracenou inkluzi, proto
KH = HK. Nyni snadno nahlédneme, 7e je sou¢in HK rovnéz podgrupou G(-):
z¥ejmé je H K neprazdné a zvolime-li hg, hy € H a ko, k; € K, potom (hg - ko)~ ! =
ky'-hy' € KH = HK a dale existuje takové hy € H, 7e ko - hy = hy - kg, proto
ho-ko-hy-ki =hg-hs ko -k € HK. Konetné vezmeme-li libovolné prvky g € G,
he Hake K,pakplati g-h-k-g ' =(g-h-g 1) -(9g-k-g ') € HK diky
predpoklddané normalité obou podgrup. Vidime, Ze ,soucin” normalnich podgrup
(naptiklad tedy souéin libovolnych podgrup komutativni grupy) déva opét normélni
podgrupu. Poznamenejme, Ze soucin podgrup, které normalni nejsou, viibec nemusi
byt podgrupou (sta¢i uvazit naptiklad podgrupy H = {Id,(12)} a K = {Id,(13)}
grupy Sz).

(2) Uvazujeme-li komutativni grupu A(+) a H, K jeji podgrupy, pak H + K =
{h+k| h€ H, ke K} je podle pfedchoziho pozorovani opét podgrupa. Specialng,
vezmeme-li grupu celych ¢isel Z(+), pak 30Z + 54Z = {30z + 54y| z,y € Z} =
NSD(30,54)Z = 6Z.

Vsimnéme si také, ze 30Z N 54Z = {z € Z| 30/z,54/z} = usn(30,54)Z = 270Z.

Relaci na mnoziné A budeme rozumét kazdou podmnozinu A x A Necht p je
relace na A, oznacme:
- pt={(b,a)| (a,b) € p} (opatni relace),
- pt ={(a,b)] Ja = ag,a1,...,an_1,a, =b € A;(a;,ai41) € p} (tranzitivni
obal),
- id = {(a,a)| a € A} (identita).
Rekneme, ze relace p je symetrickd, jestlize p= C p, tranzitivni, pokud p™ C p,
a reflexivni, v pripadé, ze id C p. Fkvivalenci budeme nazyvat kazdou symetrickou,
tranzitivni a reflexivni relaci. Je-li p ekvivalence na mnoziné A, pfipomenme, Ze
faktorem mnoZiny (Casto se také mluvi o kvocientu) A podle ekvivalence p jako
mnozinu A/p = {[a],| a € A}, kde [a], = {b € A| (a,b) € p} jsou rozkladové tiidy
(kosety).

Definice. Je-li H podgrupa G, definujme na G relaci rmod H (resp. lmod H)
podminkou: (a,b) € rmod H (resp. (a,b) € lmod H) < a-b~! € H (resp. -a b €
V&imnéme si, ze je-li p ekvivalence na A, pak A/p = {[a],| a € A} tvoii rozklad
mnoziny A. Naopak mame-li {B;| i € I} rozklad mnoZiny A, pak relace p uréend
podminkou: (a,b) € p& Ji € 1:a,b€ B, je ekvivalenci a A/p={B,| i € I}.
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Poznamka 1.12. Necht G(-) je grupa a H jeji podgrupa. Potom plati:
(1) rmod H ilmod H jsou ekvivalence na G,

(2) (a,b) € rmod H < (a~1,b71) € lmod H pro kazdé a,b € G,

(3) |G/rmod H| = |G /lmod H],

(4) rmod H =1mod H, pravé kdyz je H normdlni podgrupa G(-),

(5) [alimod H = Ha a [a|imoa v = aH pro kazdé a € G,

(6) Ha]rmod H‘ = Ha]lmod H‘ = ‘H| pro kazdé a € G.
Diikaz. (1) Tvrzeni dokdzeme jen o rmod H, pro lmod H bude diikaz symetricky.
Podle 1.9(1) podgrupa H obsahuje neutralni prvek 1, proto pro kazdé a € G mame

a-a”' =1¢€ H, tedy (a,a) € rmod H. Pfedpoklddame-li, ze (a,b) € rmod H,
paka-b"' € H,protoib-a ' =(a-b"')"' € H (podle 1.4 a 1.6), tudiz (b,a) €
rmod H. Nyni pfedpokladejme, 7e (a,b), (b,c) € rmod H, coZz podle definice nasi
relace znamen4, ze a - b, b- ¢! € H. Z uzavienosti H na bindrni operaci plyne,
ze (a-b71)-(b-cl)eH,tedya-c*=a-b"'-b-c! € Ha(a,c)€rmod H. Tim
jsme ovérili, ze je relace rmod H reflexivnim, symetricka a tranzitivni.

(2) Diky 1.6 mame rovnost a-b~' = (a=')"' b, protoa-b"' €e H & (a™ ') "-
b~! € H, ¢imz jsme dokondili diikaz.

(3) Podle (2) je zobrazeni [a]rmoa # — [@ !]imod # korektné definovanou bijekef,
tedy faktorové mnoziny G /rmod H a G /lmod H maji stejné prvki.

(4) Ptedpokladejme, Ze rmod H = lmod H a zvolme h € H a g € G. Potom
(g-h)y"t-g=ht-gl.g=h"'eH, tedy (g-h,g) € Imod H = rmod H. 7 definice
rmod H dostaneme g-h-g~' € H.

Nyni pfedpokladejme, 7e je H normélni podgrupa grupy G(-). Zvolime-li (a, b) €
rmod H, vime, 7e a-b~' € H. Podle definice normalni podgrupy b=! -a = b1 -
a-b=t-(b7Y)"! € H, tedy (b,a) € Imod H a diky (1) (a,b) € lImod H, &m% jsme
ovérili, ze rmod H C lmod H. Symetricky argument dokazuje obracenou implikaci.

(5) Opét se budeme vénovat jen ekvivalenci rmod H. PouZijeme definici rozkla-
dové tridy:

[a]imod 71 = {b € A (a,b) €Ermod H} ={bc A|Zh€ H: a-b"'=h} =

={bcAl3heH: b=h"-a}={bcAIN€H: b=h"-a} = Ha.

(6) Definujme zobrazeni b : H — Ha (resp. H — aH) pfedpisem b(h) = h-a
(resp. b(h) = a-h). Zfejmé jde o zobrazeni na Ha (resp. na aH) a pfedpokladejme,
7e b(hg) = b(hy), tedy hg-a = hy - a. Tuto rovnost zprava (resp. zleva) pfendsobime
hodnotou a~!, abychom dostali hg = hg-a-a! = hy -a-a~t = hy. Tedy b je
bijekce a vSechny mnoziny H, aH, Ha maji stejny pocet prvki. Nyni zbyva pouzit
(5). O

Definice. Bud H podgrupa grupy G(-). Potom ¢&islu [G : H] = |G/rmod H| (=
|G/lmod H| podle 1.12) budeme fikat index podgrupy H v grupé G a velikosti |G|
mnoziny G budeme fikat 7dd grupy G.

Véta 1.13 (Lagrange). Je-li H podgrupa grupy G(-), pak |G| =[G : H] - |H]|.

Diikaz. Podle 1.12(1) je rmod H ekvivalence, proto G = UAGG/rmOd A, kde sjed-
nocujeme disjunktni mnoziny. VyuZzijeme-li déale poznatek 1.12(6), ktery 7k, Ze
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v8echny ekvivalen¢ni t¥idy maji pocet prvka stejny jako mnozina H, pak dosta-
vame

G =1 s Al = X A= X HI= (G H-JH].

A€ed /rmod H A€l /rmod H
g

Diuisledek 1.14. Je-li G koneénd grupa, potom fdd kaZdé jeji podgrupy déli vad
grupy G.

Priiklad 1.15. Z ptedchoziho dasledku okamzité plynou nasledujici pozorovéani:

(1) Grupa prvodiselného fadu obsahuje jen trividlni podgrupy.

(2) Protoze |S1p| = 10! a 11 nedéli 10!, permuta¢ni grupa fadu Syg(o) neobsahuje
zéddnou podgrupu radu 11.

(3) Jsou-li H a K dvé kone¢né podgrupy néjaké grupy G(-) a plati-li, Ze jsou
tady H a K nesoudélné, pak H N K = {1}.

Véta 1.16. Necht G(-) je grupa a p relace na G. Pak p je ekvivalence sluditelnd
s operact - prav€ tehdy, kdyz H = [1], je normdlni podgrupa G(-) a p = rmod H
(=1lmod H).

Diikaz. (=) Nejprve piedpoklddejme, Ze je p je ekvivalence sluditelna s operaci -.
Protoze je p reflexivni relace, lezi 1 v t¥idé [1], a ta je tudiz neprazdnd. Zvolme
a,b € [1], a g € G. Vidime, ze (1,a),(1,b) € p, navic, z reflexivity p plyne, ze
(a=t,a 1), (g7t 97 1Y), (g,9) € p. Nyni vyuZijeme slucitelnosti p s -, abychom dostali,
7e (1-1,a-b) € p,daleze (1-a Y,a-a” ) epa(g-1-g~t,g9-a-g~ ') € p. Vyuzijeme-li
vlastnosti neutralniho prvku a symetrie p, vidime, 7e (1,a-b), (1,a™ 1), (1,g-a-g™ ') €
p,tedy a-b, a=', g-a-g—! € [1],, ¢imZ mame ovéieno, Ze je [1], normalni podgrupa
G(-). Pripomefime, ze podle 1.12(4) rmod [1], = Imod [1],.

Nyni bychom méli dokdzat, ze (a,b) € p, pravé kdyz (a,b) € lmod [1],. Jestlize
nejprve (a,b) € p, potom (1,a='-b) = (a~'-a,a'-b) € p, protoZe je p ekvivalence
slucitelna s -, tedy (a,b) € lmod [1],. Naopak, zvolime-li (a,b) € lmod [1],, pak
(a,b) = (a-1,a-a"t-b) € p.

(<) Predpokladejme, Ze je H normélni podgrupa G(-) a definujme relaci p jako
rmod H (tj. (a,b) € p +> a-b~' € H). Podle 1.12(1) je p ekvivalence a pfimym
vypoltem zjistime, ze [1], = H. Zvolme nyni (ao,bo), (a1,b1) € p, tj. ao - byt i
ay -bfl jsou prvky H. Nyni pouzijeme normalitu H, abychom dostali, 7e bal “ag =
bal . (ao'bal)'bo € H. Uzavienost H na - zaruCuje, Ze b* ~ag-ap - lfl € H a dalsim
vyuzitim normality ziskdme ag - a1 - (bg - b1) ! = by - (b cag-a;-byt) byt € H,
tedy (ag - a1,bo - b1) € p, ¢im7 jsme ovéfili slucitelnost p s s operaci -. O

Vsimnéme si, 7e kongruence = (mod n) na mnoziné Z(+) popsané v Piikladu 0.3
je praveé ekvivalenci rmodnZ = lmodnZ.

Poznamka 1.17. Necht G(-) a H(-) jsou grupy a f : G — H je zobrazeni slucitelné
s operaci . Pak je f(1) =1 a f(g7 1) = (f(g)) ! pro kaZdé g € G.

Diikaz. Protoze f(1) = f(1-1) = f(1) - f(1), staéi rovnost f(1) = f(1) - ( )
pfendsobit prvkem f(1)~!, abychom dostali 1 = f(1)-f(1)~" = f(1)-f(1)-f(1)~!

f(1). Déle 1= (1) = f(g~'-g) = £(g")- £(9) a podobné 1 = £(g) f(g™ 1), proto
flg™h) = (flg) " O
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Definice. Zobrazeni f : G — H grup G(-) a H(:) slutitelné s jejich bindrnimi
operacemi se nazyva (grupovy) homomorfismus. Bijektivni homomorfismus budeme
nazyvat izomorfismus. Podmnoziné Kerf = {g € G| f(g) = 1} i relaci ker f =
{(g1,92) € G x G| f(g1) = f(g2)} budeme tikat jidro homomorfismu.

Jestlize mezi dvéma grupami GG a G5 existuje izomorfismus, fikame, ze G a G
jsou izomorfni a piseme G = Gs.

Poznamka 1.18. Necht G1(-), Ga(:) a G3(*) jsou grupy, f: G1 = G2 a g: Gy —
G3 jsou homomorfismy a H podgrupa grupy Ga(-).

2) je-li f bijekce, pak f~1 je izomorfismus,

3) obraz g(H) je podgrupa G3(-) a 1iplny vzor f~1(H) je podgrupa G1(-),

4) Kerf je normdlni podgrupa G1(-) a ker f = rmod Kerf,

5) ker f je ekvivalence slucitelnd s operaci - na G,

6) f je prosty homomorfismus, privé kdyzZ Kerf = {1} a to nastdvd, prdvé
kdyz ker f = id

Dikaz. (1) Je-li a,b € Gy, pak gf(a-b) = g(f(a) - f(b)) = g(f(a)) - g(f(b))-

(2) Staci ovéfit, 7e f ! je homomorfismus. Zvolime-li ¢, d € Gy, potom f(f~(c)-
) = - d, proto f(e) - A d) = £ e d).

(3) Nejprve ukazeme, Ze je g(H) podgrupa Gs(-). g(H) je zjevné neprazdnd
mnozina. Vezméme u,v € g(H), tj. existuji ¢,d € H, pro kterd g(c) = u a g(d) = v.
Protoze c-d, ¢! € H, dostdvdme p¥imo 7z definice, 7e u-v = g(c) - g(d) = g(c-d) €
g(H),au ' =g(c) ™" =g(c") € g(H) podle 1.17.

Poznamenejme, 7e 1 € f~1(H), tedy jde o neprazdnou mnozinu a zvolme a, b €
F1(H), ti. f(a), f(b) € H. Potom opét f(a) - f(b) = f(a-b) € H, a fa~)) =
fla)"* € H,tedy a-b, a=! € f~1(H), proto je f1(H) podgrupa.

(4) Protoze {1} je podgrupa Gs(-) a Kerf = f~'({1}), je Kerf podgrupa podle
(3). Vezmeme-li libovolné g € G; a h € Kerf, potom f(g-h-g~ ') = f(g) - f(h) -
flghH = flg)-1-f(g) ! =1, tedy g-h-g ' € Kerf. Zbyva si uvédomit, 7e
(@)= 1) & fla) f(B) " =16 fla-b") =16 a-b' € Kerf,

(5) Plyne okamzité z (4) a 1.16.

(6) Je-li f prosté, pak existuje jediny vzor jednotky, tedy Kerf = {1} a jestlize
ker f = id, pak je zfejmé f prosté. Konecné, jestlize Kerf = {1}, potom ker f =
rmod Kerf = rmod {1} = id podle (4). O

Definice. Je-li G mnozina a p ekvivalence na G, pak prirozenou projekci na faktoro-
vou mnozinu G/ p rozumime zobrazeni 7, : G = G /p dané podminkou 7,(g) = [g],,
kde g € G.

Véta 1.19. Necht G(-) je grupa a p ekvivalence na G slucitelnd s -. Na faktorové
mnoziné G/p definujeme operaci © predpisem [a], ® [b], = [a-b],. Tato definice je
korektni, G/p(®) je opét grupa a pFirozend projekce w, je homomorfismus.

Dikaz. Abychom ovérili korektnost definice, musi ukazat, Ze definice nezavisi na
volbé zastupce ekvivalen¢nich t¥id. Mé&jme tedy [a], = [¢], a [b], = [d],, tj.- (a,c),
(b,d) € p. Potom diky sluditelnosti p s operaci mame (a-b,c-d) € p, proto [a-b], =
[c- d],.

Vezmeme-li [a],, [b],,[c], € p, pak pfimo z definice vidime, Ze

[a], © ([b], © [clp]) = [a- (b- )], = [(a-b) - ], = ([a], © [b],) © [¢],,
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tedy operace ® je asociativni. To, Ze je neutralnim prvkem pravé [1], a inverznim
prvkem k prvku [a], pravé prvek [a™!],, dostaneme pfimym vypoctem. Konecné
mp(a-b) =la-b], = [a], ® [b], = my(a) ® m,(b) z definice. O

Grupu zavedenou na faktorové mnoziné budeme nazyvat faktorovou grupou.
Véta 1.16, kterd 1ika, 7ze kazdé ekvivalenci p slucitelné s bindrni operaci na grupé
jednoznacné odpovida normélni podgrupa H, nadm umoziuje faktorovou mnozinu
zapisovat ve tvaru G/ H, navic je bézné, Ze se operace na faktorové grupé oznacuje
stejné jako operace na ptvodni grupé. Obvykly zdpis faktorové grupy G/p(®) bude
tedy G/H(-), kde H = [1], a[a],-[b], = [a-]],. Podobné budeme pfirozenou projekci
G na G/H oznafovat symbolem 7y a misto [a], budeme psat [alp = aH = Ha
(posledni rovnosti plati podle 1.12(4) a (5)).

Priklad 1.20. Uvéazime-li na grupé Z(+) ekvivalenci = (mod n) zavedenou v
Piikladu 0.3, jedna se o ekvivalenci slucitelnou s operaci + a [0]=(moa n) = %, tedy
= (mod n) = rmod nZ a na faktorové mnoziné Z/nZ = Z/(= (mod n)) mame
dobfe zavedenu strukturu grupy Z/nZ(+) piedpisem [a]=(mod n) + [b]=(mod n) =
[a‘ + b]E(mod n)-

Poznamka 1.21 (Véta o homomorfismu). Bud f : G1 — G homomorfismus grup
G1(*) a Go(:) a necht H je normdlni podgrupa G1(-). Pak existuje homomorfismus
g : Gi/H — Gy spliugici podminku gry = f prdvé tehdy, kdyZ H C Kerf (ij.
rmodH C rmod Kerf). Navic, jestlize g existuje, je g izomorfismus, privé kdyZ f
je na a Kerf = H.

Diikaz. Nejprve predpokladejme, 7e existuje homomorfismus g : G1/H — G4 spliiu-
jici grp = f, tedy g([algr) = f(a). Zvolme a € H. Pak [a]g = H = [1]g je neutrélni
prvek grupy G1/H(-), a proto f(a) = g([a]g) = 1 podle 1.17. Tedy a € Kerf, ¢imz
jsme ovérili, ze H C Kerf.

Naopak, necht H C Kerf. Musime ovéfit, Ze jedind moznd definice g dana pred-
pisem g([a]n) = f(a) je korektni. Vezméme proto [a]y = [b]n. Potoma-b~"' € H C
Kerf, tedy 1 = f(a-b"') = f(a)- f(b)"! podle 1.17, a proto f(a) = f(b). Kone¢né

9([ala - [b]m) = g([a - bla) = fla-b) = f(a) - F(b) = g([a]m) - 9([b]m),

tedy g je homomorfismus.

Zbyva ovéfit zavéretnou ekvivalenci. Predné si uvédomme, ze g(G1/H) = f(G1),
tedy ¢ je na, pravé kdyz je f na. Necht je ¢ navic prosté a zvolme a € Kerf.
Pak g([alg) = f(a) = 1. Protoze g([l]g) = g(H) = 1, plyne z prostoty g, ze
[a]lg = H, tedy a € H. Ovéfili jsme, ze Kerf C H, a protoZe uz vime, ze H C Kerf,
mame rovnost H = Kerf. Kone¢né predpokladejme, ze g([a]n) = ¢([b]n). Potom
fla)=f(b)aa-b"" € Kerf = H. Tudi? (a,b) € rmodH a [a]y = [b]u, ¢im7 jsme
ovérili, ze je g prosté. O

Véta 1.22 (1. véta o izomorfismu). Necht f : Gy — G2 homomorfismus grup G1(-)
a Go(-). Pak f(G1) je podgrupa Go (tedy opét grupa) a G1/Kerf(-) je izomorfni
f(G1)().

Diikaz. 7 1.18(3) dostavame, ze f(G;) je podgrupa G5. Omezime-li obor hod-
not zobrazeni f, miZeme ho chpat jako homomorfismus f : G; — f(G;). Nyni
aplikujeme 1.21 pro H = Kerf a dostaneme piimo poZadovany izomorfismus g :

Gi/Kerf — f(Gh). O
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Piiklad 1.23. Mé&jme homomorfismus f, : Z — Z,, grupy Z(+) do grupy Z,(+)
s po¢itdnim modulo n dany pfedpisem f, (k) = (k)mod n. Pak méme podle 1.22
izomorfismus Z/Ker f,(+) = Z,(+), navic je zjevné (a,b) € ker f,, pravé kdyz
n/(a—1b), a Ker f, = nZ.

Véta 1.24 (2. véta o izomorfismu). Necht G(-) je grupa a H, K jeji normdlni pod-
grupy. Jestlize H C K | pak K/H je normdlni podgrupa grupy G/H(-) a faktorovd
grupa G/K(-) je izomorfni grupé (G/H)/(K/H)(-).

Diikaz. Opét nejprve pouzijeme 1.21 pro homomorfismy nx : G — G/K (jako
fzl2l)any : G - G/H (jako my z 1.21). ProtoZe podle pfedpokladu H C
K = Kermg, davd ndm 1.21 homomorfismus g : G/H — G /K splhujici vztah
9([alg) = [a]k - VSimnéme si, Ze je g zjevné na. Nyni pfimocaie spoc¢itdme Kerg =
{la]lw € G/H| g([a]n) = [a]k = [1]xk} = K/H. Poznamenejme, 7e je Kerg = K/H
normélni podgrupa G/H(-) podle 1.18(3). Nyni pro homomorfismus g vyuZzijeme
1.22, abychom dostali G/K = g(G/H) = (G/H)/Kerg = (G/H)/(K/H). O

2. CYKLICKE GRUPY

Pfipomenme, Ze podle 1.9(3) je prinik libovolného systému podgrup zase pod-
grupou. Uvézime-li grupu G(+) a podmnozinu X C G, pak prinik vSech podgrup
G(+) obsahujicich X je rovnéz podgrupou obsahujici X, ozna¢me ho (X), zjevné se
jedné o nejmensi takovou podgrupu vzhledem k inkluzi. Specidlné budeme psat (g)
misto ({g}), je-li g € G.

Definice. Bud G(-) grupa a X C GG. Podgrupu (X) nazveme podgrupu G(-) gene-
rovanou mnozinou X. Rekneme, 7e G(-) je cyklickd grupa, existuje-li takovy prvek
g€ G, 7e (g) =G.
Necht G(-) je grupa a € G. Definujme indukei:
a® =1,
a® =a""' - a pro kazdé n > 0,
a™ = (a~ 1) pro kazdé n < 0.

Poznamka 2.1. Necht G(-) je grupa a a € G. Zobrazeni ¢ : Z — G dané predpisem
¢(n) = a" je homomorfismus grupy Z(+) do grupy G(-) a ¢(Z) = (a) = {a"| n €
Z}.

Diikaz. Potiebujeme pro kazdou dvojici m,n € Z ovéfit, ze ¢(n +m) = a™™™ =
a™-a™ = ¢(n) - d(m). Piitom a"T™ = a™ -a™ zjevné plati pro obé nezdporna a obé
zéporna m, n. Je-li n zdporné a m+n nezdporné, pak a”-a™ = (a~1')""-a™ = a"t™.
Podobné pro n zadporné, m kladné a m + n zdporné mame a” -a™ = (a= ') " -a™ =
(afl)fnfm — an+m.

Zéavérem poznamenejme, ze ¢(Z) je pravé tvaru ¢(Z) = {a"| n € Z}, a proto se
jednd o nejmensi podgrupu G(-) obsahujici a. O
Dusledek 2.2. Necht G(-) je grupa a a € G. Potom pro kazdé n,m € Z plati, Ze
a "= (an)fl a (an)m = g™,

Priklad 2.3. (1) Z(+) je cyklickd grupa, kde Z = (1) = (—1).
(2) Zn(+) je pro kazdé prirozené n cyklickd grupa s operacemi definovanymi
modulo n, kde Z,, = {(a), pravé kdyz NSD(a,n) = 1.
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Véta 2.4. Bud G(-) cyklickd grupa.
(1) Je-li G nekoneénd, pak G(-) = Z(+).
(2) Je-lin = |G| konecné, pak G(-) = Z,,(+).

Diikaz. Vezméme néjaky generator g cyklické grupy G(-), tedy (g) = G a definujme
zobrazeni ¢ : Z — G dané predpisem ¢(n) = ¢g". Podle 2.1 jde o homomorfismus
a ¢(Z) = {g9) = G, tedy ¢ je zobrazeni na. Nyni podle 1.22 je Z/Kerg(+) = G(-).
Zbyva si rozmyslet, jak vypadad Z/Ker¢. Z 1.10(4) vime, 7e Ker¢ = nZ pro vhodné
nezdporné celé n. V pifipadé, ze n = 0, pak Z/Ker¢ = Z/{0} = Z, a v ptipadé
kladného n je Z/Ker¢ = Z/nZ = Z,, podle 1.23. O

Poznamka 2.5. KaZdd faktorovd grupa i podgrupa cyklické grupy je opét cyklicka.

Diikaz. Snadno nahlédneme, 7e je-li g generdtor cyklické grupy G(-), pak [g]n je
generdtor jeji faktorové grupy G/H(-).

Diky 2.4 staci tvrzeni o podgrupdch dokézat pro grupy Z(+) a Z,(+). Nejprve
ho dokaZme pro grupu Z(+). V 1.10(4) jsme ovéfili, Ze Z(+) jiné podgrupy nez
podgrupy tvaru nZ neobsahuje. Pfitom (n) = nZ je cyklickd grupa, ¢imz je tvrzeni
ovéfeno.

Nyni vyuzijeme homomorfismu f,, : Z — Z,, z 1.23. Zvolime-li podgrupu H
grupy Z,(+), pak f,'(H) je podle piedchozi iivahy a 1.18(3) cyklickd podgrupa
Z, tedy H = f,.(f, *(H)) je cyklickd podgrupa Z,,(+). O

Piiklad 2.6. Uvazujme podgrupu (30) grupy Zz2(+), vS§imnéme si, ze hleddme-
li generdtor grupy (30) stejnym zptisobem jako v predchozim dikazu, vezmeme
f1((30)) = (30,72), protoze (72) tvoif jadro homomorfismu f75. Obdobnou tiva-
hou jako v 1.10(4) a s pomoci Eukleidova algoritmu nahlédneme, 7e (30,72) =
(NSD(30,72)) = (6), tedy (30) = (6) v grupé Zra(+).

Poznamka 2.7. Bud G(-) konecnd grupa. Potom ¢/¢! =1 pro kazdyj prvek g € G.
Diikaz. {(g) je cyklickd grupa tadu n, tedy je podle 2.4 izomorfni Z,(+), proto

|G| |G|

g" = 1. Podle 1.13 n/|G|, tedy ¢/l = (¢")= = 1% =1, kde 1. rovnost plyne z
2.2. (|

Véta 2.8. Necht G(-) je koneénd cyklickd grupa. Pak pro kaZdé pFirozené k, které
déli ad grupy G, existuje prdavé jedna podgrupa grupy G fddu k.

Diikaz. K diikazu vyuzijeme charakterizace cyklickych grup 2.4, diky némuz staci
tvrzeni dokdzat pro (izomorfni) grupu Z,(+). Jestlize k = 1, je tvrzeni trividlni,
piedpokladejme tedy, ze & > 1. Potom snadno nahlédneme, 7Ze mnozina (%) =
{0, %.2%,...,(k—1)%} je podgrupa a ()| = k. Méjme nyni néjakou podgrupu H
grupy Z,(+) tadu k. Podle 2.7 (k- h)mod n = 0, proto k- h = ¢-n pro vhodné
celé ¢islo c. Tedy h = c¢- 7. Tim jsme ovéfili, ze H je ¢asti podgrupy (7). Protoze
se jednd o dvé konecné stejné velké mnoziny, dostdvame, ze H = (%), ¢imZ jsme
ovérili jednoznacnost volby. O

Pro kazdé ptirozené k (resp. k € Zy,) oznacujme kZ = (k) = {kz| z € Z} (resp.
kZ, = (k) ={k-z| z € Z,}).

Nyni zobecnime Gvahu ptikladu 2.6.
Poznamka 2.9. Nechtn € N, a € Z, \ {0} a k/n. Pak aZ,, = kZ,, privé kdyZ
NSD(a,n) = k. Specidlné plati, Ze aZ,, = Z,, (tj. a generuje grupu Z,(+)), prdvé
kdyz NSD(a,n) = 1.
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Diikaz. Nejprve predpokladejme, ze aZ,, = kZ,,. Potom k € aZ,,, tedy existuje celé
x, pro které (a - x)mod n = k. Proto také existuje takové celé y, ze a-z +n -y = k.
Odtud plyne, ze NSD(a,n)/k. Podobné, protoze a € kZ,, existuji celd u a v, pro
néz k-u+n-v = a, a protoze k/n, nutné musi k/a. Vidime, ze k/NSD(a,n), tudiz
NSD(a,n) = k.

Nyni predpokladejme, Ze NSD(a,n) = k. Potom diky Euklidovu algoritmu exis-
tuji « € Z,, acelé y, pronéza-x+n-y = k. Proto (a-z)mod n = k, tudiz k € aZ,
a kZ, C aZ,. Koneéné, protoze k/a, vidime, 7e a € kZ,,, a proto aZ,, C kZ,,, coz
znamend, ze kZ,, = aZ,,. (|

Dusledek 2.10. Je-li n € N, pak ¢islo p(n) uddvd pocet proki, které generuji
grupu Z,,(+) a pocet invertibilnich proki monoidu Z.,(-).

Priklad 2.11. (1) Uvazujme kone¢nou cyklickou grupu G(-). Potom nam 2.10
tika, ze G(-) obsahuje pravé p(|G|) generatort, a podle 2.8 G(+) obsahuje pravé tolik
podgrup, kolik je délitelt jejiho fadu. Mame-li n = Hle pri,kdepr < pa <+ < pp
jsou prvocisla a r; € N, pak déliteli n jsou pravé cisla Hle p®, kde 0 < s; < 1y,
tedy G(-) obsahuje pravé Hle(ri +1) podgrup a podle 0.7 pravé Hle(pi —1)pji!
generatort.

(2) Vezméme cyklickou grupu Zso(+). Protoze 50 = 2-52, dostavame z bodu (1),
7e Zso(+) obsahuje ¢(50) = 20 generdtort a pravé 6 = 2 - 3 podgrup. Vezmeme-li
napiiklad podgrupu (42) grupy Zso(+) (a jiné nez cyklické podgrupy tato grupa
podle 2.5 neobsahuje), pak diky 2.9 vime, 7e (42) = (NSD(42,50)) = (2) = 2Zs5¢, a
jedna se tedy o podgrupu fadu 25 = 52—0.

Véta 2.12 (Mald Fermatova véta). Pro nesoudélnd kladnd celd cisla a,n > 1 je
(a¥™)mod n = 1.

Diikaz. Nejprve uvazime, ze (a?™)mod n = ((a)mod n¢(™)mod n, coz znamens,
ze tvrzeni staci dokdzat pro a < n. Nyni vezmeme jako grupu G z 2.7 grupu
invertibilnich prvka Z?(-) monoidu Z, () tj. prvkd nesoudélnych s n podle 2.10.
Protoze a € Z*, je (a®™)mod n = (a/%~mod n = 1 diky 2.7 a 2.10. O

Poznamka 2.13. Bud p a q dvé riznd lichd prvocisla a m = nsn(p — 1,q — 1).
Potom pro kaZdé a € Zy, a u € N plati, Ze (a™*)mod pq = a.

Diikaz. Nejprve ukdZeme, Ze (a™!)mod pq = a.

Podle Véty 2.12 (z™)mod p = 1 a (y")mod q = 1 pro z, kterd nejsou na-
sobkem p a y, kterd nejsou nasobkem g. Dale ziejmé plati ((up)™*!)modp = 0
a proto i (™) mod p = (z)mod p a (y™ )mod ¢ = (y)mod ¢ pro kazdé ne-
zdporné celé z a y. Vezméme nyni a € Z,,. Z pfedchoziho pozorovani plyne, Ze
((a)mod p, (a)mod ¢q) = ((a™*")mod p, (a™*")mod q), a diky Vété 0.5 pouzité pro
bijekci Z,, = Z,xZ, dostavame, ze shodné jsou i vzory prvki ((a)mod p, (a)mod q)
a ((a™™H)mod p, (a™*)mod q), tedy, ze (a™*!)mod pq = a.

Nyni indukei diky 2.2 dostavame, 7e avt! = qlu=1m . gm+l = glu=)m+l _ 4
pro kazdé u € N a a € Z,,. O

Piiklad 2.14 (Rivest, Shamir, Adleman). Opét zvolme p a g dvé rizna lichd
prvoéisla a poloZzme m = nsn(p — 1,q — 1).

Vezméme e < m nesoudélné s m a pak (naptiklad pomoci Euklidova algoritmu)
najdeme takové d < m, ze (ed)mod m = 1. Nyni podle 2.13 pro kazdé a € Z,,
plati, ze (a®)? = a*? = a¥™*! = a (poéitano v Z,,, tedy modulo pq).



14 JAN ZEMLICKA

Pomoci vlastnosti ¢isel p, ¢, m, d, e mizeme nyni popsat protokol asymetric-
kého sifrovani znamy pod zkratkou RSA. PoloZime-li n = p - ¢, je vefejnym kli¢em
dvojice ¢isel (n,e) a soukromy kli¢ tvori tajny exponent d. Chceme-li informaci vy-
jadtenou posloupnosti hodnot a4, ..., a; € Z,, adresovat majiteli soukromého klice,
sta¢i ji zaSifrovat pomoci mocnéni verejné zndmou hodnotou e v monoidu Z,(-),
tj. odeslat zpravu (af)mod pg, ..., (af)mod pg. K jejimu rozlusténi sta¢i umocnit v
Z, () pomoci tajného exponentu, protoze (af)? = a$? = a;. Naopak, zveiejnéni-li
majitel soukromého klice zasifrovanou zpravu (ad)mod n, . .., (a{)mod n, mohou si
pfijemci zpravy stejnym zptisobem (tj. umocnénim na vefejné zndmy exponent e:
((ah)ymod n, ..., ((ad)*)mod n = ai,...,ax) ovéfit, Ze odesilatel zpravy opravdu
zné tajny exponent (vlastnictvi soukromého kli¢e tedy garantuje pravost elektro-
nického podpisu).

Poznamenejme, 7e je ze znalosti n = pq a e obtizné najit d (odpovida to nalezeni
prvociselného rozkladu ¢isla n, coz je tloha, pro niz neni zndm algoritmus polyno-
mialni slozitosti), zatimco mocnéni ¢isel v Z,, je (i pro velké exponenty a velké pq)
velmi snadné a rychlé.

Dikaz nésledujiciho tvrzeni o cyklickych grupéch je elegantnéjsi vyuzijeme-li
jistych znalosti z teorie polynomt nad obecnym télesem, proto ho provedeme az v
pristim semestru:

Véta 2.15. Necht T(+,-) je komutationi téleso a necht G je koneénd podgrupa
multiplikationi grupy T \ {0}(-,~",1). Potom G je cyklickd grupa.

3. UNIVERZALN{ POHLED: POJEM ALGEBRY

Definice. Pro kazdé celé n > 0 nazveme n-drni operaci na mnoziné A kazdé
zobrazeni A" — A (¢islo n budeme nazyvat aritou nebo cetnosti operace). Je-li
I mnozina, budeme fikat zobrazeni Q : I — N typ. Rekneme, 7ze A(a;| i € I) je
algebra typu Q, jestlize pro kazdé i € I je a; pravé (i)-arni operaci na A.

1-arni operace se obvykle nazyvaji undrnimi operacemi, 2-4rnim operacim se rika
binarni operace a 3-arni se nazyvaji ternarnimi operacemi. Uvédomme si, ze nularni
operace vyznacuje v algebfe jeden jeji prvek, proto ji mtizeme se timto vyznacenym
prvkem ztotoznit.

Priklad 3.1. (1) Uvéazime-li grupu G(-) s unéarni operaci inverzniho prvku ~' a
nularni operaci 1, pak G(-), G(-,7!), G(-,7%,1) tvoii (formélné rtizné) piiklady
algeber.

(2) Je-1i T téleso, pak je algebrou T(+, -) & T(+, —,-,0, 1), pro vektorovy prostor
V nad T, je algebrou V(+, t|t € T).

Definice. Bud « n-arni operace na A. Rekneme, 7e podmnozina B C A je uzaviend
na operaci «, jestlize a(ay,...,a,) € B pro v8echna ay,...,a, € B. Rekneme, Ze

B C A je podalgebra algebry A(w;| i € I), je-li B uzavfena na v8echny operace «,
1€1.

Ozna¢ime-li §; = a;|p~» omezeni n-arni operace «; na B"™, potom pro podalgebru
B lezi vSechny hodnoty zobrazeni 3; opét v B. Zobrazeni 3; tedy mtizeme chapat
jako operace na mnoziné B a tak dostdvdme strukturu algebry B(8;| i € I) na
kazdé podalgebie B.
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Definice. Necht symbol a ozna¢uje n-arni operaci na mnoziné A i B. Rekneme,
7e zobrazeni f : A — B je slucitelné s operaci a, jestlize f(a(ay,...,an)) =
a(f(ar),..., f(a,)). Zobrazeni f : A — B mezi dvéma algebrami A(a;| i € I) a
B(a;| i € I) stejného typu Q budeme fikat homomorfismus, je-li slufitelné se vSemi
operacemi a;, i € I. Bijektivni homomorfismus budeme nazyvat izomorfismus.

Piiklad 3.2. (1) Bud G;(-) pro i = 1,2 grupy s undrni operaci inverzniho prvku
~! a nularni operaci 1. pak kazdy homomorfismus grup G, () a G»(-) je podle 1.17
homomorfismem algeber G1(-) a G2 (+), G1 (-, ) aGo (") i Gi (-, 71, 1) aGa(-1, 1)

(2) Necht U a V jsou dva vektorové prostory nad télesem T'. Potom kaZzdé line-
arni zobrazeni (homomorfismus) vektorovych prostort je homomorfismem algeber
U(+,tteT)aV(+,tteT).

(3) Ozna¢me M, (T) mnozinu vSech ¢tvercovych matic nad télesem T a - budiz
symbolem nésobeni matic. Potom zobrazeni, které kazdé matici ptifadi jeji deter-
minant, je homomorfismem algebry M, (T')(:) do T'(-) (poznamenejme, 7e se jednd
pravé o monoidy).

Definice. Necht p je ekvivalence a a je n-arni operace na mnoziné A. Rekneme,
7e p je slucitelnd s a, jestlize pro kazdy systém prvkia aq,...,a,,b1...,b, € A,
pro které (a;,b;) € p, i = 1,...,n, plati, Ze (a(a1,...,an),a(br,..., b)) € p. Je-li
A(a;| i € T) algebra a p ekvivalence na mnoZiné A, pak p nazveme kongruenci, je-li
p slucitelna se vSemi operacemi «;, i € I.

Priklad 3.3. (1) id a A x A jsou kongruence na libovolné algebie A.
(2) Kazdéa ekvivalence je sluditelnd s libovolnou nularni operaci.
(3) Ekvivalence slucitelnd s operaci - na grupé G(-) je kongruenci algeber G(-)

G(-,"")YaG(,7"',1).

3

Piipomenime, 7e je-li f : A — B zobrazeni, rozumime jeho jdidrem ker f relaci
danou predpisem: (a,b) € ker f < f(a) = f(b). Nyni jsme pfipraveni vyslovit
obdobu Poznamky 1.18 pro obecné algebry:

Pozniamka 3.4. Necht Ai(a;| i € I), As(ay| i € I) a As(ay| i € I) jsou algebry
stejného typu, f: A1 — As a g : Ay — Az jsou homomorfismy a B je podalgebra
algebry As(-).

(1) gf je také homomorfismus,

(2) je-li f bijekce, pak f~' je izomorfismus,

(3) obraz g(B) je podalgebra algebry Az(o;| i € I) a dplnyg vzor f~'(B) je

podalgebra algebry Ay (| i € 1),
(4) ker f je kongruence na algebfe Ay («;| i € I).

Diikaz. Diikaz je snadnym zobecnénim dtkazu prislusnych bodt 1.18.

(1) Je-li a; n-arni operace na Ay, Ay a Az a vezmeme-li aq,...a, € A, pak
gf(ai(ar,...an)) = glai(f(ar),... f(an))) = ai(gf(ar),...gf(an)).

(2) Stadi opét ovétit, ze f~! je homomorfismus. Zvolime-li libovolné n-arni ope-
raci a; a prvky aq, . ..a, € Ay, potom fa;(f 1 (a1),...,f an))) = ai(as, ... a,),
proto a; (f(a1),..., fHan)) = f Hai(ar,. .. an)).

(3) Necht je opét a; libovolnd m-arni operace na Ay i Az. Vezméme nejprve
c1,...cn € g(B), tj. existuji by,...b, € B, pro kterd g(b;) = ¢;, j = 1,...,n.
ProtoZe a;(by,...b,) € B, dostdvame bezprostiedné z definice, Ze a;(c1,...c,) =
a;i(g(b1), ... 9(bn)) = g(ei(by,...bn)) € g(B).
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Nyni zvolme ai,...a, € f~'(B), tj. f(a;) € B. Potom f(a;(a1,...a,)) =
a;(f(a1),... f(an)) € B.

(4) Vezméme n-arni operaci a; na A; a Ay a prvky ai,...an,b1,...b, € Ay, 0
nichz vime, 7e (a;,b;) € ker f, tedy f(a;) = f(b;), pro kazdé j = 1...n. Potom z
definice homomorfismu dostaneme rovnost

Flaiar,. . an)) = ay(F(@r), .. F(an)) = ai(F(Br), . (b)) = Fle(bys-..ba)),

¢im7 jsme ovétili, ze (ai(ar, ... a,), ai(bi,...b,)) € ker f. Ze se jedna o ekvivalenci
je snadné cviceni. O

Poznimka 3.5. Necht A(w;| i € I) je algebra a A; jsou podalgebry A a p; ekvi-
valence na A pro kazdé j € J.

(1) ﬂjGJ A; je podalgebra A,

(2) jsou-li pj kongruence na A, pak i ﬂjeJ p; je kongruence.

Diikaz. (1) Obdoba Poznamky 1.9(3). Necht a; je libovolna n-arni operace na A a
ai,...a, € ﬂje] A;. Protoze ﬂjGJ A; C A, pro kazdé k € J a A je podalgebra
A(a;| i € T) mdme aj(ai, . ..an) € Ay, tedy ai(ar,...an) € ;e 4

(2) Protozeid C p; pro v8echna j € J, mame id C ﬂ cJ Pj, tedy relace ﬂ]EJ pjje
reflexivni. Je-li (a,b) € ﬂ icg Pj, madme (a,b) € pj;, ze symetrie potom p; i (b, a) € p;
pro vechna j € J, tudiz (b, a) € (e pj- Koneéné plati-li, ze (a,b), (b, c) € N pj>
pak tranzitivita jednotlivych relaci p;, které vSechny obsahuji prinik ﬂjeJ pj im-
plikuje, Ze (a, ¢) € p;, a proto (a,c) € (;c; pj-

Mgjme «; néjakou n-arni operaci na A a vezméme prvky ay,...ay,,b1,...b, € A,
pro néZ plati, Ze (ax,br) € (;c; pj (C p; pro vechna j € J). Potom pro vechna
j € J mame (a;(a1,...an), a;(b,...by)) € p; , tedy (ai(ai,...an), ai(bi,...by)) €
ﬂjEJ Pj- O

Definice. Necht je A mnozZina a C C P(A) je n&jaky systém podmnoZin mnoZziny
A. Rekneme, ze C je uzdvérovym systémem nad A, pokud

(1) AecC,

(2) pro kazdy podsystém {B;|i € I} CC,je (\{B;|i €1} €C.

Disledek 3.6. Necht A(a;| i € I) je algebra. Pak vsechny podalgebry algebry
A(a;| i € I) tvoft uzdvérovy systém na A a vSechny kongruence na algebie A(a;| i €
I) tvofi uzdavérovy systém na A x A.

Pi#iklad 3.7. (1) VSechny uzdvérové systémy nad mnoZinou A tvoii uzdvérovy
systém nad P(A). Ziejmé P(A) obsahuje A a je uzaviené na libovolné priniky,
tedy jde o uzavérovy systém. Uvazime-li prinik mnoziny uzavérovych systémi na
A, pak i ten musi obsahovat A (vSechny uzdvérové systémy obsahuji A) a rovnéz
musi obsahovat prinik kazdého podsystému, nebot tato podminka plati o vSech
uzavérovych systémech.
(2) Pro uzavérovy systém C na mnoZiné A a kaZdou podmnozinu B C A miZeme
zavést pojem wuzdvéru B v C jako mnozinu cleB = {C € C| BC C} € C.
Déle miiZzeme nazvat zobrazeni « : P(A) — P(A) uzdvérovym operdtorem, plati-
li podminky:
(1) B C a(B), pro viechna B € P(4),
(2) a(a(B)) = a(B), pro viechna B € P(A),
(3) a(B) C a(C), pro viechna B C C C A.
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Potom neni tézké ukazat, ze cle tvori uzavérovy operator.
Déle bychom mohli ovéfit, ze pro kazdy uzdvérovy operator o na A, tvori C =
{C C A| a(C) = C} takovy uzdvérovy systém nad A, Ze a = clc.

V pripadé, 7e nemiize dojit k omylu nebo jednotlivé operace na algebie nepo-
tfebujeme explicitné uvazovat, budeme v nésledujicim oznacovat algebru jen jeji
nosnou mnozinou.

Nyni zobecnime definici ze zacatku 2.kapitoly. V§imnéme si, ze pojem muizeme
zavést pro kazdy uzavérovy systém.

Definice. Bud A algebra a X C A. Potom podalgebru (X) algebry A, kterou
dostaneme jako prinik vSech podalgeber A obsahujicich mnoZinu X nazveme po-
dalgebrou generovanou X (nebo budeme fikat, Ze X generuje podalgebru (X)).

Poznamka 3.8. Bud f,g : A — B dva homomorfismy algeber stejného typu a
necht X C A generuje algebru A. Jestlize f(x) = g(x) pro vSechna x € X, potom

f=g

Diikaz. Nejprve ukdzeme, Ze je mnozina C = {a € A| f(a) = g(a)} podalge-
brou algebry A. Vezméme n-arni operaci a algebry A a necht aq,...,a, € C. Pak
flalar,...;an)) = a(f(ar),..., f(an)) = a(g(ar),...,g9(a,) = gla(ar,...,an)),
proto a(a,...,a,) € C. Véimneme-li si, ze X C C, dostaneme A = (X) C C, ¢im7
jsme dokoncili dikaz. O

Piiklad 3.9. (1) UvaZujme grupu celych ¢isel Z(+) a G(+) né&jaky grupoid, tedy
algebru s jednou binarni operaci +. Necht f,g : Z — G je homomorfismus. Uvé-
domme si, %e nejmensi podalgebra Z(+) obsahujici mnozinu {—1,1} je uz rovna
celému Z tj. ({—1,1}) = Z. Podle ptedchozi poznamky jsou tedy f a g shodné,
jestlize (1) = g(1) a £(~1) = g(~1).

(2) Uvazujme-li nyni dva homomorfismy f,g : Z — G na algebfe celych ¢isel
Z(+,—) a obecné algebfe G(+,—) s jednou bindrni operaci + a jednou unérni
operaci +. Necht f,¢g : Z — G je homomorfismus. Potom ({—1,1}) = Z, a podle
3.8 jsou f a g shodné, jestlize f(1) = g(1).

Definice. Necht p je ekvivalence a a je n-arni operace na mnoziné A. Je-li p
slucitelna s «, definujeme operaci a na faktoru A/p predpisem a([a1],, ..., [an],) =

[a(a1,...,ay)],- Je-li p kongruence na algebfe A, pak timto zptisobem definujeme
na A/p strukturu algebry stejného typu.

Poznamka 3.10. Je-li p kongruence na algebie A, pak je definice algebry A/p
korektni, jde o algebru stejného typu jako A a pFirozend projekce m, : A — A/p je
homomorfismus.

Diikaz. Vezméme libovolnou n-arni operaci a algebry A a necht [a;], = [b;],, 7 =
1,...n. Potom (a;,b;) € p,kdej =1,...n, proto [a(ai,...,a,)], = [a(bi,...,bn)],,
tedy definice operaci na A/p je korektni. Zbytek tvrzeni je p¥imy disledek defi-
nice. g

Definice. Necht p C o jsou dvé ekvivalence na A. Definujme relaci o/p na A/p
nasledovné: ([a],,[b],) € o/p & (a,b) € 0.

Poznamka 3.11. Bud p kongruence na algebie A.
(1) Je-li o kongruence na A obsahujici p, je o/p dobfe definovand kongruence
na algebie A/p.
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(2) Je-li  kongruence na algebie A/p, potom existuje pravé jedna kongruence o
na algebie A obsahujici p, pro niZn = o/p.

Diikaz. (1) Sta¢i ovérit, ze je o/ p dobfe definovand, zbytek je okamzitym diisledkem
definice o/p a operace na faktorové algebie A/p. Méjme [ai], = [a2], [1], =
[b2],- Potom (a1,as2), (b1,b2) € p C o, tedy diky tranzitivité a symetrii o plati, ze
(al,bl) co < (ag,bz) €o.

(2) Jediny mozny zptsob, jak definovat ¢ ndm dava predpis (a,b) € ¢ &
([a],,[b],) € n. Nyni sta¢i pfimocafe nahlédnout, ze jsme takto zavedli kongruenci
na A. O

Podobné jako u grup fekneme, ze dvé algebry A(«;| i € I) a B(«;| i € I) stejného
typu jsou izomorfni, existuje-li mezi nimi izomorfismus (budeme psat A(a;| i € I) =
B(a;| i € I) nebo zjednodusené A = B bude-li jasné nebo naopak pro dalsi avahy
nepotiebné védét jaky systém operaci na algebrach uvazujeme). Nyni uz mizeme
vyslovit obecné verze Véty o homomorfismus a Vét o izomorfismus:

Poznamka 3.12. (Véta o homomorfismu) Bud f : A — B homomorfismus dvou
algeber stejného typu a necht p je kongruence na algebie A. Pak existuje homo-
morfismus g : A/p — B spliugici podminku gm, = f prdavé tehdy, kdyz p C ker f.
Navic, pokud g existuje, je g izomorfismus, praveé kdyZ f je na a ker f = p.

Diikaz. Tvrzeni dokdzeme stejué jako Vétu o homomorfismu pro grupy (1.21).

Nejprve piedpokladejme, Ze existuje homomorfismus g : A/p — B spliujici
podminku gm, = f, tedy ¢([a],) = f(a) a vezméme (a1,a2) € p. Pak [a1], = [a2],,
a proto f(a1) = g([a1],) = g([az],) = f(az). Tedy (a1, a2) € ker f.

Je-li naopak p C ker f, ovéfujeme, Ze definice g dana predpisem g([a],) = f(a) je
korektni. Vezmeme-li [a1], = [a2], C ker f, pak g([a1],) = f(a1) = f(a2) = g([az],).
Ze je g homomorfismus je zjevné z jeho definice.

Koneéné dokdzeme zavéretnou ekvivalenci. Protoze g(G1/p) = f(G1), opét vi-
dime, Ze g je na, pravé kdyz je f na. Je-li g navic prosté a zvolime-li (a;,as) € ker f,
pak g([a1],) = f(a1) = f(az) = g(laz],), a proto (ai,as) € p. Ovéfili jsme, ze
ker f C p, a protoze uz vime, ze p C ker f, mame rovnost p = ker f. Koneéné
predpoklidejme, 7e g(lai],) = g([az],). Potom f(ar) = f(az), a proto (a1,az) € p
a [a1], = [a2],, ¢imZ jsme overlh 7e je g prosté. O

Véta 3.13 (1. véta o izomorfismu). Necht f : A — B je homomorfismus dvou

algeber stejného typu. Pak f(A) je podalgebra B (tedy algebra stejného typu) a
Alker f je izomorfni f(A).

Diikaz. Rozmyslime si, ze podle 3.4(3) je f(A) je podalgebra B a poté stejné jako
v dikazu 1.22 pouzijeme Vétu o homomorfismu 3.12 na p = ker f. O

Véta 3.14 (2. véta o izomorfismu). Necht p C o jsou dvé kongruence na algebie
A. Pak algebra A/o je izomorfni algebie (A/p)/(c/p).

Diikaz. 1tentokrat postupujeme stejné jako v diikazu Véty o izomorfismu pro grupy
1.24: nejprve pouzijeme 3.12 pro homomorfismy 7, : A - A/c am, : A = A/p,

kterda ndm davad homomorfismus g : A/p — A/o spliaujici vztah g([a],) = [a],.
Zbyva spocitat kerg = o /p a pouzit 3.13. O
Pripomenme, Ze term je jakakoli proménné a jsou-li ¢, ...,t, termy a a funkéni

symboly (operace) ¢etnosti n, pak i a(ti,...,t,), je term, dale je-li P predikét
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Cetnosti n a ty,...,t, jsou termy, pak je vyraz P(t1,...,t,) atomickou formuli a

a jsou-li ¢ a ¢ dvé formule, pak vyrazy (¢ — ©), (p AY), (p V), —p, Ve a Jp
jsou rovnéz formule. Jazykem predikatové logiky (prvniho fddu) potom rozumime
vSechny formule, které vyniknou z daného systémem funkénich a predikatovych
symbold.

Daéle pfipomenme, Ze formule ¢ plati ve struktufe A (tedy napiiklad v algebfe s
danym systémem operaci, které se v jazyce algeber daného typu objevi jako funkéni
symboly), pravé kdyz je ¢ splnéna kazdym ohodnocenim proménnych nosné mno-
ziny A struktury A. Uzavienou formuli rozumime formuli, kterd neobsahuje zadnou
volnou proménnou. V nagich Gvahéch se pro jednoduchost omezime na jazyk s je-
dinym predikdtovym symbolem = a proménnymi jako prvky algebry.

Véta 3.15. Necht A(a;| i € I) je algebra a B(a;| i € I) jsou dvé izomorfni
algebry (stejného typu) a Potom uzaviend formule ¢ jazyka algeber plati v algebre
A(ay| i € I), pravé kdyz plati v algebie B(a;| i € ).

Dikaz. Necht f : A — B je néjaky izomorfismus algeber A = A(a;| i € I) a
B = B(a;| i € I), ¢ formule. Vezmeme-li néjaké ohodnoceni e formule ¢ v A,
oznaéime fe, které hodnoté e(x) néjaké proménné v A piifadi hodnotu fe(z) téze
proménné v B. Je-li E mnoZina vSech ohodnoceni formule ¢ v A, vidime, Ze mnoZzina
{fe| e € E} tvofi pravé mnozinu vech ohodnoceni formule ¢ v B, nebot f je
bijekce. Déle snadno nahlédneme, 7e a pro kaZzdou uzavienou formuli ¢ plati, Ze
bud A |= ¢ nebo A |= -, a protoze f je izomorfismus algeber A a B, stadi
indukci podle poc¢tu krokt, jimiz je ¢ odvozena z atomicky formuli a jimiz jsou v
nich vytvofeny zicastnéné termy, dokdzat A = ¢ implikuje B |= .

Nejprve uvézime jedinou atomickou formuli ¢ = s, kde ¢ = #(z1,...,2,) a s =
s(x1,...,zyn) jsou termy v proménnych zq, .. ., x,. Méjme realizaci néjaké funkéniho
symbolu na obou algebrach, tedy pravé n-arni operaci a; pro néjaké i € I a predpo-
kladame naptiklad, ze t = a;(t1,...,t,), kde t1, ..., t, jsou termy a necht e je néjaké
ohodnoceni formule ¢ = s. Protoze e(;(t1, ... ,tn) = ai(e(t1),. .., e(t,)) azinduké-
niho pfedpokladu uzitého pro termy t1,...,t, vime, ze f(e(t;)) = fe(t;) (t.j. obraz
izomorfismem f termu ¢; ohodnoceného v algebie A pomoci e je tyz jako ohodnoceni
termu t; ohodnoceny v algebfe B ohodnocenim fe). ProtoZe je f homomorfismus,

felai(tr, ... t,)). Tim jsme ovérili, Ze platnost e(t) = e(s) implikuje platnost
Felt) = fe(s).

Zbytek diikkazu uz je jen primocaré indukcéni ovéreni platnosti formule na B
vzniklé pouzitim pravidel (¢ — ), (AY), (pV), —p, (Vx)p a (Fz)p z kratsich”
formuli ¢ 1 za predpokladu, Ze dand ,dlouhd” formule plati na A. O

Zavérem poznamenejme, ze na izomorfnich algebrach ekvivalence plati i vyroky
vyiéené v bohat$im jazyce (naptiklad tvrzeni, které se vyslovuje o struktuie podal-
geber néjaké algebry).

4. SVAZY

Pripomenme, Ze relaci < na mnoziné M budeme fikat usporddani, je-li reflexivni
a tranzitivni a spliuje-li podminku a < b, b < a = a = b pro kazdé a,b € M (tj.
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jde o slabé antisymetrickou relaci). Dvojice (M, <) se obvykle nazyva uspofddana
mnozina.

Definice. Necht (M, <) je uspofddand mnozina a a,b,c € M. Rekneme, Ze prvek b
pokrjvd prvek a (piSeme a < - b), jestlize a < b, aneni b a a < ¢ < b= ¢=anebo
¢ = b. Hasseovym diagramem uspoiddané mnoziny (M, <) rozumime orientovany
graf, jehoZ vrcholy tvofi prvky mnoziny M a a je s b spojen takovou hranou, ze b
se nachdzi vyse nez a, pravé kdyz b pokryva a.

Priklad 4.1. Nasledujici relace jsou usporadanim:
(1) / na mnoZiné v8ech pfirozenych ¢isel N,
(2) < na mnoziné vSech celych (redlnych, racionalnich) ¢éisel Z (R, Q),
(3) C na mnoziné vSech podmnozin P(X) mnoziny X,
(4) id na libovolné neprazdné mnoziné M.

Definice. Nechf < je uspofddani na mnoziné M a A C M. Rekneme, 7e m € A
je nejmensi (resp. nejuétsi) prvek mnoziny A, jestlize m < a (resp. a < m) pro
vSechna a € A. Supremem (resp. infimem) mnoziny A budeme rozumét nejmensi
prvek munoziny {n € M| Va € A: a < n} (resp. nejvétsi prvek mnoZiny {n €
M|Va e A: n < a}), supremum znacime sup. a infimum inf<. Dvojici (M, <)
budeme fikat svaz, pokud pro kazdé dva prvky a,b € A existuje supremum a
infimum mnoziny {a,b}. Svaz (M, <) je Gplnym svazem, existuje-li supremum a
infimum kazdé podmnoziny mnoziny M.

Piiklad 4.2. (1) (N, /), kde sup,(n,m) = nsn(n,m) a inf,(a,b) = NSD(n,m), je
prikladem svazu

(2) (Z,<), (R,<), (Q,<), kde sup.(a,b) = max(a,b) a inf<(a,b) = min(a,b),
je rovnéz (dokonce linedrné usporddany) svaz.

(3) (P(X),Q), je Gplny svaz, kde supc(B) = |JB a infc(B) = (B pro kazdou
podmnozinu B C P(X).

Definice. Necht (M, <) je svaz. Pro kazdé dva prvky m,n € M oznaéme m V n =
sup<(m,n) a m A n = inf<(m,n). Potom bindrni operaci V nazveme spojeni a A
prisek.

Poznamka 4.3. Bud (M, <) svaz. Pak pro vSechna a,b,c € M plati:
(S1) avb=bVa,aNb=D>bAa,
(S2) aVa=a=aAa,
(S3) av(bVve)=(aVb)Ve,anN(bAc)=(aNb)Ac,
(S4) av(bANa)=a=aAN(bVa).

Diikaz. Vlastnosti (S1) a (S2) jsou okamZzitym dusledkem definice A a V.

(S3) Polozme d = aV (bVc¢). DokdZeme, Ze je d supremem mnoziny {a, b, ¢}. Podle
definice Vjea < dab,c < bVe < d, tedy d je horni odhad mnoziny {a, b, ¢}. Zvolme
néjaké e, pro néz a, b, ¢ < e. Pak (bVe) < e, protoze je e horni odhad mnoziny {b, ¢}
a (bVc) je supremem této mnoziny. Stejnym argumentem dostaneme aV (bVe) < e,
tedy aV (bV ) =sup<({a,b,c}) =cV (aVb) = (aVb)Vcdiky (S1). Dikaz druhé
podminky je symetricky.

(S4) Protoze bAa < a aa < a, mame aV (bAa) < a. Naopak a < aV (bAa),
tedy ze slabé antisymetrie plyne, ze a = a V (b A a). I tentokrat pro ovéieni druhé
podminky staci zaménit spojeni priisekem a relaci < relaci >. O
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Poznamka 4.4. Necht M(A,V) je algebra s dvéma bindrnimi operacemi, které
spliiugi podminky (S1)  (S4). Definujme na M relaci < predpisem: a < b < b =
aVb. Pak plati a < b & a = aAb, dile (M,<) je svaz a sup(a,b) = aVba
inf<(a,b) = aAb. -

Diikaz. Nejprve ukdZeme, Ze je < usporadéni. ProtoZze a = a V a diky (S2), mame
podle definice a < a. Vezmeme-li a < ba b < ¢, tj. b =aVb ¢c=0bVec pak
c=(avb)Ve=aV (bVe) =aVcdiky (S3), tedy a < c. Koneéné plati-li, 7e a < b
a b <a, dostdvame z (S1),7e b=aVb=0bV a = a.

Nyni ovéfime, ze b =a Vb < a = a A b. Za symetrie podminek pro A a V plyne,
7e sta¢i abychom ovéfili jen jednu implikaci. Necht napiiklad b = a V b. Potom
aNb=aA(aVb) =aA(bVa)=apodle (S1) a (S4). Vidime, 7e je definice <
symetricky formulovatelnd pomoci podminky a < b < a =aAb.

Zbyva dokézat, 7e sup« (a, b) = aVb (tvrzeni pro A se dokdze symetricky). Pfedné
aV(aVvb) = (aVa)Vb = aVbdiky (S3) a (S2) a bV (aVb) = (aVb)Vb = aV (bVb) = aVb
diky (S1), (S3) a (S2), tudizZ a,b < (a V b). Vezmeme-li prvek ¢, pro ktery a,b < ¢,
pak c=aVcac=bVe protoc=aV (bVe) = (aVb)Vecpodle (S3). Tim jsme
ovérili, ze (a V b) < ¢, coZ znamend, Z%e sup.(a,b) = a V b. O

Predchozi dvé poznamky ukazuji vzajemné jednoznacnou korespondenci mezi
svazy a algebrami M (A, V) spliiujicimi podminky (S1) (S4). Proto budeme svazem
nazyvat i algebru M (A, V) a na mnoziné M budeme zaroven pouZivat operace A a
V i odpovidajici relaci <. VS§imnéme si, Ze je-li M (A, V) svaz, pak i M(V,A) tvori
svaz (mluvime o opacném svazu s opatnym usporddanim >). Koneéné podsvazem
rozumime podalgebru algebry M (A, V).

Piiklad 4.5. U prikladid svazi uvedenych v 4.2 mame tedy dva zpiisoby jak na
svaz nahlizet:
(1) (N, /) odpovida algebie N(NSD, nsn),
(2) (Z,<) (respektive (R, <), (Q, <)) odpovida algebfe Z(min, max) (respek-
tive R(min, max), Q(min, max)).
(3) (P(X),C) odpovid algebre P(X)(N,U)

3

Véta 4.6. Necht'C je uzdvérovy systém. Pak (C, C) tvori iplny svaz, kde supc (B) =
{C eClUBCC} ainfc(B) =N\B pro kaZdé BCC .

Diikaz. C je uspofadani a (] B je zjevné infimem. ProtoZe je C uzaviené na priniky,
je ({X € C|UB C X} nejmensim prvkem C obsahujicim vSechna B € B, coz je
podle definice pravé supremum vzhledem k inkluzi. O

Dusledek 4.7. Systém vsech podalgeber i systém vsech kongruenci na algebre spolu
s inkluzi je diky 3.6 svazem.

Definice. O svazu S(A, V) fekneme, Ze je distributivni, plati-li pro kazdé a,b,c € S
rovnost a V (bAc¢) = (aVb)A(aVc).

Priklad 4.8. (1) Svaz P(X)(N,U), kde P(X) je mnozina v8ech podmnoZin mnoziny
X, je distributivni.

(2) Necht M5 ={0,1,u,v,w}, bud 0 nejmensi prvek, 1 nejvétsi prvek a u Vo =
uVw=vVw=1lauAv=uAw=vAw=0.Protoze u V(v Aw)=uVO0#
1=1A1(uVuv)A (uVw), neni M5(A,V) distributivni svaz. (fikd se mu obvykle
diamant).
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Poznamka 4.9. Svaz S(A,V) je distributivoni, pravé kdyZ pro kaZdé a,b,c € S plati,
ZeaN(bVe)=(aANb)V(aAec), tedy svaz S(A,V) je distributivni, pravé kdyZ je
opacny svaz S(V,A) distributivni.

Diikaz. Ze symetrie vlastnosti operaci plyne, Ze sta¢i dokazat pouze jednu implikaci.
Necht je svaz distributivni. Budeme s vyuzitim definice distributivity a 4.3 upravo-
vat: (aAb)V(aAe) = ((anb)Va)A((aAb)Ve)=aA(aVe)A(DVe)=aNn(bVe),
kde druhd rovnost plyne z (S4) a t¥eti rovnost plyne z (S1) a (S4) a O

Definice. Necht f : A — B je zobrazeni a (4, <) a (B, <) jsou svazy. Rekneme, Ze
je f homomorfismus (izomorfismus) jde-li 0 homomorfismus (izomorfismus) algeber
A(A,V) a B(A,V) a f nazveme monotdnnim zobrazenim, plati-li implikace a1 <
as = f(a1) < f(az). Podsvazem svazu A(A, V) budeme rozumét podalgebru algebry
A(A, V).

Pristi semestr dokdzeme, Ze je svaz modularni, pravé kdyz neobsahuje podsvaz
izomorfni svazu N5, a Ze je distributivni, pravé kdyZ neobsahuje ani podsvaz izo-
morfni N5, ani podsvaz izomorfni M.

Poznamka 4.10. Homomorfismus svazi je monotonni zobrazeni.

Dikaz. Je-li f: A — B homomorfismus svazi a a1 < as € A, pak as = a1 V as.
Proto f(a2) = f(a1 Va2) = f(a1) V f(a2) a tedy f(a1) < f(az). O

Pifiklad 4.11. Uvazujme svazy (S1,<) a (S2,<), kde S; = {0,1,a,b}, So =
{0,1,A,B} a dany relacemi: 0 < -a<-1,0<-b<-1lal0<-A<-B<-1.
Potom zobrazeni f(0) = 0, f(1) =1, f(a) = A, f(b) = B je monotdnni, ale neni
to homomorfismus svazii, protoze f(a Ab) = f(0) =0 # A = f(a) A f(b).

Véta 4.12. Bijekce svazii f je izomorfismus, pravé kdyz jsou f i f~1 monotéonni
zobrazeni.

Dikaz. Diky 4.10 staci dokazat zpétnou implikaci. Ovéfime slucitelnost f napiiklad
s V. M&jme f : A — B takovou bijekci svazii, ze f i f~! jsou monoténni, a zvolme
a,b € A. Protoze a,b < aVb,je f(a), f(b) < flaVDb), tudiz f(a)V f(b) < f(a VD).
Podobné f(a), f(b) < f(a)V f(b), proto a,b < f~'(f(a)V f(b)) aaVb < f~1(f(a)V
f(b)). PouZijeme-li na posledni vztah znovu monotonii f, dostaneme f(a V b) <
f(a) VvV f(b). Ze slabé antisymetrie <, potom plyne, 7e f(aVb) = f(a) VvV f(b). O

Definice. Necht mé svaz S(A, V) nejmensi prvek 0 a nejvétsi prvek 1. Prvek a €
S nazveme atomem (resp. koatomem), jestlize a pokryva O (resp. 1 pokryva a).
Komplementem prvku a € S nazveme takovy prvek a’ € S,7e aVa' = 1aaAd’ = 0.

Poznamka 4.13. KaZdy prvek distributivniho svazu md nejuyse jeden komplement.

Dikaz. Necht avVb;=1aaAb;=0proi=1,2 Pakb;=bA1=0b;A(aVb;)=
(b Na) Vv (b; A b]) =0V (b A b]) = b; A bj, tedy b; < b; pro vSechna ¢,j € {1,2}7
coz znamena, ze by = bs. O

Definice. Booleovou algebrou nazveme takovou algebru S(V,A, 0,1, '), ze S(A, V)
je distributivni svaz s nejvétsim prvkem 1 a nejmensim prvkem 0 a undarni ope-
race ' pfifadi kazdému prvku jeho komplement. Homomorfismem (izomorfismem)
Booleovych algeber rozumime homomorfismus (izomorfismus) algeber v obvyklém
smyslu.
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Piiklad 4.14. Necht P(X) je mnoZina vSech podmnoZin mnoziny X a pro kazdou
podmnozinu Y C X definujme Y' = X \ Y. Pak P(X)(U,Nn,0, X, ') je Booleova
algebra.

Poznamka 4.15. Necht S(V,A,0,1, ") je Booleova algebra. Pak pro kaZdé a,b € S
plati:

(1) (a)' = a,
(2) (1)'=04a(0) =1,
(3) (avb) =a AV,
4) (aAb) =a' VY
Diikaz. (1) a (2) plyne pfimo z definice a 4.13 a (4) je symetrické k (3).
3) (avVb)A(d AV)=(and AV)V (bAa AbY) =0V 0 =0 a podobné
(avbd)V(dAb)=(avbVa)A(aVbVD)=1V1=1. O
Vezmeme-li M = {my,...,m,} neprizdnou kone¢nou podmnozinu Booleovy

algebry, pak zna¢me A M =mi AmaA---Am, a\/ M =myVmaV---Vm,. Déle
Ad=1a\0=0.

Véta 4.16. Bud S(V,A,0,1, ') koneénd Booleova algebra a A bud mnoZina vsech
atomi svazu S. Potom zobrazeni ¢ : P(A) — S dané piedpisem ¢(B) = \/ B je
izomorfismus Booleovijch algeber S(V,A,0,1, ") a P(A)(U,N, 0, X, ).

Diikaz. Definujme nejprve zobrazeni ¢ : S — P(A) predpisem ¢(s) = {a € A| a <
s}. Okamzité vidime, Ze zobrazeni ¢ i ¢ jsou monoténni vzhledem k inkluzi a
#(0) = 0. Ukézeme-li navic, Ze je ¢ bijekce slucitelnd s priisekem a spojenim, pak
nutné ¢(A) = 1 a ¢(B') = ¢(B)' pro kazdé B € P(A). Podle 4.12 tedy zbyva
ovéfit, ze pop =Idg i 9 o ¢ = Idp(4), tedy Ze ¢ je bijekce a ¢~ L=,

Polozme t = ¢p(s) = \{a € A| a < s}. Potom t = \/{a € A] a < s} <
Vsimnéme si, 7e diky distributivité s = sA1 = sA(tVE') = (sAt)V(sAL) = tV( At )
Predpokladame-li, 7ze t # s, pak z pfedchoziho vidime, Ze (s A t') # 0, a diky
kone¢nosti S najdeme néjaky atom ag, ktery lezi pod prvkem s At', tedy a < t' a
a € Y(s), a proto a < t. Zjistili jsme, Ze a <t At' = 0, coZ je spor, tudiz s = ¢.

Nyni polozme C = ¢¢(B) = {a € A| a <\/ B}. Vezmeme-li b € B, pak b < \/ B,
a proto b € C, ¢imz jsme ovéfili inkluzi B C C. Zvolme tedy ¢ € C' a uvazme, 7%e
0#c=cA\B=\{cAb|lbe B} diky distributivité a kone¢nosti B. To ov§em
znamena, 7e existuje b € B, pro néz ¢ Ab # 0. ProtoZe jsou oba prvky b a ¢ atomy,
mame b = ¢, ¢imz jsme dokéazali, ze B = C. g

Priklad 4.17. (1) Je-li S(V,A,0,1, ') Booleova algebra o 64 = 2¢ prvcich, pak
je podle predchozi véty izomorfni Booleové algebfe P(X)(U,N,H,, ') pro X =
{1,2,3,4,5,6}.

(2) Neexistuje zadna patnactiprvkova Booleova algebra, protoze podle Véty 4.16
musi byt kazda Booleova algebra izomorfni potencéni Booleové algebie, tedy musi
mit 2" prvki, kde n je pocet atomii.

5. OKRUHY A IDEALY

Definice. Okruhem budeme nazyvat kaZdou takovou algebru R(+,-,—,0,1), Ze
R(+) je komutativni grupa s neutralnim prvkem 0 a operaci opa¢ného prvku —, R(-)
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je monoid s neutralnim prvkem 1 a pro kazdé a, b, ¢ € R plati, ze a-(b+¢) = a-b+a-c
a(a+bd)-¢c=a-c+b-c Okruh se nazyva komutationi, je-li operace - komutativni.

Pi#iklad 5.1. (1) Z(+,-,—,0,1) a Z,,(+,-, —,0,1) pro kazdé p¥irozené n > 1 jsou
komutativni okruhy.

(2) Je-li T téleso a M,,(T') zna¢i mnozinu vsech ¢tvercovych matic nad T' stupné
n, pak M, (T)(+,-,—,0,,1,) je okruh.

Poznamka 5.2. Necht R(+,-,—,0,1) je okruh. Pak pro kaZdé a,b € R plati:
(1) 0-a=a-0=0,
(2) (a)-b=a-(=b)=—(a-b),
B) (-D-a=a-(-1)=—a,
(4)

1 je rizné od 0, prdvé kdyZ |R| > 1 (tj. R je netrividlni okruh).

Diikaz. U bodu (1)—(3) dokdzeme jen jednu rovnost, diikaz druhé je symetricky.

(1) Vyuzijeme-li definitorickou vlastnost prvku 0 a distributivitu, dostaneme
a-0=a-(0+0) = a-0+a-0. P¥i¢teme-li k levé a pravé strané rovnosti a-0 = a-0+a-0
prvek —(0 - a), vidime, Zze a-0 = 0.

(2) Opét diky distributivité mame (—a)-b+a-b=(—a+a)-b=0-b=0, kde
posledni rovnost plyne z (1).

(3) Dostavame ptimo z (2) pro b = 1.

(4) Pfima implikace je trividlni, predpokladejme tedy, 7ze 1 = 0 a vezméme
libovolné a € R. Potom a = a-1=a-0 =0 podle definice a (1). O

Definice. Necht R(+,-,—,0,1) je okruh. Rekneme, 7e mnozina I C R je pravy
(resp. levy) idedl okruhu R, jestlize je I podgrupa grupy R(+) a pro kazdé i € T
ar € Roplati, ze i -r € I (resp. r-i € I). Mnozinu I nazveme idedlem, je-
li pravym a zaroven levym idedlem. Homomorfismus (izomorfismus) okruhii bude
homomorfismus (izomorfismus) p¥islusnych algeber.

Piiklad 5.3. (1) {0} a R jsou (tzv. trividlnimi) idedly kazdého okruhu R.

(2) Mnoziny aR = {a-r| r € R} (resp. Ra = {r-a| r € R}) jsou (tzv. hlavni) pravé
(resp. levé) idedly okruhu R pro kazdé a € R. Ovéfime to napiiklad pro aR. Je-li
ar,as € aR, pak diky distributivité ar + as = a(r + s) € aR a —ar = a(—r) € aR
podle 5.2(2). Déle 0 = a0 € aR diky 5.2(1) a (ar)x = a(rz) € aR diky asociativité
pro libovolné z € R.

(3) Podle (2) a 2.5 jsou ideély okruhu celych ¢éisel Z(+, -, —,0,1) pravé tvaru kZ
a ideély okruhu Z,(+,-,—,0,1) tvaru kZ,, kde k < n je 0 nebo délitel ¢isla n.

O (levém, pravém) idedlu I okruhu R(+, -, —,0,1) fekneme, Ze je vlastni, jestlize
I#{0}al#R.

Obdobné jako v pfipadu faktorizace grup podle normdlnich podgrup budeme
faktor okruhu R podle kongruence jednoznaéné odpovidajici idedlu I znadit R/I.
Poznamenejme, 7e faktorova algebra R/I je opét okruh.

Definice. Rekneme, 7e prvek okruhu R(+,-,—,0,1) je invertibilni, jedna-li se o
invertibilni prvek monoidu R(-). Rekneme, 7e okruh R je télesem, jsou-li viechny
prvky mnoziny R \ {0} invertibilni. Kone¢né idedl okruhu R(+,-,—,0,1) je mazi-

mdlni, je-li koatomem svazu vSech ideali okruhu R.

Poznamka 5.4. Je-li R(+,-,—,0,1) okruh a I jeho pravy nebo levy idedl, pak
I =R, pravé kdyz 1 € I.
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Diikaz. Piima implikace je trividlni. Jestlize 1 € I ar € R, potom r = 1-r
(r-1) €I, jeli I pravy (levy) idedl. O

Véta 5.5. V netrividlnim okruhu R(+,-, —,0,1) je ekvivalentni:
(1) R je téleso,
(2) R neobsahuje Zddné vlastni pravé idedly,
(3) R neobsahuje Zidné vlastni levé idedly.

Diikaz. Staci dokazat ekvivalenci (1) a (2).

Predpokladejme, Ze je R téleso a méjme néjaky nenulovy pravy idedl I. Pak
existuje 0 # 4 € I a k nému inverzni prvek i ! € R, tedy 1 = i-i~! € I a proto
I = R podle 5.4.

Predpokladejme, Ze R neobsahuje zddné vlastni pravé idedly a vezméme libovolné
nenulovy prvek a € R. Potom 0 # a = a-1 € aR, tedy podle predpokladu aR = R.
Proto existuje b € R, pro néjz a - b = 1. Poznamenejme, Ze diky 5.2(1) a (4) opét
b # 0, a tudiZ miZeme stejnym argumentem najit ¢ € R, pro které b- ¢ = 1. Nyni
a = c podle 1.4 a b je tedy inverzni k a. O

Poznamka 5.6. Bud C uzdvérovy systém obsaZenyj v systému vsech ekvivalenci na
mnoziné A. Necht pro N C P(A) a e € A plati:

(a) [e], € N pro kaZdé p € C,

(b) pro kazdé N € N existuje takové p € C, Ze N = [e],,

(¢) pro kaZdé p,n € C plati, Ze [e], C [e]l, = p C 1.
Pak N je uzdvérovy systém na A (a tedy svaz) a zobrazeni ¢ : C — N dané
predpisem (p) = [€], je izomorfismus svazi.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze je N uzévérovy systém. Protoze A x A € C, mdme
A = [e]laxa € N diky (a). Vezmeme-li N; € N, i € I, pak podle (b) existuje pro
kazdé i € I takové ekvivalence p; € C, ze N; = [e],,. Protoze je C uzavérovy systém,
tedy (;c; pi € C, dostavame (N, Ni = (N, lelp = leln, ., i € N opét diky (a).
Nyni sta¢i podle 4.12 ovéfit, ze je ¢ dobfe definovand bijekce a Ze ¢ i ¢! jsou
monoténni vzhledem k inkluzi. Korektnost definice pfitom zaru¢uje podminka (a),
podminka (b) ik, Ze je ¢ na A/, a z podminky (c) plyne, Ze jde o prosté zobrazeni.
Konec¢né, je-li p C n, pak [e], C [e], pro kazdou dvojici ekvivalenci p a n, coz
zarucuje monotdnii ¢, a monoténie ¢! je p¥fimo obsahem podminky (c). O

Véta 5.7. (1) Vsechny normdlni podgrupy libovolné grupy G(-) tvofi svaz a zob-
razeni p — [1], je izomorfismus svazu vSech kongruenci na grupé€ G(-) svazu viech
normdlnich podgrup.

(2) Vsechny kongruence a vsechny idedly okruhu R(+,-,—,0,1) tvoii spolu s
inkluzi svazy a zobrazeni p — [0], je izomorfismus svazu vsech kongruenci na svazu
vsech idedli okruhu R.

Diikaz. (1) Ozna¢me symbolem C mnozinu vSech kongruenci na G(-), tj. ekviva-
lenci slu¢itelnych s operaci - (viz 3.3(3)), symbolem A mnozinu vSech normélnich
podgrup G(-) a symbolem e neutralni prvek G(-). Z 4.7 plyne, 7e je C uzavérovy
systém a 1.16 zarucuje, Ze jsou splnény piedpoklady (a), (b), (c¢) Poznamky 5.6,
odkud plyne zavér.

(2) Nejprve dokdzeme, ze ekvivalence p je kongruence na R(+,-, —,0,1), pravé
kdyz [0], je idedl a (a,b) € p & a—b € [0],.. Je-li p je kongruence na okruhu R,
pak jde také o kongruenci grupy R(+), proto je [0], podle 1.16 podgrupou R(+)
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a (a,b) € p & a—b € [0], Zbyva ovéfit, ze jde o idedl. Zvolme i € [0], a r € R,
tedy (4,0) € p a (r,r) € p, proto (ir,0) = (ir,0r) € p a (ri,0) = (ri,r0) € p, tedy
ir,ri € 1.

Piedpoklddejme, 7e je I je idedl a definujme (a,b) € p & a — b € I. Potom
I = [0], a podle 1.16 je p slucitelné s +. Zvolme (a,b), (c,d) € p. Pak a — b,c —
d,(a—b)c,b(c—d) € [0],, atudiz —a+b € [0], aac—bd = (a—b)c+b(c—d) €[0

12

proto (—a, —b), (a-¢,b-d) € p, ¢imz jsme ovéfili, Ze je p kongruence na R(+, -, —,0, 1).
Nyni stejnym zptsobem jako v dikazu (1) nahlédneme Ze jsou pro e = 0, C
mnozinu viech kongruenci a A" mnozinu vech idealt okruhu R(+, -, —, 0, 1) splnény
predpoklady 5.6, odkud dostavame zavér. O



