12./13.10.

1. POCITANT S MATICEMI A SOUSTAVY LINEARNIC ROVNIC

.o e e (102 (1 0 -1 (1 2 0
1.1. Uvazu.]merealnematlceA—<3 5),B—<1 9 1>aC—< )

Uréete typ matic A, B, C,B", C-B” a C" -B, A -B.
Spoéitejte soucty B+ C, C + B, BT + C7.

Spoéitejte souciny A -B, BT - AT BT - A, BT -C aCT.B.
Existuje-li, najdéte matici inverzni k matici A.

Existuje-li, najdéte matici inverzni k matici AT.

Existuje-li, najdéte matici X spliiujici rovnost A - X = C.
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(a) Pfipomeneme-li, 7Ze typem matice rozumime dvojici m x n, kde m je pocet
jejich fadek a m pocet jejich sloupcti, pak okamzité vidime, Ze matice A je typu
2 x 2, matice B i C jsou typu 2 x 3 a matice BT je typu 3 x 2 (transpozice pievraci
matici podle hlavni diagonély). UvaZime-li déle, Ze soudin matic mé tolik radkd,
kolik jich m& matice vlevo, a tolik sloupci, kolik jich ma matice vpravo, vidime, ze
matice C - B” je typu 2 x 2, CT - B je typu 3 x 3 a kone¢né matice A - B je typu
2 x 3.

(b) Postupujeme nejprve pfimo podle definice soué¢tu matic:

(10 1\ (1 2 0y _ (141 042 —14+0\ (2 2 -1
B+C_<1 2 1)*(3 5 1>_<1+3 245 1+1>_<4 7 2)'

Na prednésce bylo ukdzano, ze je s¢itani matic komutativni, nemusime samoziejmeé

2 2 -1
druhy soucet pocitat a primo vidime, ze C+B =B+ C = <4 7 9 > Podobné
bylo na pfednasce ovéteno, ze BT + CT = (B+ C)7, tedy nam staéi jen bez dalsiho
2 4
poéitani transponovat matici B + C, abychom dostali BT + CT = | 2 7
-1 2

(c) Opét nejprve postupujme bezprostiedné podle definice, tentokrat se jedna o
definici ndsobeni matic: A - B =

1 2y/1 0 -1y _ (1-1+42-1 1-0+2-2 —-1-1+2-1\ (3 4 1
3 95 12 1) \31+45-1 3-0+5-2 —-3-1+5-1) \8 10 2/

Protoze bylo na prednasce ovéieno, 7e (A - B)? = BT - AT, vidime, 7e

T 3 8
T oar_ (3 4 1 B
B AT = <8 10 2 o ;1 120

To nam ovsem nepomtize pro vypocet B - A, ktery opét provedeme podle definice:
. 1 1 1 2 4 7
B" - A=]10 2} 3 5) = 6 10
11 2 3
P¥i vypoctu soucinu B - C ndm pomtZe rozklad matice C na dva bloky C =
(A|S), kde A je matice s kterou pracujeme a S = (?
1

). Vypocet ndm usnadni
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jednak to, Ze jsme jiz spoé¢itali sou¢in BT - A a dale pozorovani, ze sou¢in BT - S
pravé vybere z matice BT druhy sloupec:

11 1 9 0 4 7 1
BT.c=BT - ABT-s)=| 0 2 <3 5 1): 6 10 2
-1 1 2 3 1

4 6 2

Konetné CT-B=C" . (B")"=®B"-C)"= |7 10 3

1 2 1

(d) Ptéme se, zda existuje ¢tvercova matice X fadu 2, kterd by splitovala pod-
minku A - X = X A = I,. Z prednasky navic vime, Ze najdeme-li matice X a
Y, pronétz A- X =Y A =1, pak X =Y, tedy X je hledana inverzni matice.
To znamend, 7e staci, abychom nasli matici X a nahlédli, Zze matice Y existuje.

Oznacime-li si prvky matice X = <il Zl> , potfebujeme vyresit soustavy rovnic
2 Y2
1ZE1 + 2.’172 = 1 1y1 + 2y2 =
3r1 + 5z = 0 3y17. + Sy = 1

Diky geometrické interpretaci okamzité vidime, 7e (jednoznacné) feSeni existuje
(obé soustavy lze interpretovat jako hledani priseciku zjevné rtiznobéznych dvojic

piimek) a snadno dopoéitdme, ze ©1 = —5, x2 = 3 a y; = 2, y2 = —1, tedy
-5 2
X = ( ; 1).
Zbyva uvarzit, jak je to s existenci matice Y = <Zl zl>, tedy zda existuje
2 U2
feSeni soustav
luy, 4+ 3us = 1 lvy 4+ 3wy = 0
2U1 + 5UQ = 0 21)1 + 5’1)2 = 1

I tentokrat bez pocitani vidime, Ze se ptdme, zda existuji priseciky rtiznobéznych

-1
(e) Poté, co jsme spoéitali inverzni matici k matici A, nemusime matici inverzni
k matici A7 hledat, protoze podle pozorovani u¢inéného na piednésce je

wnt -t = (8.

(f) Tentokrat uz nebudeme fesit soustavu rovnic (Sesti o Sesti neznamych) jako v
tloze (d), nybrz si vSimneme, Ze jestlize existuje hledand matice X, potom miZeme
obé strany rovnosti A - X = C vynéasobit zleva matici A~!, jiz jsme uz nalezli, tedy
dostaneme A~' - (A - X) = A~! - C a tuto rovnost miizeme dale upravovat:

AT C=A"1" A X)=(A"A)X=1,- X=X,

N . — [ _ -5 2
dvojic piimek, proto matice Y existuje a mame A~! = ( 3 ) .

kde druha rovnost plati diky asociativité nasobeni matic, tifeti rovnost plyne z
definice inverzni matice a posledni rovnost dostavame z vlastnosti jednotkové matice
(tedy, 7e je I, neutrédlni prvek vzhledem k nésobeni). Nahledli jsme, Ze existuje-li
X, nutné musi byt tvaru X = A~! - C a zbyva ovéfit, ze matice A~! - C spliuje
danou podminku. Tedy podobné jako vyse upravujeme

A-A'"C)=(A-A").C=1,-C=C,



kde prvni rovnost dostavime z asociativity nasobeni matic, druhou z definice in-
verzni matice a posledni rovnost je opét dokdzanou vlastnosti jednotkové matice.
Nyni zbyva dopocitat jediné feSeni

A (-5 2\ (1 2 0\_[1 0 2
X=4 C_<3 —1)(3 5 1)‘(0 1 —1>'

O

19./20.10.

1.2. Ovérte, ze neexistuji inverzni matice k redlnym maticim
0 0 0 0 10 11 11 1 2 1 2
0 0)7 \1 0)” \1 0/ \0 O0)” \1 1) \1 2/ \3 6)°

Protoze (8 g -M = (8 8 pro libovolnou ¢tvercovou matici M rfadu 2,

oy 0 0 (10
nemuzeme dostat (0 0> -M = (0 1).

Podobné nahlédneme, ze 0 0y (a b = 00 , tedy ani tentokrat nena-
1 0 c d a b

jdeme matici, kterd by po vyndsobeni matici méla prvni fadek ve tvaru

0 0
10

. , N | a b\ [(a+c b+d ,
(1,0). Stejnou tivahou zjistime, Ze <0 0) . <C d) = ( 0 0 ), tedy naso-

benim zleva nedostaneme matici, kterd by méla druhy ¥adek ve tvaru (0, 1). ProtoZe
je matice reguldrni, pravé kdyz je regularni matice transponované (dle Tvrzeni 1.6.3

. . . .. (1
z pfednésky), nemiZe existovat inverz ani k matici (1 8) .
(. . .. (11 .. (1 2 . .
Nasobime-li matici 11 nebo matici | 9] 7prava libovolnou matici, oka-
Z pro vhodna ¢isla a a b. Ani v

jednom pripadé tedy samoziejmé nemiizeme obdrzet jednotkovou matici. Kone¢né

vilw 1 . .. a
mzité vidime, ze dostaneme matici tvaru <a

.. b ,
) zprava dostaneme matici tvaru <3aa 3b>’ diky pozo-

asobeni atice 2
n nim mat
3 6

rovani Véty 1.7. a faktu, Ze druhy fadek matice je pravé trojndsobkem

1 2
3 6
prvniho fadku. Tedy ani v tomto pripadé nemtize byt vysledkem takového soucinu

jednotkova matice (é ?) O

Situaci, kdy existuje posloupnost elementarnich (fddkovych) uprav, kterd pre-
vede néjakou matici A na matici B, budeme v néasledujicim znacit A ~ B. Pfi-
pomenme, ze rozliSujeme tfi typy elementarnich tprav a ze kazdou z nich umime
vyjadiit pomoci nasobeni zleva elemntarni matici (Tvrzeni 2.2 z pfednésky). Ko-
necné jsou-li A a B matice soustav rovnic a plati-li A ~ B, pak mnoziny vSech
feSeni obou soustav jsou stejné (Tvrzeni 2.1 z prednasky).



1.3. Najdéte realné reseni soustavy rovnic:

T + 2y + 2z =1
2z 4+ y 4+ 2z = 2
r 4+ 3y — z =0

Nejprve si soustavu zapiseme do matice a poté ji pomoci pricteni vhodného né-
sobku jedné rovnice k rovnici druhé upravime (na stfedni $kole se tento zptisob
upravovani obvykle nazyvé ,séitaci metoda”), vie si budeme zapisovat pomoci ma-
ticového zapisu, jehoz hlavni vyhodou bude ptehlednost, uz jsme vyse piriomnéli,
7e soustava rovnic na levo od symbolu ~ mé stejnou mnozinu feseni jako soustava
rovnic napravo od néj:

1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1
-2 1 2 2| ~10 5 4 4 | ~[0 1 -2 -1] ~
1 3 -1 0 01 -2 -1 0 5 4 4

Druhy tadek prvni upravené matice, ktery odpovida rovnici Sy+4z = 4, jsme dostali
pri¢tenim dvojnasobku rovnice z + 2y + z = 1 k rovnici —2z + y + 2z = 2 (tedy
pri¢tenim dvojnasobku rddku (1 2 1 | 1) k radku (—2 1 2 | 2)) a podobné treti
tfadek vznikl z ptivodniho tfetitho fadku odeétenim prvniho. V dalsim kroku jsme
jen piehodili fadky (tedy rovnice), pokracujme v tpravich déle:

12 1 1 12 1 1
~0 1 -2 -1 ~f0 1 -2 1| ~
00 14 00 1 2z
121 1 100 -
~10 1 0 2l~(0 10 %
00 1 2 00 1 2

Odectenim pétindsobku druhého tadku od tfettho uz jsme mohli skoncit a poté
vyuzit zpétné substituce, ale uvédomme si, ze mtzeme k vysledku dospét i v ma-
ticovém zapisu, tj. mizeme levou stranu matice upravit az na jednotkovou matici.
To znamend, 7e ve sloupci vpravo mame postupné jednoznac¢né nalezené hodnoty

— _3 -2 -9
rT=—"1p¥Y=782=11- =

1.4. Najdéte vSechna raciondlni reSeni soustavy rovnic:

Ty + Ty — w4 = 1
Ty + 3 4+ x4 = 3
— I3 + 2.’1?4 =0

r3 + 3.’174 = 5

Soustavu si opét mtzeme zapsat do matice a poté ji (jedinou elementarni ad-
kovou tpravou) upravime na odstupfiovanou matici:

11 0 -1 |1 11 0 -1 |1
01 1 1 |3 01 1 1 |3
00 -1 2 (o] oo =1 2 o
00 1 3 |5 00 0 5 |5

Nyni uz snadno jednoznac¢né dopocitame nezndmé zpétnou substituci. Z posledniho
tadku 5x4 = 5 dostavame, ze x4 = 1, z predposledniho fadku —z3+2z4 = 0 vidime,
7e —x3+2 = 0, tedy z3 = 2. Déale z druhé rovnice x5 + 23+ x4 = 3 obdrzime x5 = 0



a kone¢né z rovnice z; + o — x4 = 1 dostaneme z; = 2. Vidime, Ze existuje jediné
feSeni soustavy (1,22, %3,24) = (2,0,2,1). O

1.5. Najdéte na mnoziné GF(2) = Z, = {0,1} (s obvyklym nasobenim a se s¢ita-
nim: 0+0=141=0a0+1=140 = 1) redeni soustavy rovnic:

3 + x4 = 1
1 + 3 + x4 = 0
T, + x4y = 1
T + 9 + I3 =1

Soustavu si i v tomto piipadé zapiSeme do matice a s pocitdnim v GF(2) ji
budeme upravovat posloupnosti elementarnich tprav:

0011 [1 100 1 |1 1001 |1
1011 |0 101 1 |0 0010 |1
1t o001 (1|7 loo 11 (1] ]oo 11 |1~
1110 |1 1110 [1 01 1 1 |0
100 1 |1 1001 |1 100 1 |1
0010 |1 0010 |1 0100 |1
“lo o 11 |t|7looo 1 jol f{oo0o 10 |1
0100 |1 0100 |1 0001 |0

Nejprve jsme piehodili prvni a tfet{ fddek, a poté pfic¢etli (novy) prvni Fadek k
druhému a étvrtému. Déle jsme tieti fadek pricetli ke ¢tvrtému, pak druhy k tfetimu
a nakonec jsme zprehdazeli fadku a dostali jsme jediné reSeni soustavy x; = xoy =
Ir3 = la Ty — 0.

Poznamenejme, ze jsme ke stejnému vysledku mohli dospét i jinou posloupnosti
elementarnich Gprav, napiiklad standardnim pouzitim Gaussovy eliminace. O

1.6. Najdéte (vSechna) redlnd reSeni soustavy rovnic:
z + 2y + z =1
2z + y + 2z = 2

Znovu si soustavu zapiSeme do matice a poté ji pomoci pric¢teni vhodného né-
sobku jedné rovnice k rovnici druhé upravime stejné jako v tloze 1.3:

1 21 |1 121 |1
21 2 |2)7\0o 5 4 |4)°

Snadno si uvédomime, 7ze dosadime-li za z libovolnou hodnotu, pak jednoznacéné
dopoditame y a x. Polozime-li napiiklad z = 0, pak z rovnice 5y+4-0 = 4 dostavame,

ey = % a z rovnice x + 2 - % + 0 = 1 spocitame, ze © = fg. Nasli jsme tedy jedno
feSeni dané soustavy, které mtizeme zapsat do trojice (z,y,z) = (—%7 %, 0). Podobné

jsme jiné feseni mohli dostat po volbé z = 1 a jednozna¢ném dopocitani y = x = 0.

Nzni si uvédomme geometricky vyznam feSeni dané soustavy: kazdou z rovnic
chapeme jako rovinu v R? (tvofenou vSemi trojicemi (,y,z2), které rovnici resi)
a mnozina teSeni celé soustavy je prinik téchto dvou rovin. VSimneme-li si navic,
7e roviny zjevné nejsou rovnobézné, musi mnozinu vSech feSeni tvorit primka, jejiz
jeden bod (—%7 %, 0) uz jsme nasli a jejiz smér je ddn vektorem (3, —4,5) (jde pravé o
netrividlni feSeni soustav rovnic se stejnymi levymi a nulovymi pravymi stranami).
Z geometrického nahledu tedy vidime, Ze mnozin vSechna feSeni je pirimka tvaru

{(—2+3t, 2 —4t,5t)| t € R}



Zavérem poznamenejme, ze se tento kol brzy naucime fesit negeometricky pro
vSechna télesa. O

1.7. Najdéte (n&jakd) raciondlni reSeni soustavy rovnic z tlohy 1.6.

Staci si rozmyslet, Ze z mnoziny feseni predchozi lohy musime vybrat ta, ktera
jsou ve vsech slozkich racionalni. Ziejmé maji feSeni (fr‘;, %,O) (0,0,1) v8echny
slozky raciondlni, tedy jde o hledana raciondlni reseni. O

2.11./27.10.

1.8. Existuje-li, najdéte inverzni matici k maticim

(a) A = <§ i) nad télesem realnych éisel,
1 2 1

(b) B=|—-2 -3 1| nad télesem raciondlnich ¢isel,
2 4 3

(¢) C = (3 + 4i) nad télesem komplexnich ¢fsel,

(d) D= <1 ;_ ! 3 1 z) nad télesem komplexnich ¢&isel.

Nejprve pfipomenme Algoritmus 2.5, ktery se opird o Vétu 2.7 z prednasky: je-li
M c¢tvercova matice fadu n, budeme elementarnimi ipravami upravovat matici M
roz§ifenou o jednotkovou matici, tedy matici (M|I,,) tak, abychom dostali matici
(I,IN). Podafi-li se ndm to, bude matice N pravé inverzni matici k matici M,
protoze (I,|N) = (N-M|N-1,) = N- (M|L,), v opa¢ném piipadé zjsitime, ze M
nebyla regularni.

(a) Upravujeme tedy fadky rozsifené matice:

2 3 1 0 -1 -1 1 -1 -1 -1 1 -1
3 4 |01 3 4 0 1 0 1 3 -2
1 1 -1 1 1 0 -4 3
01 3 =2 0 1 3 -2/

Postupné jsme odc¢itali druhy rddek od prvniho, pficitali trojndsobek prvniho rddku
ke druhému, vynasobili prvni fadek hodnotou —1 a odecetli druhy faddek od prvniho,

3 -2
(b) ProtoZze matice B obsahuje jen racionalni hodnoty, elementarni ipravy pove-
dou opét k matici s racionalnimi koeficienty, pocitame obdobné jako v predchozim
bodé:

s . , . .. C _ —4
abychom zjsitili, ze inverzni matice k matici A existuje a ze A~! = ( 3 >

1 2 1 1 00 1 2 1 1 0 0
-2 -3 1 (01 0fJ~(0O 1 3 2 1 0|~
2 4 3 |0 0 1 0 0 1 -2 0 1



-13 -2 5
Vidime, ze B~ = 8 1 -3
-2 0 1

(c) Snadno si z definice maticového nésobeni uvédomime, 7e mame za kol spo-
¢itat v télese komplexnich ¢isel hodnotu (3 + 4i)~! = 3+14i. Obvyklym zptisobem
tedy rozsirime zlomky komplexné sdruzenou hodnotou a dostaneme

1 1 3—4i 3—4i 3 4

3+4i 3+4i 3—4i 32+42 25 25
Spocitali jsme, ze C™! = ((3+4i) ') = (& — 551).

25 25
(d) Postupujeme jako v bodech (a) a (b) s vyuZitim aritmetiky komplexnich
Cisel:
1+i 1 10 1+4 1 1 0
2 3—i |0 1 0 2 —1+4 1
A A s S AT A U e
o 1)l |2 ]

Tentokrat jsme postupné upravovali: 1) (1 —i)-nésobek prvniho fadku jsme ode-

Cetli od druhého, 2) prvniho fadek jsme vyndsobili hodnotou 1%_1 a druhy radek

hodnotou % 3) %—nésobek druhého tfadku jsme odecetli od prvniho. Spocitali
. (5 O 24 i1
jsme, ze D :<% %>:Z<2i—2 9 ) (|

1.9. Spocitejte souciny redlnych matic
1 2 0 -1
2 3 13 1 -1 3 4
(&) (1 1) '<2 0 -1 2)’ (b) ’11 ;’ '(2 3) '

(a) Oznaéme A = <f i’) aB= <; g jl 21>. Rozsifime-li matici A o

matici B a budeme-li vzniklou matici (A|B) upravovat stejné jako v pfedchozich
tlohach takovymi elementarnimi Gipravami, abychom vlevo obdrzeli jednotkovou
matici, snadno nahlédneme, ze

(AjB) ~A™! - (AB) = (L|A™'B)

Tedy vpravo dostaneme hledany sou¢in A~'B. Poéitejme:

23 |1 3 1 -1 11 |2 0 -1 2
11 |2 0 -1 2 2 3

3

1 3 1 -1
1 1 2 0 -1 2 1 0 5 -3 -4 7
01 -3 3 3 -5 0 1 -3 3 3 =5)°
—1
. (23 13 1 -1\ _(5 -3 —4 7
Spocitali jsme, ze <1 1) -(2 0 -1 2)—(_3 3 3 _5>- i
2 0 3 4
(b) Oznatme C = | -1 3 aD:<2 3).Uvéd0mime—li5i7ée (C-DHT =
1 2

(D~ HT.cT = (DT)~! - CT, mfizeme postupovat stejnym zpiisobem jako v bodé
(a), ovSem pro soudin transponovanych matic v obraceném poradi:

3 2 |2 -1 1 12 8 |8 —4 4 3 2 2 -1 1
4 3 |0 3 2 129 |0 9 6 01 -8 13 2




(3 0 18 27 -3\ (10 6 -9 -1
01 -8 13 2 01 -8 13 2 )°

6 -8

Zjistilijsme,ie(DT)1-CT:<6 -9 _1>,apr0tOC-D1: -9 13]|. O
-8 13 2
-1 2
9.11./8.11.
1.10. Existuje-li, najdéte LU rozklad redlné matice:
5 9 11 2 2 1 =2
(a)A:<4 9>, bB=|-4 -1 1], ()C=|-2 2 3],
2 5 -1 2 7 2
2 0 00
31 2 1
D=1y 4 7 3
000 3

(a) VSimnéme si, Ze staéi provést jedinou elementdrni tpravu tfetiho typu,
. . . ..o (2 02 .
abychom z matice A dostali odstuphovanou matici <O 5), coZ muzeme zapsat

v maticové podobé pomoci ndsobeni zleva prislusnou elementarni matici:
2. 2\_(1 0\ (2 2
0 5/ \-2 1 4 9

-1
. . . . 1 1 . . P
Uvédomime-li si, ze inverzni matice (2 (1]> = (2 (1)> je rovnéz dolni troja-

helnikova s jednotkami na diagonéle a prendsobime-li vy$e uvedenou rovnost zleva

-1
1
matici (_2 (1)> , dostadvame

GGG ()66

odkud vidime, ze LU rozklad matice A je A = (; ?) . (?) g)

(b) T tentokrat budeme matici B upravovat elementarnimi tpravami. P¥islusné
tpravy si budeme pamatovat a poté si je prepiSem v maticovém zapisu jako soucin
elementarnich matic:

1 1 2 1 1 2 11 2
B=|-4 -1 1|]~(03 9]~103 9 =U.
2 5 —1 0 3 -5 0 0 —14

P¥i upravovani jsme nepottfebovali piehazovat fadky (ani nasobit fadek nenulovym
skaldrem), tedy dostali jsme Lg...L;B = U, kde L; jsou vSechno elementarni
transforma¢ni matice odpovidajici pfi¢teni vysSe polozeného fadku k fadku nize
polozenému:

1 0 0 1 0 0 1 00 1 1 2 11 2
o 1 O0)-{0 1 0)-1{410})-1-4 -1 1]|=(03 9
0 -1 1 -2 0 1 0 0 1 2 5o -1 0 0 -14
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Matice L; jsou zfejmé dolni trojihelnikové s jednotkami na diagondle a okamzité
vidime, Ze soucéin L = Lfl .. .L,Zl rovnéz dolni trojihelnikova matice s jednotkami
na diagondle. Navic B = LU. Tudiz jsme nasli LU rozklad matice B. Vidime, 7e
sou¢in matic L' ...L,;l obsahuje na pfislusnych pozicich hodnoty jednotlivych
elementarnich matic (tj. i-ty fadek a j-ty sloupec, i > j, obsahuje hodotu ¢,
pravé kdyz jsme béhem Gaussovy eliminace odecitali od i-tého fadku matice B a
c;j-nasobek jejtho j-tého radku):

1 00 1 0 0 1 00 1 00
L=|-410)=|-4120|-10 1 0]-{0 10
2 11 0 01 2 01 011

Nasli jsme tedy (jednoznacéné urceny) LU rozklad

1 1 2 1 00 11 2
-4 -1 1 ]=1-41020 03 9
2 5o -1 2 11 0 0 -14

Vsimnéme si, ze vysledna matice L obsahuje na i-tém fadku a j-tém sloupci pravé
opacnou hodnotu k nasobku, jimz jsme nésobili j-ty faddek pti jeho pricitani k i-
tému sloupci béhem elementarnich Gprav (tedy b&hem Gaussovy eliminace). To,
ze se jedna o obecny zptisob, jak nalézt dolni trojihelnikovou matici LU rozkladu
matice dokazuje Algoritmus 2.7 z pfednasky a na témze misté je ukizano, ze hroni
trojuhelnikova mnatice LU rozkladu je pravé odstupnovand matice, kterou ziskdme
Gaussovou eliminaci.

(c) Tentokrat budeme postupovat pfimo pomoci Algoritmu 2.7, tedy staéi gaus-
sovsky upravovat matici C a piislugné (opacné) hodnoty sestavovat do matice L:

2 1 -2 2 1 -2 2 1 -2
—2 2 3|~(03 1]~[0 3 1],
2 7 2 06 4 00 2

kde jsme postupné odecetli 1) —1-ndsobek 1. faddku od 2., 2) 1-nasobek 1. fadku od
3. a 3) 2-nédsobek 2. fadku od 3. Tedy dostadvame tedy LU rozklad

2 1 -2 1 00 2 1 -2
-2 2 3 |=(-11 0-10 3 1
2 7 2 1 21 0 0 2

(d) Opét vyuZijeme Algoritmu 2.7 a gaussovsky upravujeme matici D:

2 0 0 0 2 0 0 0 2.0 0 0
31 2 1 01 2 1 01 2 1
1113710113 oo -1 2
00 0 3 00 0 3 00 0 3

Provedené Gpravy zaznamendme do matice L a dostaneme hledany LU rozklad

2 000 1000 2.0 0 0
312 1|_|[2 100 01 2 1
1113/ 7|5 110 00 -1 2
000 3 0001 00 0 3
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2 1 -2
1.11. Pomoci LU rozkladu redlné matice A = | —2 2 3 | spocitejte vSechna
2 7 2

feseni soustavy rovnic AxT = yT pro vektor pravych stran y = (—3,2, —1).

Mame-li LU rozklad matice A = LU a uvazujeme-li nehomogenni soustavu
rovnic Ax? = yT, potom miizeme tilohu rozdélit na dva jednodusdsi tkoly, najit
nejprve fefeni soustavy Lz’ = yT a poté soustavy Ux' = z'. V obou piipadech
pocitame s trojuhelnikovymi maticemi, takze pfi vypoctu uz jen dosazujeme, aniz
musime matice jakkoli dale gaussovsky upravovat.

2 1
LU rozklad matice jsme uz spocitali: A = | -1 1 0 0 3 1 ].Potom
1 2 1 0 0 2
pro pro vektor pravych stran y = (—3,2,—1) spoéitdme nezndmé z = (21, 22, 23)
primou substituci z; =y = —3,ddle —1z1 + 20 =34+ 20 =ys =2, tedy 20 = -1 a
koneénd zg = —1—1-(—3) — 2+ (—1) = 4.
Nyni poéitdme soustavu UxT = zT a tentokrat tedy postupujeme zpétnou substi-

—1-1-2 —3-1(=1)+22 _

tuci: 2x3 = z3, tedy x3 = 2, dale x5 = =—-lax =

2
Bud v nésledujicim n pfirozené ¢éislo a polozme Z,, = {0,1,...,n — 1}. Nyni
definujme na Z,, operace +, a -, predpisem

a+p,b=(a+bmodn, a-,b=(a-b)modn,

kde mod n znamené zbytek po celoc¢iselném déleni hodnotou n.

Neni tézké dokizat (a my s k tomu nasledujici cviéeni vratime), Ze mnozina Z,
spliiuje axiomy (AQ) — (A4), (MO) — (M3) a (D) z axiomatiky télesa zavedené na
prednésce, navic za predpokladu n > 1 je splnén i axiom (N). Problematicky je
jen axiom (M4). Na piednésce bylo ukdzéno, 7e pro n = 2 a n = 3 plati a nyni si
uvédomime, Ze je splnénipron=5an=71:

1.12. Najdéte inverzni prvky pro vSechny nenulové prvky mnozin Zs a Z~ vzhledem
k operaci ndsobeni (tj. prvky a~!, pro které a-a~! = 1).

Budeme postupovat zkusmo. Snadno v Zs zjistime, ze 17! = 1 (to plati ostatné
v kazdém télese), z pozorovéani, ze 253 = 1, plyne, 7e 2°' =3ize 3" =2, a
koneéné 47! = 4, protoze 4 -5 4 = 1.

Podobné v Z; najdeme inverzy: 17! = 1,2 =4 a4~ = 2 (protoze 274 = 1),
37 1=5a5"1=3 (protoze 3.-75=1) a6 =6 (protoze 67 6 = 1) O

VS8echny tlohy, které jsme fesli v télesech racionélonich, redlnych ¢i komplexnich
¢isel umime stejnym postupem ftesit i v télesech Zs, Zs3, Zxs a Zy:

1.13. Existuje-li, najdéte inverzni matici k maticim

(a) A= (?, %) nad télesem Zs,
(b) A nad télesem Zr,
1 2 4
(c) B=13 2 6] nad télesem Z7
1 05
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Postupujeme stejné jako v 1.8 s vyuzitim aritmetiky konkrétniho konec¢ného té-

lesa:
(a) Upravujeme Fadky rozsifené matice nad télesem Zs:

2 2 1 0 2 2 1 0 11 3 0 1 0 1 3

3 1 0 1 0 3 11 0 1 2 2 0 1 2 2
Postupné jsme 1) pficetli 1. fadek ke 2. (protoze —3 = 2 v Zs), 2) vynasobili 1.
fadek c¢islem 3 a 2. fddek ¢islem 2 (protoze 27! = 3 a 37! = 2 v Z5), 3) odecetli

2. fadek od 1. nebo ekvivalentné Feceno pficetli 4-ndsobek 2. fadku k 1. (protoZe
—4=1v Z5)

Lo .. , . .. s . _ 1 3
Nyni vidime, Ze inverzni matice k matici A existuje a ze A~! = (2 2) nad

télesem Zs.
(b) Upravujeme fadky stejné roz§ifené matice tentokrat ovéem nad télesem Zy:

2 2 1 0 2 2 1 0 2 0 3 1 1 0 5 4
31 (01 05 |21 05 |21 01 |6 3
Nyni jsme 1) pficetli 2-ndsobek 1. fadku ke 2. (protoze 2-2 = —3 v Zy), 2) pficetli

2. fadek k 1. (protoze 5 = —2 v Z7) 3) vynasobili 1. fadek ¢islem 4 a 2. fadek ¢islem
3 (protoze 271 =4 a5 ' =3 v Zr).

s s . , LA 5 4 «
Spoc¢itali jsme inverzni matici A~ = <6 3> nad télesem Z.

(c) Pocitdme opét nad Z7:

1 2 4 1 0 0 1 0 5 0 0 1 1 0 0 2 5 5
3 2 6 01 0)~1(0 2 5 01 41 ~10 1 O 1 3 4
1 0 5 0 0 1 0 2 6 1 0 6 0 0 1 1 6 2
2 5 5
Dostali jsme B! =1 3 4]. O
1 6 2

1.14. Existuje-li, najdéte LU rozklad matic:

2

2
(a) A= <1 i) nad télesem Zs, (b) B= |3 nad télesem Zs,
1

O =
W = N

(c) B nad télesem Z7,

Postupujeme pomoci Algoritmu 2.7 jako v 1.10 s pocitanim v télesech Zs a Z7,
tedy gaussovsky upravime matici na matici U a pfislusné hodnoty sepiSseme do
matice L:

2 2 2 2 (2 2 2y (1O 2 2
(a) (1 4> ~ <0 3) a dostadvame LU rozklad (1 4> = <3 1) . <0 3)
(b)

1 | nad télesem Zs.

SO oo
O N -
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Dalsi tlohy

(1)

(6)

(7)

1+7 3-—1 1
Pro komplexni matice A = | 2 —1 —i 1+ |,
1 1+20 1—-2

C(1-3i 2430 1 _(1-4i 30
B_<2+i 1+ 2i Z.)aC_< i i1

(a) spocitejte B+C, BT + A-CT, A-B", B-A,B".-CaB-C7,
(b) existuje-li, najdéte matici inverzni k matici A a k matici B - C7,
(b) dokazte, 7e matice B” - C neni regularni,
(d) existuje-li, najdéte matici X spliujici rovnost X - A = C.
Rozhodnéte, zda jsou nad télesy Q, Zs3, Zs a Z7 regularni matice A =
ST
_ _ T RT .
3}2’B_1101=C_1201A’B3BC'
1 1 1 0 1 010
Tam, kde je to mozné, najdéte inverzni matice k maticim z predchozi tilohy.

1 —1
Spoditejte ((; ;)) . (g i) . <g i) . <i §>)1 nad télesy R, Zs

a Z7.
Najdéte nad télesy Zs a Z; aspon tii feSeni soustavy rovnic:
T + y + z + u = 3
r + 2y + 3z + 4u = 0
r + 4y = 0
Existuje-li, najdéte nad télesy R, Q, C, Z3, Z5 a Z; aspon jedno reSeni
soustavy rovnic:
2c — y 4+ 2z =1
r 4+ y — =z =1
Vyfieste v télese Zr rovnici 5-2 +3 =4-1 + 4.



