
12./13.10.1. Poèítání s mati
emi a soustavy lineární
 rovni
1.1. Uva¾ujme reálné mati
e A = �1 23 5�, B = �1 0 �11 2 1 � a C = �1 2 03 5 1�.(a) Urèete typ mati
 A, B, C, BT , C �BT a CT �B, A �B.(b) Spoèítejte souèty B+C, C+B, BT +CT .(
) Spoèítejte souèiny A �B, BT �AT , BT �A, BT �C a CT �B.(d) Existuje-li, najdìte mati
i inverzní k mati
i A.(e) Existuje-li, najdìte mati
i inverzní k mati
i AT .(f) Existuje-li, najdìte mati
i X splòují
í rovnost A �X = C.(a) Pøipomeneme-li, ¾e typem mati
e rozumíme dvoji
i m � n, kde m je poèetjejí
h øádek a n poèet její
h sloup
ù, pak okam¾itì vidíme, ¾e mati
e A je typu2� 2, mati
e B i C jsou typu 2� 3 a mati
e BT je typu 3� 2 (transpozi
e pøevra
ímati
i podle hlavní diagonály). Uvá¾íme-li dále, ¾e souèin mati
 má tolik øádkù,kolik ji
h má mati
e vlevo, a tolik sloup
ù, kolik ji
h má mati
e vpravo, vidíme, ¾emati
e C �BT je typu 2� 2, CT �B je typu 3� 3 a koneènì mati
e A �B je typu2� 3.(b) Postupujeme nejprve pøímo podle de�ni
e souètu mati
:B+C = �1 0 �11 2 1 �+�1 2 03 5 1� = �1 + 1 0 + 2 �1 + 01 + 3 2 + 5 1 + 1 � = �2 2 �14 7 2 � :Na pøedná¹
e bylo ukázáno, ¾e je sèítání mati
 komutativní, nemusíme samozøejmìdruhý souèet poèítat a pøímo vidíme, ¾e C+B = B+C = �2 2 �14 7 2 �. Podobnìbylo na pøedná¹
e ovìøeno, ¾e BT +CT = (B+C)T , tedy nám staèí jen bez dal¹íhopoèítání transponovat mati
i B+C, aby
hom dostali BT +CT = 0� 2 42 7�1 21A.(
) Opìt nejprve postupujme bezprostøednì podle de�ni
e, tentokrát se jedná ode�ni
i násobení mati
: A �B =�1 23 5���1 0 �11 2 1 � = �1 � 1 + 2 � 1 1 � 0 + 2 � 2 �1 � 1 + 2 � 13 � 1 + 5 � 1 3 � 0 + 5 � 2 �3 � 1 + 5 � 1� = �3 4 18 10 2� :Proto¾e bylo na pøedná¹
e ovìøeno, ¾e (A �B)T = BT �AT , vidíme, ¾eBT �AT = �3 4 18 10 2�T = 0�3 84 101 21A :To nám ov¹em nepomù¾e pro výpoèet BT �A, který opìt provedeme podle de�ni
e:BT �A = 0� 1 10 2�1 11A ��1 23 5� = 0�4 76 102 31A :Pøi výpoètu souèinu BT � C nám pomù¾e rozklad mati
e C na dva bloky C =(AjS), kde A je mati
e s kterou pra
ujeme a S = �01�. Výpoèet nám usnadní1



2jednak to, ¾e jsme ji¾ spoèítali souèin BT �A a dále pozorování, ¾e souèin BT � Správì vybere z mati
e BT druhý sloupe
:BT �C = (BT �AjBT � S) = 0� 1 10 2�1 11A � �1 2 ?? 03 5 ?? 1� = 0�4 7 16 10 22 3 11A :Koneènì CT �B = CT � (BT )T = (BT �C)T = 0�4 6 27 10 31 2 11A.(d) Ptáme se, zda existuje ètver
ová mati
e X øádu 2, která by splòovala pod-mínku A � X = X � A = I2. Z pøedná¹ky naví
 víme, ¾e najdeme-li mati
e X aY, pro nì¾ A �X = Y �A = I2, pak X = Y, tedy X je hledaná inverzní mati
e.To znamená, ¾e staèí, aby
hom na¹li mati
i X a nahlédli, ¾e mati
e Y existuje.Oznaèíme-li si prvky mati
e X = �x1 y1x2 y2�, potøebujeme vyøe¹it soustavy rovni
1x1 + 2x2 = 13x1 + 5x2 = 0 1y1 + 2y2 = 03y1 + 5y2 = 1Díky geometri
ké interpreta
i okam¾itì vidíme, ¾e (jednoznaèné) øe¹ení existuje(obì soustavy lze interpretovat jako hledání prùseèíku zjevnì rùznobì¾ný
h dvoji
pøímek) a snadno dopoèítáme, ¾e x1 = �5, x2 = 3 a y1 = 2, y2 = �1, tedyX = ��5 23 �1�.Zbývá uvá¾it, jak je to s existen
í mati
e Y = �u1 v1u2 v2�, tedy zda existujeøe¹ení soustav 1u1 + 3u2 = 12u1 + 5u2 = 0 1v1 + 3v2 = 02v1 + 5v2 = 1I tentokrát bez poèítání vidíme, ¾e se ptáme, zda existují prùseèíky rùznobì¾ný
hdvoji
 pøímek, proto mati
e Y existuje a máme A�1 = ��5 23 �1�.(e) Poté, 
o jsme spoèítali inverzní mati
i k mati
i A, nemusíme mati
i inverzník mati
i AT hledat, proto¾e podle pozorování uèinìného na pøedná¹
e je(AT )�1 = (A�1)T = ��5 32 �1� :(f) Tentokrát u¾ nebudeme øe¹it soustavu rovni
 (¹esti o ¹esti neznámý
h) jako vúloze (d), nýbr¾ si v¹imneme, ¾e jestli¾e existuje hledaná mati
e X, potom mù¾emeobì strany rovnosti A �X = C vynásobit zleva mati
í A�1, ji¾ jsme u¾ nalezli, tedydostaneme A�1 � (A �X) = A�1 �C a tuto rovnost mù¾eme dále upravovat:A�1 �C = A�1 � (A �X) = (A�1 �A) �X = I2 �X = X;kde druhá rovnost platí díky aso
iativitì násobení mati
, tøetí rovnost plyne zde�ni
e inverzní mati
e a poslední rovnost dostáváme z vlastnosti jednotkové mati
e(tedy, ¾e je I2 neutrální prvek vzhledem k násobení). Náhledli jsme, ¾e existuje-liX, nutnì musí být tvaru X = A�1 � C a zbývá ovìøit, ¾e mati
e A�1 � C splòujedanou podmínku. Tedy podobnì jako vý¹e upravujemeA � (A�1 �C) = (A �A�1) �C = I2 �C = C;



3kde první rovnost dostáváme z aso
iativity násobení mati
, druhou z de�ni
e in-verzní mati
e a poslední rovnost je opìt dokázanou vlastností jednotkové mati
e.Nyní zbývá dopoèítat jediné øe¹eníX = A�1 �C = ��5 23 �1��1 2 03 5 1� = �1 0 20 1 �1� : �19./20.10.1.2. Ovìøte, ¾e neexistují inverzní mati
e k reálným mati
ím�0 00 0� ; �0 01 0� ; �1 01 0� ; �1 10 0� ; �1 11 1� ; �1 21 2� ; �1 23 6� :Proto¾e �0 00 0� �M = �0 00 0� pro libovolnou ètver
ovou mati
i M øádu 2,nemù¾eme dostat �0 00 0� �M = �1 00 1�.Podobnì nahlédneme, ¾e �0 01 0� ��a b
 d� = �0 0a b�, tedy ani tentokrát nena-jdeme mati
i, která by po vynásobení mati
í �0 01 0� mìla první øádek ve tvaru(1; 0). Stejnou úvahou zjistíme, ¾e �1 10 0� ��a b
 d� = �a+ 
 b+ d0 0 �, tedy náso-bením zleva nedostaneme mati
i, která by mìla druhý øádek ve tvaru (0; 1). Proto¾eje mati
e regulární, právì kdy¾ je regulární mati
e transponovaná (dle Tvrzení 1.6.3z pøedná¹ky), nemù¾e existovat inverz ani k mati
i �1 01 0�.Násobíme-li mati
i �1 11 1� nebo mati
i �1 21 2� zprava libovolnou mati
í, oka-m¾itì vidíme, ¾e dostaneme mati
i tvaru �a ba b� pro vhodná èísla a a b. Ani vjednom pøípadì tedy samozøejmì nemù¾eme obdr¾et jednotkovou mati
i. Koneènìnásobením mati
e �1 23 6� zprava dostaneme mati
i tvaru � a b3a 3b�, díky pozo-rování Vìty 1.7. a faktu, ¾e druhý øádek mati
e �1 23 6� je právì trojnásobkemprvního øádku. Tedy ani v tomto pøípadì nemù¾e být výsledkem takového souèinujednotková mati
e �1 00 1�. �Situa
i, kdy existuje posloupnost elementární
h (øádkový
h) úprav, která pøe-vede nìjakou mati
i A na mati
i B, budeme v následují
ím znaèit A � B. Pøi-pomeòme, ¾e rozli¹ujeme tøi typy elementární
h úprav a ¾e ka¾dou z ni
h umímevyjádøit pomo
í násobení zleva elemntární mati
í (Tvrzení 2.2 z pøedná¹ky). Ko-neènì jsou-li A a B mati
e soustav rovni
 a platí-li A � B, pak mno¾iny v¹e
høe¹ení obou soustav jsou stejné (Tvrzení 2.1 z pøedná¹ky).



41.3. Najdìte reálné re¹ení soustavy rovni
:x + 2y + z = 1�2x + y + 2z = 2x + 3y � z = 0Nejprve si soustavu zapí¹eme do mati
e a poté ji pomo
í pøiètení vhodného ná-sobku jedné rovni
e k rovni
i druhé upravíme (na støední ¹kole se tento zpùsobupravování obvykle nazývá þsèíta
í metoda"), v¹e si budeme zapisovat pomo
í ma-ti
ového zápisu, jeho¾ hlavní výhodou bude pøehlednost, u¾ jsme vý¹e pøiomnìli,¾e soustava rovni
 na levo od symbolu � má stejnou mno¾inu øe¹eni jako soustavarovni
 napravo od nìj:0� 1 2 1 ??1�2 1 2 ??21 3 �1 ??01A � 0�1 2 1 ?? 10 5 4 ?? 40 1 �2 ?? �11A � 0�1 2 1 ?? 10 1 �2 ?? �10 5 4 ?? 4 1A �Druhý øádek první upravené mati
e, který odpovídá rovni
i 5y+4z = 4, jsme dostalipøiètením dvojnásobku rovni
e x + 2y + z = 1 k rovni
i �2x + y + 2z = 2 (tedypøiètením dvojnásobku øádku �1 2 1??1� k øádku ��2 1 2??2�) a podobnì tøetíøádek vznikl z pùvodního tøetího øádku odeètením prvního. V dal¹ím kroku jsmejen pøehodili øádky (tedy rovni
e), pokraèujme v úpravá
h dále:� 0�1 2 1 ?? 10 1 �2 ?? �10 0 14 ?? 9 1A � 0�1 2 1 ?? 10 1 �2 ?? �10 0 1 ?? 9141A �� 0�1 2 1 ?? 10 1 0 ?? 4140 0 1 ?? 9141A � 0�1 0 0 ?? � 3140 1 0 ?? 270 0 1 ?? 914 1A :Odeètením pìtinásobku druhého øádku od tøetího u¾ jsme mohli skonèit a potévyu¾ít zpìtné substitu
e, ale uvìdomme si, ¾e mù¾eme k výsledku dospìt i v ma-ti
ovém zápisu, tj. mù¾eme levou stranu mati
e upravit a¾ na jednotkovou mati
i.To znamená, ¾e ve sloup
i vpravo máme postupnì jednoznaènì nalezené hodnotyx = � 314 , y = 27 a z = 914 . �1.4. Najdìte v¹e
hna ra
ionální re¹ení soustavy rovni
:x1 + x2 � x4 = 1x2 + x3 + x4 = 3� x3 + 2x4 = 0x3 + 3x4 = 5Soustavu si opìt mù¾eme zapsat do mati
e a poté ji (jedinou elementární øád-kovou úpravou) upravíme na odstupòovanou mati
i:0BB�1 1 0 �1 ??10 1 1 1 ??30 0 �1 2 ??00 0 1 3 ??51CCA � 0BB�1 1 0 �1 ??10 1 1 1 ??30 0 �1 2 ??00 0 0 5 ??51CCANyní u¾ snadno jednoznaènì dopoèítáme neznámé zpìtnou substitu
í. Z posledníhoøádku 5x4 = 5 dostáváme, ¾e x4 = 1, z pøedposledního øádku �x3+2x4 = 0 vidíme,¾e �x3+2 = 0, tedy x3 = 2. Dále z druhé rovni
e x2+x3+x4 = 3 obdr¾íme x2 = 0



5a koneènì z rovni
e x1 + x2 � x4 = 1 dostaneme x1 = 2. Vidíme, ¾e existuje jedinéøe¹ení soustavy (x1; x2; x3; x4) = (2; 0; 2; 1). �1.5. Najdìte na mno¾inì GF(2) = Z2 = f0; 1g (s obvyklým násobením a se sèítá-ním: 0 + 0 = 1 + 1 = 0 a 0 + 1 = 1 + 0 = 1) re¹ení soustavy rovni
:x3 + x4 = 1x1 + x3 + x4 = 0x1 + x4 = 1x1 + x2 + x3 = 1Soustavu si i v tomto pøípadì zapí¹eme do mati
e a s poèítáním v GF(2) jibudeme upravovat posloupností elementární
h úprav:0BB�0 0 1 1 ??11 0 1 1 ??01 0 0 1 ??11 1 1 0 ??11CCA � 0BB�1 0 0 1 ??11 0 1 1 ??00 0 1 1 ??11 1 1 0 ??11CCA � 0BB�1 0 0 1 ??10 0 1 0 ??10 0 1 1 ??10 1 1 1 ??01CCA �� 0BB�1 0 0 1 ??10 0 1 0 ??10 0 1 1 ??10 1 0 0 ??11CCA � 0BB�1 0 0 1 ??10 0 1 0 ??10 0 0 1 ??00 1 0 0 ??11CCA � 0BB�1 0 0 1 ??10 1 0 0 ??10 0 1 0 ??10 0 0 1 ??01CCA :Nejprve jsme pøehodili první a tøetí øádek, a poté pøièetli (nový) první øádek kdruhému a ètvrtému. Dále jsme tøetí øádek pøièetli ke ètvrtému, pak druhý k tøetímua nakone
 jsme zpøeházeli øádku a dostali jsme jediné øe¹ení soustavy x1 = x2 =x3 = 1 a x4 = 0.Poznamenejme, ¾e jsme ke stejnému výsledku mohli dospìt i jinou posloupnostíelementární
h úprav, napøíklad standardním pou¾itím Gaussovy elimina
e. �1.6. Najdìte (v¹e
hna) reálná re¹ení soustavy rovni
:x + 2y + z = 1�2x + y + 2z = 2Znovu si soustavu zapí¹eme do mati
e a poté ji pomo
í pøiètení vhodného ná-sobku jedné rovni
e k rovni
i druhé upravíme stejnì jako v úloze 1.3:� 1 2 1 ??1�2 1 2 ??2� � �1 2 1 ??10 5 4 ??4� ;Snadno si uvìdomíme, ¾e dosadíme-li za z libovolnou hodnotu, pak jednoznaènìdopoèítáme y a x. Polo¾íme-li napøíklad z = 0, pak z rovni
e 5y+4�0 = 4 dostáváme,¾e y = 45 a z rovni
e x+ 2 � 45 +0 = 1 spoèítáme, ¾e x = � 35 . Na¹li jsme tedy jednoøe¹ení dané soustavy, které mù¾eme zapsat do troji
e (x; y; z) = (� 35 ; 45 ; 0). Podobnìjsme jiné øe¹ení mohli dostat po volbì z = 1 a jednoznaèném dopoèítání y = x = 0.Nzní si uvìdomme geometri
ký význam øe¹ení dané soustavy: ka¾dou z rovni

hápeme jako rovinu v R3 (tvoøenou v¹emi troji
emi (x; y; z), které rovni
i øe¹í)a mno¾ina øe¹ení 
elé soustavy je prùnik tì
hto dvou rovin. V¹imneme-li si naví
,¾e roviny zjevnì nejsou rovnobì¾né, musí mno¾inu v¹e
h øe¹ení tvoøit pøímka, její¾jeden bod (� 35 ; 45 ; 0) u¾ jsme na¹li a její¾ smìr je dán vektorem (3;�4; 5) (jde právì onetriviální øe¹ení soustav rovni
 se stejnými levými a nulovými pravými stranami).Z geometri
kého náhledu tedy vidíme, ¾e mno¾in v¹e
hna øe¹ení je pøímka tvaruf(� 35 + 3t; 45 � 4t; 5t)j t 2 Rg



6 Závìrem poznamenejme, ¾e se tento úkol brzy nauèíme øe¹it negeometri
ky prov¹e
hna tìlesa. �1.7. Najdìte (nìjaká) ra
ionální re¹ení soustavy rovni
 z úlohy 1.6.Staèí si rozmyslet, ¾e z mno¾iny øe¹ení pøed
hozí úlohy musíme vybrat ta, kterájsou ve v¹e
h slo¾ká
h ra
ionální. Zøejmì mají øe¹ení (� 35 ; 45 ; 0) (0; 0; 1) v¹e
hnyslo¾ky ra
ionální, tedy jde o hledaná ra
ionální øe¹ení. �2.11./27.10.1.8. Existuje-li, najdìte inverzní mati
i k mati
ím(a) A = �2 33 4� nad tìlesem reálný
h èísel,(b) B = 0� 1 2 1�2 �3 12 4 31A nad tìlesem ra
ionální
h èísel,(
) C = �3 + 4i� nad tìlesem komplexní
h èísel,(d) D = �1 + i 12 3� i� nad tìlesem komplexní
h èísel.Nejprve pøipomeòme Algoritmus 2.5, který se opírá o Vìtu 2.7 z pøedná¹ky: je-liM ètver
ová mati
e øádu n, budeme elementárními úpravami upravovat mati
i Mroz¹íøenou o jednotkovou mati
i, tedy mati
i (MjIn) tak, aby
hom dostali mati
i(InjN). Podaøí-li se nám to, bude mati
e N právì inverzní mati
í k mati
i M,proto¾e (InjN) = (N �MjN � In) = N � (MjIn), v opaèném pøípadì zjsitíme, ¾e Mnebyla regulární.(a) Upravujeme tedy øádky roz¹íøené mati
e:�2 3 ??1 03 4 ??0 1� � ��1 �1 ??1 �13 4 ??0 1 � � ��1 �1 ??1 �10 1 ??3 �2� �� �1 1 ?? �1 10 1 ?? 3 �2� � �1 0 ?? �4 30 1 ?? 3 �2� :Postupnì jsme odèítali druhý øádek od prvního, pøièítali trojnásobek prvního øádkuke druhému, vynásobili první øádek hodnotou �1 a odeèetli druhý øádek od prvního,aby
hom zjsitili, ¾e inverzní mati
e k mati
i A existuje a ¾e A�1 = ��4 33 �2�.(b) Proto¾e mati
e B obsahuje jen ra
ionální hodnoty, elementární úpravy pove-dou opìt k mati
i s ra
ionálními koe�
ienty, poèítáme obdobnì jako v pøed
hozímbodì: 0� 1 2 1 ??1 0 0�2 �3 1 ??0 1 02 4 3 ??0 0 11A � 0�1 2 1 ?? 1 0 00 1 3 ?? 2 1 00 0 1 ?? �2 0 11A �� 0�1 2 0 ?? 3 0 �10 1 0 ?? 8 1 �30 0 1 ?? �2 0 1 1A � 0�1 0 0 ?? �13 �2 50 1 0 ?? 8 1 �30 0 1 ?? �2 0 1 1A :



7Vidíme, ¾e B�1 = 0��13 �2 58 1 �3�2 0 1 1A.(
) Snadno si z de�ni
e mati
ového násobení uvìdomíme, ¾e máme za úkol spo-èítat v tìlese komplexní
h èísel hodnotu (3 + 4i)�1 = 13+4i . Obvyklým zpùsobemtedy roz¹íøíme zlomky komplexnì sdru¾enou hodnotou a dostaneme13 + 4i = 13 + 4i � 3� 4i3� 4i = 3� 4i32 + 42 = 325 � 425 iSpoèítali jsme, ¾e C�1 = �(3 + 4i)�1� = � 325 � 425 i�.(d) Postupujeme jako v bode
h (a) a (b) s vyu¾itím aritmetiky komplexní
hèísel: �1 + i 1 ??1 02 3� i ??0 1� � �1 + i 1 ?? 1 00 2 ?? �1 + i 1� �� �1 1�i2 ?? 1�i2 00 1 ?? i�12 12� � �1 0 ?? 1�2i2 i�140 1 ?? i�12 12 �Tentokrát jsme postupnì upravovali: 1) (1� i)-násobek prvního øádku jsme ode-èetli od druhého, 2) prvního øádek jsme vynásobili hodnotou 11+i a druhý øádekhodnotou 12 3) 1�i2 -násobek druhého øádku jsme odeèetli od prvního. Spoèítalijsme, ¾e D�1 = � 1�2i2 i�14i�12 12 � = 14 �2� 4i i� 12i� 2 2 �. �1.9. Spoèítejte souèiny reálný
h mati
(a) �2 31 1��1 ��1 3 1 �12 0 �1 2 �, (b) 0� 2 0�1 31 21A � �3 42 3��1.(a) Oznaème A = �2 31 1� a B = �1 3 1 �12 0 �1 2 �. Roz¹íøíme-li mati
i A omati
i B a budeme-li vzniklou mati
i (AjB) upravovat stejnì jako v pøed
hozí
húlohá
h takovými elementárními úpravami, aby
hom vlevo obdr¾eli jednotkovoumati
i, snadno nahlédneme, ¾e(AjB) � A�1 � (AjB) = (I2jA�1B);Tedy vpravo dostaneme hledaný souèin A�1B. Poèítejme:�2 3 ??1 3 1 �11 1 ??2 0 �1 2 � � �1 1 ??2 0 �1 22 3 ??1 3 1 �1� �� �1 1 ?? 2 0 �1 20 1 ?? �3 3 3 �5� � �1 0 ?? 5 �3 �4 70 1 ?? �3 3 3 �5� :Spoèítali jsme, ¾e �2 31 1��1 ��1 3 1 �12 0 �1 2 � = � 5 �3 �4 7�3 3 3 �5�. �(b) Oznaème C = 0� 2 0�1 31 21A a D = �3 42 3�. Uvìdomíme-li si, ¾e (C �D�1)T =(D�1)T �CT = (DT )�1 �CT , mù¾eme postupovat stejným zpùsobem jako v bodì(a), ov¹em pro souèin transponovaný
h mati
 v obrá
eném poøadí:�3 2 ??2 �1 14 3 ??0 3 2� � �12 8 ??8 �4 412 9 ??0 9 6� � �3 2 ?? 2 �1 10 1 ?? �8 13 2� �



8 � �3 0 ?? 18 �27 �30 1 ?? �8 13 2 � � �1 0 ?? 6 �9 �10 1 ?? �8 13 2 � :Zjistili jsme, ¾e (DT )�1�CT = � 6 �9 �1�8 13 2 �, a protoC�D�1 = 0� 6 �8�9 13�1 2 1A. �9.11./3.11.1.10. Existuje-li, najdìte LU rozklad reálné mati
e:(a) A = �2 24 9�, (b) B = 0� 1 1 2�4 �1 12 5 �11A, (
) C = 0� 2 1 �2�2 2 32 7 2 1A,(d) D = 0BB�2 0 0 03 1 2 11 1 1 30 0 0 31CCA.(a) V¹imnìme si, ¾e staèí provést jedinou elementární úpravu tøetího typu,aby
hom z mati
e A dostali odstupòovanou mati
i �2 20 5�, 
o¾ mù¾eme zapsatv mati
ové podobì pomo
í násobení zleva pøíslu¹nou elementární mati
í:�2 20 5� = � 1 0�2 1� � �2 24 9�Uvìdomíme-li si, ¾e inverzní mati
e � 1 0�2 1��1 = �1 02 1� je rovnì¾ dolní trojú-helníková s jednotkami na diagonále a pøenásobíme-li vý¹e uvedenou rovnost zlevamati
í � 1 0�2 1��1, dostáváme�1 02 1� ��2 20 5� = �1 02 1� �� 1 0�2 1� ��2 24 9� = �2 24 9� ;odkud vidíme, ¾e LU rozklad mati
e A je A = �1 02 1� � �2 20 5�.(b) I tentokrát budeme mati
i B upravovat elementárními úpravami. Pøíslu¹néúpravy si budeme pamatovat a poté si je pøepí¹em v mati
ovém zápisu jako souèinelementární
h mati
:B = 0� 1 1 2�4 �1 12 5 �11A � 0�1 1 20 3 90 3 �51A � 0�1 1 20 3 90 0 �141A = U:Pøi upravování jsme nepotøebovali pøehazovat øádky (ani násobit øádek nenulovýmskalárem), tedy dostali jsme Lk : : :L1B = U, kde Li jsou v¹e
hno elementárnítransformaèní mati
e odpovídají
í pøiètení vý¹e polo¾eného øádku k øádku ní¾epolo¾enému:0�1 0 00 1 00 �1 11A �0� 1 0 00 1 0�2 0 11A �0�1 0 04 1 00 0 11A �0� 1 1 2�4 �1 12 5 �11A = 0�1 1 20 3 90 0 �141A :



9Mati
e Li jsou zøejmì dolní trojúhelníkové s jednotkami na diagonále a okam¾itìvidíme, ¾e souèin L = L�11 : : :L�1k rovnì¾ dolní trojúhelníková mati
e s jednotkamina diagonále. Naví
 B = LU. Tudí¾ jsme na¹li LU rozklad mati
e B. Vidíme, ¾esouèin mati
 L�11 : : :L�1k obsahuje na pøíslu¹ný
h pozi
í
h hodnoty jednotlivý
helementární
h mati
 (tj. i-tý øádek a j-tý sloupe
, i > j, obsahuje hodotu 
ij ,právì kdy¾ jsme bìhem Gaussovy elimina
e odeèítali od i-tého øádku mati
e B a
ij-násobek jejího j-tého øádku):L = 0� 1 0 0�4 1 02 1 11A = 0� 1 0 0�4 1 00 0 11A �0�1 0 00 1 02 0 11A �0�1 0 00 1 00 1 11A :Na¹li jsme tedy (jednoznaènì urèený) LU rozklad0� 1 1 2�4 �1 12 5 �11A = 0� 1 0 0�4 1 02 1 11A0�1 1 20 3 90 0 �141A :V¹imnìme si, ¾e výsledná mati
e L obsahuje na i-tém øádku a j-tém sloup
i právìopaènou hodnotu k násobku, jím¾ jsme násobili j-tý øádek pøi jeho pøièítání k i-tému sloup
i bìhem elementární
h úprav (tedy bìhem Gaussovy elimina
e). To,¾e se jedná o obe
ný zpùsob, jak nalézt dolní trojúhelníkovou mati
i LU rozkladumati
e dokazuje Algoritmus 2.7 z pøedná¹ky a na tém¾e místì je ukázáno, ¾e hronítrojúhelníková mnati
e LU rozkladu je právì odstupòovaná mati
e, kterou získámeGaussovou elimina
í.(
) Tentokrát budeme postupovat pøímo pomo
í Algoritmu 2.7, tedy staèí gaus-sovsky upravovat mati
i C a pøíslu¹né (opaèné) hodnoty sestavovat do mati
e L:0� 2 1 �2�2 2 32 7 2 1A � 0�2 1 �20 3 10 6 4 1A � 0�2 1 �20 3 10 0 2 1A ;kde jsme postupnì odeèetli 1) �1-násobek 1. øádku od 2., 2) 1-násobek 1. øádku od3. a 3) 2-násobek 2. øádku od 3. Tedy dostáváme tedy LU rozklad0� 2 1 �2�2 2 32 7 2 1A = 0� 1 0 0�1 1 01 2 11A �0�2 1 �20 3 10 0 2 1A :(d) Opìt vyu¾ijeme Algoritmu 2.7 a gaussovsky upravujeme mati
i D:0BB�2 0 0 03 1 2 11 1 1 30 0 0 31CCA � 0BB�2 0 0 00 1 2 10 1 1 30 0 0 31CCA � 0BB�2 0 0 00 1 2 10 0 �1 20 0 0 31CCA :Provedené úpravy zaznamenáme do mati
e L a dostaneme hledaný LU rozklad0BB�2 0 0 03 1 2 11 1 1 30 0 0 31CCA = 0BB�1 0 0 032 1 0 012 1 1 00 0 0 11CCA �0BB�2 0 0 00 1 2 10 0 �1 20 0 0 31CCA : �



101.11. Pomo
í LU rozkladu reálné mati
e A = 0� 2 1 �2�2 2 32 7 2 1A spoèítejte v¹e
hnaøe¹ení soustavy rovni
 AxT = yT pro vektor pravý
h stran y = (�3; 2;�1).Máme-li LU rozklad mati
e A = LU a uva¾ujeme-li nehomogenní soustavurovni
 AxT = yT, potom mù¾eme úlohu rozdìlit na dva jednodu¹¹í úkoly, najítnejprve øe¹ení soustavy LzT = yT a poté soustavy UxT = zT. V obou pøípade
hpoèítáme s trojúhelníkovými mati
emi, tak¾e pøi výpoètu u¾ jen dosazujeme, ani¾musíme mati
e jakkoli dále gaussovsky upravovat.LU rozklad mati
e jsme u¾ spoèítali: A = 0� 1 0 0�1 1 01 2 11A0�2 1 �20 3 10 0 2 1A : Potompro pro vektor pravý
h stran y = (�3; 2;�1) spoèítáme neznámé z = (z1; z2; z3)pøímou substitu
í z1 = y1 = �3, dále �1z1+ z2 = 3+ z2 = y2 = 2, tedy z2 = �1 akoneènì z3 = �1� 1 � (�3)� 2 � (�1) = 4.Nyní poèítáme soustavuUxT = zT a tentokrát tedy postupujeme zpìtnou substi-tu
í: 2x3 = z3, tedy x3 = 2, dále x2 = �1�1�23 = �1 a x1 = �3�1�(�1)+2�22 = 1. �Buï v následují
ím n pøirozené èíslo a polo¾me Zn = f0; 1; : : : ; n � 1g. Nyníde�nujme na Zn opera
e +n a �n pøedpisema+n b = (a+ b)mod n; a �n b = (a � b)mod n;kde mod n znamená zbytek po 
eloèíselném dìlení hodnotou n.Není tì¾ké dokázat (a my s k tomu následují
í 
vièení vrátíme), ¾e mno¾ina Znsplòuje axiomy (A0) { (A4), (M0) { (M3) a (D) z axiomatiky tìlesa zavedené napøedná¹
e, naví
 za pøedpokladu n > 1 je splnìn i axiom (N). Problemati
ký jejen axiom (M4). Na pøedná¹
e bylo ukázáno, ¾e pro n = 2 a n = 3 platí a nyní siuvìdomíme, ¾e je splnìn i pro n = 5 a n = 7:1.12. Najdìte inverzní prvky pro v¹e
hny nenulové prvky mno¾in Z5 a Z7 vzhledemk opera
i násobení (tj. prvky a�1, pro které a � a�1 = 1).Budeme postupovat zkusmo. Snadno v Z5 zjistíme, ¾e 1�1 = 1 (to platí ostatnìv ka¾dém tìlese), z pozorování, ¾e 2 �5 3 = 1, plyne, ¾e 2�1 = 3 i ¾e 3�1 = 2, akoneènì 4�1 = 4, proto¾e 4 �5 4 = 1.Podobnì v Z7 najdeme inverzy: 1�1 = 1, 2�1 = 4 a 4�1 = 2 (proto¾e 2 �7 4 = 1),3�1 = 5 a 5�1 = 3 (proto¾e 3 �7 5 = 1) a 6�1 = 6 (proto¾e 6 �7 6 = 1) �V¹e
hny úlohy, které jsme øe¹li v tìlese
h ra
ionáloní
h, reálný
h èi komplexní
hèísel umíme stejným postupem øe¹it i v tìlese
h Z2, Z3, Z5 a Z7:1.13. Existuje-li, najdìte inverzní mati
i k mati
ím(a) A = �2 23 1� nad tìlesem Z5,(b) A nad tìlesem Z7,(
) B = 0�1 2 43 2 61 0 51A nad tìlesem Z7



11Postupujeme stejnì jako v 1.8 s vyu¾itím aritmetiky konkrétního koneèného tì-lesa:(a) Upravujeme øádky roz¹íøené mati
e nad tìlesem Z5:�2 2 ??1 03 1 ??0 1� � �2 2 ??1 00 3 ??1 1� � �1 1 ??3 00 1 ??2 2� � �1 0 ??1 30 1 ??2 2�Postupnì jsme 1) pøièetli 1. øádek ke 2. (proto¾e �3 = 2 v Z5), 2) vynásobili 1.øádek èíslem 3 a 2. øádek èíslem 2 (proto¾e 2�1 = 3 a 3�1 = 2 v Z5), 3) odeèetli2. øádek od 1. nebo ekvivalentnì øeèeno pøièetli 4-násobek 2. øádku k 1. (proto¾e�4 = 1 v Z5).Nyní vidíme, ¾e inverzní mati
e k mati
i A existuje a ¾e A�1 = �1 32 2� nadtìlesem Z5.(b) Upravujeme øádky stejné roz¹íøené mati
e tentokrát ov¹em nad tìlesem Z7:�2 2 ??1 03 1 ??0 1� � �2 2 ??1 00 5 ??2 1� � �2 0 ??3 10 5 ??2 1� � �1 0 ??5 40 1 ??6 3�Nyní jsme 1) pøièetli 2-násobek 1. øádku ke 2. (proto¾e 2 � 2 = �3 v Z7), 2) pøièetli2. øádek k 1. (proto¾e 5 = �2 v Z7) 3) vynásobili 1. øádek èíslem 4 a 2. øádek èíslem3 (proto¾e 2�1 = 4 a 5�1 = 3 v Z7).Spoèítali jsme inverzní mati
i A�1 = �5 46 3� nad tìlesem Z7.(
) Poèítáme opìt nad Z7:0�1 2 4 ??1 0 03 2 6 ??0 1 01 0 5 ??0 0 11A � 0�1 0 5 ??0 0 10 2 5 ??0 1 40 2 6 ??1 0 61A � 0�1 0 0 ??2 5 50 1 0 ??1 3 40 0 1 ??1 6 21A :Dostali jsme B�1 = 0�2 5 51 3 41 6 21A. �1.14. Existuje-li, najdìte LU rozklad mati
:(a) A = �2 21 4� nad tìlesem Z5, (b) B = 0�2 1 23 1 41 0 31A nad tìlesem Z5,(
) B nad tìlesem Z7,Postupujeme pomo
í Algoritmu 2.7 jako v 1.10 s poèítáním v tìlese
h Z5 a Z7,tedy gaussovsky upravíme mati
i na mati
i U a pøíslu¹né hodnoty sepí¹eme domati
e L:(a) �2 21 4� � �2 20 3� a dostáváme LU rozklad �2 21 4� = �1 03 1� � �2 20 3�.(b) 0�2 1 23 1 41 0 31A � 0�2 1 20 2 10 2 21A � 0�2 1 20 2 10 0 11A :Spoèítali jsme LU rozklad mati
e B = 0�1 0 04 1 03 1 11A �0�2 1 20 2 10 0 11A nad tìlesem Z5.



12 (
) 0�2 1 23 1 41 0 31A � 0�2 1 20 3 10 3 21A � 0�2 1 20 3 10 0 11A :Spoèítali jsme nad Z7 LU rozklad mati
e B = 0�1 0 05 1 04 1 11A �0�2 1 20 3 10 0 11A. �
Dal¹í úlohy(1) Pro komplexní mati
e A = 0�1 + i 3� i 12� i �i 1 + i1 1 + 2i 1� 2i1A,B = �1� 3i 2 + 3i 12 + i 1 + 2i i� a C = �1� 4i 3 0�i i 1�(a) spoèítejte B+C, BT +A �CT , A �BT , B �A, BT �C a B �CT ,(b) existuje-li, najdìte mati
i inverzní k mati
i A a k mati
i B �CT ,(b) doka¾te, ¾e mati
e BT �C není regulární,(d) existuje-li, najdìte mati
i X splòují
í rovnost X �A = C.(2) Rozhodnìte, zda jsou nad tìlesy Q, Z3, Z5 a Z7 regulární mati
e A =0�1 2 12 1 02 1 21A, B = 0BB�0 1 1 11 0 1 11 1 0 11 1 1 01CCA, C = 0BB�1 2 1 20 0 2 21 2 0 11 0 1 01CCA AT , BT a B �C.(3) Tam, kde je to mo¾né, najdìte inverzní mati
e k mati
ím z pøed
hozí úlohy.(4) Spoèítejte (�1 12 3��1 � �3 22 4� � �0 23 4��1 � �1 41 3�)�1 nad tìlesy R, Z5a Z7.(5) Najdìte nad tìlesy Z5 a Z7 aspoò tøi øe¹ení soustavy rovni
:x + y + z + u = 3x + 2y + 3z + 4u = 0x + 4y = 0(6) Existuje-li, najdìte nad tìlesy R, Q, C, Z3, Z5 a Z7 aspoò jedno re¹enísoustavy rovni
:2x � y + 2z = 1x + y � z = 1(7) Vyøe¹te v tìlese Z7 rovni
i 5 � x+ 3 = 4�1 + 4.


