20.11.

5. VEKTOROVE PROSTORY A LINEARNI NEZAVISLOST

5.1. Rozhodnéte, zda je mnozina U podprostorem aritmetického vektorového pro-
storu Z$ nad télesem Zs, jestlize

(a) U = {(0,0, O)T} (b) U ={(0,0,0)",(1,2,3)"}, (c) |U| =4,

(d) U ={(0,0,0)7,(1,2,3)7,(2,4,1)7,(3,1,4)7, (4,3,2)T},

() |U] = 6, () |U] = 125, (g) [U] = 0,

(

a) Protoze (0,0,0)” + (0,0,0)” = (0,0,0)” a (0,0,0)” = (0,0,0)” pro kazdé
t € T, je podle Tvrzeni 5.6 z prednasky mnozina {(0,0,0)?} podprostorem Z3.

(b) Vidime, ze (1,2,3)T + (1,2,3)T = 2(1,2,3)T = (2,4,1)T ¢ U, proto podle
Tvrzeni 5.6 U neni podprostorem.

(c) Je-li u = (uy,us,us) nenulovy vektor, potom mnozina (u) = {au| a €
Z;} obsahuje prave tolik ruznych vektoru,kolik prvku obsahuje téleso Zs. Proto
¢tyiprvkovy podprostor (ktery by nutné obsahoval nenulovy vektor) nad télesem
Zs nemuze existovat.

(d) Snadno pomoci Tvrzeni 5.14 z prednasky nahlédneme, ze U = ((1,2,3)"),
tedy se jednd o podprostor.

(e) Kdyby existoval Sestiprvkovy podprostor nad télesem Zs, pak obsahoval
néjaky nenulovy vektor u a pak jesté jeden vektor v € U \ (u). Podle Tvrzeni 5.26
by mnozin {u,v} byla linedrné nezavisld, a proto by vektor 2u ¢ (u) U {v}, coz
je spor s predpokladem |U| = 6. Tudiz zadny Sestiprvkovy podprostor nad télesem
Z5 neexistuje.

(f) Vsimneme-li si, ze 125 prvkid mé cely aritmeticky prostor Z32, vidime, 7e
U = Z3 je podprostorem Z3.

(g) Prézdné mnozina sice trividlné spliuje podminku uzavienosti na operace, ale
za podprostor ji nepovazujeme. O

5.2. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektort (1,0,2,1)%, (2,0,1,1)%, (1,0,1,-1)¥
v aritmetickém vektorovém prostoru Q* nad télesem Q linedrné zavisla ¢i nezavisla.

Vyuzijeme Tvrzeni 5.26, podle néjz se staéi zeptat, zda existuje, a v takovém
piipadé pujde o linedrné zavislé vektory, ¢i neexistuje, coz by znamenalo, ze dané
vektory by byly linedrné nezavislé, netrividlni feSeni vektorové rovnice

xy - (17072; ]-)T + Z2 - (2707 ]-7 ]-)T + 3 - (1707 ]-7 _1)T = (0707070)

Ulohu prevedeme na otdzku, zda existuje jednozna¢né (tedy pouze trividln{) fesenf
homogenni soustavy rovnic s matici A:

1 2 1 1 2 1 1 21
A= 0 0 O N 0 -3 -1 N 01 2
21 1 0 -1 -2 0 0 5
11 -1 0 0 0 0 0 0

7, upravené soustavy dostdvame jednoznacéné feseni z; = xo = x3 = 0, tedy
vektory (1,0,2,1)7, (2,0,1,1)7, (1,0,1,—1)T jsou linedrné nezavislé. O

5.3. Najdéte néjakou bézi podprostoru U aritmetického vektorového prostoru T
nad nad télesem T, jestlize
27
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(a) U ={(0,0,0,0)T} pro libovolné téleso T,

(b) U ={(1,0,1,1)T) pro libovolné téleso T,

(© U ={(1,0,2,1)7,(2,0,1,1)7,(1,0,1,~1)7) pro T = Q,

(d) U={2,1,1,1)7,(4,2,1, V%343mT(134mﬁme Zs,
(e) U=1{(2,0,3,9)7,(3,3,1,2)7,(3,1,1,2)T) pro T = Zs,

(f) U ={(1,1,3,6)7,(5,5,1,0

)T, (5,5,1,007,(3,3,2,6)T) pro T = Z.
)

(a) Protoze podprostor {(0,0,0,0)7} generuje dokonce prazdnd mnozina, je
prave prazdnd posloupnost () baze U.

(b) Snadno nahlédneme, ze kterykoli vektor # - (1,0,1,1)T = (¢,0,¢,¢)” pro ne-
nulové t € T tvoii bazi U.

(¢) Protoze mnozina {(1,0,2,1)T,(2,0,1,1)7,(1,0,1,-1)T} podle definice gene-
ruje U a v pfedchozim piikladu jsme dokéazali, ze jde o linedrné nezavislou mnozinu
aritmetickych vektort, tvoff bazi U mnozina {(1,0,2,1)7,(2,0,1,1)%,(1,0,1,-1)T}.

(d) Seradime si vektory generujici podprostor U do fadku matice, jiz upravime
na odstuprniovanou, a vyuzijeme Tvrzeni 5.22 a 5.33, kterd ndm fikaji, ze nenulové
fadky matice tvoii linedrné nezdvislou generujici mnozinu vektoru:

2 1 11 1 3 4 2 1 3 4 2 1 3 4 2
A 4 2 1 3 2 1 11 0 0 3 2 0 0 3 2
13 4 30 4 2 1 3 0 00O 0 00O
1 3 4 2 3430 0 0 1 4 0 00O
Zjistili jsme, Ze posloupnost ((1,3,4,2),(0,0,3,2)7) je baze podprostoru U. Zavérem

poznamenejme, ze U = ImA.
(e) Stejné jako v (d) si podprostor U vyjddifme jako fddkovy vektorovy prostor
jisté matice B, kterou upravime na odstupriovany tvar:

2 0 3 4 2 0 3 4 2 0 3 4
B=|3 31 2)~(0 3 4 1]~{0 3 4 1
31 1 2 01 4 1 0 01 4

Tedy bézi U = ImB tvoii napiiklad posloupnost ((2,0,3,4)%,(0,3,4,1)7,(0,0,1,4)™).
(f) Opét upravujme matici do jejiz fddku jsme sepsali generujici vektory pod-
prostoru U:

1 1 3 6 113 6 113 6
5 5 1 0|~([0 00 5]~(0 0 0 5
3 3 2 6 0 0 0 2 0 00O
Vidime, ze bazi U tvoif napiiklad posloupnost ((1,1,3,6)7,(0,0,0,5)7). O

27.11.

5.4. Spocitejte dimenzi podprostoru z predchozi ilohy.

Podle definice staci spocitat poCty vektoru baze, kterou jsme nagli v predchozim
prikladu:

(a) dimU =0,
(b) dimU =1,
(c) dimU =3,
(d) dimU = 2,
(e) dimU = 3,
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(f) dimU = 2.

5.5. Rozhodnéte, zda vektor a) (1,1,4)7 a b) (4,1,1)7 lezi v podprostoru U =
((1,4,3)1, (3,1,1)1) vektorového prostoru Z3 nad télesem Zs.

Ptame se, zda existuji hodnoty x,y € Zs, které tesi vektorovou rovnici x -
(1,4,3) + y - (3,1,1)T = v, tedy chceme zjistit, zda existuje feseni soustavy 3
rovnic o 2 nezndmych (pro kazdou souiadnici dostdvame jednu rovnici) s maticemi,
které snadno upravime na odstupiiovany tvar.

a)

Vidime, ze hodnost matice homogenni soustavy i matice rozsifené se shoduji, tedy
podle Frobeniovy véty (5.80) fesen{ existuje a vektor (1,1,4) je linearn{ kombinac{
vektort (1,4,3)7, (3,1,1)T, proto (1,1,4)T € U.
b)
1 3|4 1 31 1 3|1
4 1{1]~[0 4|0])~ |0 1]0
3 1|1 0 2|4 0 0|4
Tentokrét soustava zjevné feseni nemd, tedy (4,1,1)7 ¢ U. O
5.6. Ovéite, 7e¢ B = ((1,4,3)T, (3,1,1)7) je béze podprostoru U = ((1,4,3)7,
(3,1,1)T) vektorového prostoru ZZ nad télesem Zs a najdéte soutadnice vektoru
(1,1,4)7 vzhledem k bazi B. (1,4,3)T, (3,1,1)T

Okamzité z definice vidime, ze posloupnost B je lineiarné nezavisla, tedy jde o
bézi U. Nyni hleddme hodnoty z,y € Zs, které fesi vektorovou rovnici z- (1,4, 3)7 +
y-(3,1,1)T = (1,1,4)%, kterou jsme fesili uz v minulé tloze. Zbyva tedy zpétnou
substituci dopocitat (jednoznacéné) feseni:

— =W

1 1 1 31
4 11 ~10 1|3
3 4 0 0/0

Spocitali jsme, ze souradnice (1,1,4)7 vzhledem k bazi B jsou (Z’) - @) O

5.7. Vyberte z mnoziny X = {(2,1,1,1)%,(4,2,1,3)%,(3,4,3,0)%, (1,3,4,2)1},
resp. Y = {(2,0,3,4)7,(1,3,1,2)T,(1,0,1,2)T} baze podprostori U = (X), resp.
V = (Y) aritmetického vektorového prostoru Z3:.

Nejprve si véimnéme, 7ze uz jsme v Piikladu 5.3(d),(e) bdze U i V hledali. Neslo
ovSem o béaze vybrané. Vyuzijme tedy spocitanych dimenzi a hleddme dvouprv-
kovou linedrné nezavislou mnozinu v U, tedy dvojici vektori, které nejsou svymi
nasobky, coz ziejmé splituje naptiklad dvojice vektora (2,1,1,1)%,(3,4,3,0)? nebo
(3,4,3,0)7, (1,3,4,2)T a tifprvkovou generujici mnozinu U, jiz je ziejmé celé Y. [
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5.8. Doplite linedrné nezdvislou mnozinu B = {(2,4,0,1,4)7,(1,2,1,0,3)7} na
bézi aritmetického vektorového prostoru Z32.

Piipomeiime, ze podle Dusledku 5.23 se fadkovy vektorovy prostor matice nezméni,
upravime-li ji posloupnosti elementdrnich fddkovych dprav. Seradime-li vektory
mnoziny B do fadka matice, kterou upravime na odstupnovanou matici, vidime, ze

e 40w d 4L

Nyni snadno doplnime matici na odstupniovanou ¢tvercovou matici, jejiz vSechny
fadky jsou nenulové, napiiklad vektory standardni baze (i-ty pridame, pravé kdyz
i-ty sloupec matice neni bézovy) a pfitom si viimneme, Zze:

2 4 01 4 2 4 01 4 2 401 4
01 0 0O 001 21 1 210 3
001 21|~]0100O0]~]0100O0=A
00 010 0 00 10 0 0010
0 0 0 01 0 0 0 01 0 0 0 01

Ztejmé mé fadkovy prostor matice A dimenzi 5, proto je roven Z2. Tedy mnozina
{(0,1,0,0,0)%, (0,0,0,1,0)%,(0,0,0,0,1)”} dopliiuje mnozinu B na bdzi Z. O

5.9. Najdéte néjakou bazi podprostoru U = ((3,1,4,2)7,(2,3,5, )7, (1,5,6,1)T)
aritmetického vektorového prostoru Z# a dopliite ji bdzi celého prostoru Z3.

I tentokrat muzeme vyuzit Disledku 5.23 o fddkovém vektorovém prostoru ma-

31 4 2
ticeM= (2 3 5 1], pronizplati, ze U=ImMT?. Nejprve standardni cestou
1 5 6 1
upravime matici M na matici odstupniovanou:
3 1 4 2 3 1 4 2 3 1 4 2
2 35 1]~10 0 0 2]~10 0 0 1|]=N.
1 561 0 00 3 0 00O

Vidime, ze baze InM” = ImN” = U je tvofena napiiklad nenulovymi iddkovymi
vektory odstupiiované matice N. Tedy {(3,1,4,2)7,(0,0,0,1)T} je béze U. Nyni
uz postupujeme stejné jako v piedchozi iloze, doplnime nenulové fadky matice N
pomoci vektoru standardni baze, abychom dostali odstupnovanou regularni matici

31 4 2 0 0 3 0
01 00 . 1 0 . 1 0
0010l Tudiz posloupnost ol 1 dopliiuje posloupnost 4l lo
0 0 01 0 0 2 1
na bézi celého Z3. O

1 2 3
5.10. Urcete nad télesy R a Zs hodnost matice A = [2 1 1| a matice AT a
1 4 3

dimenze prostorti ImA, InA”, KerA, KerA™.

Podle Vét 5.73, 5.82 a definice hodnosti sta¢i spocitat hodnost matice:
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Upravujme matici posloupnosti elementarnich dprav nejprve nad télesem realnych
Cisel:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
21 1)~10 -3 -5]~10 1 O
1 4 3 0 2 0 0 0 =5

Zjistili jsme, ze nad télesem R hodnost rank(A) = 3. Tedy ze rank(A) = rank(A”T) =
dimImA = dimImA? = 3. a Diky 5.82 potom KerA = 3 —rank(A)=3—-3=0a
podobné KerA” = 3 — rank(AT) =3 -3 =0.

Podobné uréime hodnost A nad télesem Zs:

1 2 3 1 2 3
21 1]~(0 10
1 4 3 0 0 0

Tedy nad télesem Zs je rank(A) = rank(A?) = dimImA = dimImA? = 2 a
KerA = KerAT =3 —rank(A) =3-2=1. O

5.11. Najdéte nad télesem Z; baze prostort ImA, ImnA” KerA, KerAT pro matici
A 7 predchozi tlohy.

7 odstupnovaného tvaru matice

1 2 3 1 2 3
2 1 1)]~(0 1 0
1 4 3 0 0 O
1 0
Okamzité vidime, ze | 2|, | 1| je bdze InAT a snadno spoéitdme bézické feseni
3 0

2
0 | homogenni soustavy s matici A, tj. bazi KerA. Pro nalezeni baze KerA”
1

faddkove upravime AT:

1 2 1 1 21
2 1 4] ~10 2 2
31 3 0 0 O
1
Zpétnou substituci najdeme bazi | 4 | prostoru KerA”. Ziroven vidime, ze béaze
1
1 0
ImA je napiiklad [ 2], [ 2 | (nebo kterdkoli jind dvojice linedrné nezavislych vek-
1 2

tora tohoto prostoru).

4.12.

5.12. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektori M = (1,0,2)7, (2,1,1)7, (1,1,1)T
baze vektorového prostoru Q3 nad télesem Q.
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Podle pozorovani 5.57 z predndsky staci ovérit, zda je posloupnost linedrné
nezévisld ¢i zda generuje cely prostor Q* a to nastava pravé tehdy, kdyz je matice

1 0 2
A=12 1 1] regularni. Budeme tedy matici A upravovat:
111
1 0 2 1 0 2 1 0 2
21 1}]~(0 1 =3|~(0 1 -3
1 11 01 -1 0 0 2
Zjistili jsme, ze M je bazi Q3. O

5.13. Najdéte soufadnice vektoru v vzhledem k bazi M = (1,0,2)7, (2,1,1)7,
(1,1,1)7 jestlize

0 2 4
(a) v=10 (by v=1|[1 (¢) v=|1
0 1 3
a 1 2 1
Hleddme aritmeticky vektor [vlay = [0 ], abyv=a 0] +0[1] +c|1],
c 2 1 1
tedy budeme pocitat feSeni nehomogenni soustavy rovnic:
0 0
(a) Prov=[0] ziejmé [v]yy = | O
0 0
(b) Tentorat je vektor v jednim z bazovych vektoru baze M, proto bez pocitanf
0
vidime, ze [v]y = | 1
0
(c) Nyni obvyklym zpusobem spocitame jedozna¢né feSeni nehomogenni soustavy
1 2 1 4 1
smatici {0 1 1 |1]. Zjistili jsme, ze [v]yy =1 2 |. O
2 1 1 3 -1

5.14. Vyberte z posloupnosti
X =((2,4,0,1,47,(4,3,0,2,3)7,(1,2,3,4,0)",(3,1,1,1,2)", (4,3,4,0,2)")
bazi podprostoru U = (X) vektorového prostoru Z2 nad télesem Zs.

Potiebujeme si uvédomit, které vektory z daného seznamu jsou linedrni kom-
binaci predchozich. Sefadime si tedy vektory do posloupnosti a budeme zjisfovat,
které vektory jsou linedrni kombinaci pfedchozich ¢lenu posloupnosti. Nejprve si
tedy sefadime vektory do fadka matice, ¢imz mame danu posloupnost vektoru, a
tu budeme upravovat Gaussovou eliminaci dokud neziskdme odstupfiovanou ma-
tici. Jednd se tedy o posloupnost elementarnich tprav, kdy k nize polozenym
radkim pricitame vySe polozené radky, pripadné nelze-li ngjakym fadkem upra-
vit nize polozené fadky, pak takovy vektor) vyménime z nize polozenym vekto-
rem piehazujeme nasob tvar. Pfitom si fadky puvodni matice oznatime fimskymi
¢islicemi a budeme zaznamendavat v8echna prehazovani fadku a staci zjistit, kterym
Ffadkim puvodni matice odpovidaji nenulové fadky Gaussovy matice.
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Poznamenejme, Ze je podstatné, abychom neménili poradi téch vektoru, pomoci
nichz jsme upravovali vSechny nésledujici, tj. téch Ffadka matice, které uz jsme
pouzili k eliminaci nasledujicich. Takovy fadek uz totiz odpovida vektoru, ktery je
linedrné nezavisly na pfedchozich a jeho ptipadné zdména za néktery z nasledujicich
vektoru pro ngj samoziejmé podminku linéarni nezavislosti na pfedchozich radcich
nemusi zachovat. V daném piipadé nejprve pii¢teme vhodné nasobky prvntho radku
k ostatnim a poté prehodime druhy a treti fadek, jimz stejnym zpusobem vynulu-
jeme paty a Sesty radek:

2 4 01 4 7 2 4 01 4 i 2 4 01 4 i
4 3 0 2 3 0 00 0 0O 1 0 0 3 1 3| idn
1 2 3 4 0] wi|~]0O03 13 wi|~]0O0O0O0O0 %
31 1 1 2| 4w 001 2 1| 4w 00 0 0 0] 4w
4 3 4 0 2 v 0 0 4 3 4 v 0 0 0 0O v

Ukazalo se, ze fadek ii je ndsobkem radku i a fadky iv a v jsou linedrni kombinaci

radku i a iii. Naopak fadek iii neni linedrni kombinaci fadku i. Hledanou bézi tvori

napifklad prvni a tiet{ vektor mnoziny X, tedy mnozina {(2,4,0,1,4)%,(1,2,3,4,0)7}.
O

5.15. Uvazujme podprostory U = ((2,1,1,1)7,(4,2,1,3)7,(3,4,3,0)7, (1, 3,4,2)T)
aV =1(2,0,3,47(3,3,1,2)7,(3,1,1,2)T) pro T = Z5 vektorového prostoru Z,
Spocitejte dimenze souctu U + V a priniku UN V.

Pfipomenme, ze U+ V = {u+v| u € U,v € V} je podprostor generovany
vSemi vektory U i V, ovSem stac¢i ndm uvazovat jen baze U i V, které uz jsme

2 4 2 1 1
nalezli, tedy plati, ze U +V = ( i , % , g , i’ , (1) ). Dimenzi souctu
1 3 4 2 2

U + V nyni najdeme stejné jako v 5.3, tedy sefadime generujici vektory do sloupcu
matice a upravujeme

2 4 2 1 1 2 4 2 1 1 2 4 2 1 1
Cc- 12030 0 040 2 0 4 2 3 3
111 3 11 0 4 2 3 3 0 0 4 0 2
1 3 4 2 2 01 3 4 4 0 0 0 2 2
Vidime, ze dim(U + V) = dim(ImC) = rank(C) = 4.

Konetné si zbyva uvédomit, ze jsme dimneze U a V spocitali v dlohach 5.3(d),(e)
a podle Véty o dimenzi sou¢tu a pruniku podprostoru je tedy dim(U N V)
dim(U) + dim(V) —dim(U+V)=2+3-4=1.

O

5.16. Urcete dimenzi pruniku podprostorit U a V raciondlniho vektorového pro-
storu Q7, je-li U = ((1,2,1)7,(1,0,2)") a V = ((1,1,0)", (1, -1, 1)7).

1 1 1 1
Snadno zjistime, 7e dimU =rank([2 0])=2,dimV =rank([{1 -1])=2
1 2 0 1

1 1
1 —1]) =3, proto je diky Vété o dimenzi souctu
0 1

a dim(U + V) = rank(

— DD
N O =
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a pruniku podprostoru
dim(UNV)=dimU +dimV —dim(U+ V) = 1.
O

5.17. Najdéte néjakou bdzi podprostori U +V a UN'V vektorového prostoru Z3
z tlohy 5.15.

V dloze 5.15 jsme zjistili, ze dimenze podprostoru U + V je 4, coz podle Véty
4.11 z predndsky znamend, ze U + V = Z1, protoze dim Z; = 4. Tedy bézi U +V
tvoif napifklad standardni baze (1,0,0,0)7,(0,1,0,0)7,(0,0,1,0)7, (0,0,0,1)%.

Nyni potfebujeme najit vSechny vektory, které lezi zarovein v U i ve V, tedy
které jsou zaroven linearnimi kombinacemi generdtori U i V. Pfipomeneme-li, ze
jsme v 5.7 nagli bazi {(2,1,1,1)7,(4,2,1,3)T} podprostoru U a bazi {(2,0,3,4)7T,
(1,3,1,2)T, (1,0,1,2)T} podprostoru V a ze mnozina {—(2,0,3,4)7,—(1,3,1,2)7,
—(1,0,1,2)T} = {(3,0,2,1)T,(4,2,4,3)T, (4,0,4, 3)T} jerovnéz baze V, pak hleddme
linedrni kombinace spliiujici

2 4 2 1 1
" 1 g N 0f 3| 0
1 1 2 1 - yl 3 yZ 1 y3 1 9
1 3 4 2 2
kterou upravime do standardniho tvaru
2 4 2 1 1 0
o2 e 19 s 13 2l O] 2 [0
Ea 1 T2 1 Y1 3 Y2 1 Ys 1 - 0
1 3 4 2 2 0
2 4 2 11 2 4 2 11
‘ . . |11 2 0 3 0 0 4 2 3 3
Hledame tedy jadro KerC matice C = 1131 101~loo 40 2
1 3 4 2 2 0 0 0 2 2

Nyni snadno najdeme jedno netrividlni feseni (0,4,2,4,1)” soustavy s matici C,
tedy hledanym bazovym vektorem podprostoru UNV je

+4- =3. +1- +4-

— == N

4
2
1
3

N =~ W =
=W O N
N = O =
N = O =

O

5.18. Najdéte n&jakou bézi pruniku podprostori U NV vektorového prostoru Z3
nad télesem Zs, jestlize U = ((1,1,1,1)7,(0,2,1,1)7,(0,0,1,2)Tya V = {(1,2,2,1)T,
0,1,2, I)T, (0,0,2, 2)T>.
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Postupujeme stejné jako v predchozi iloze, tedy hledame vsechny vektory, které
lezi zarovenn v U i ve V, coz si opét vyjadiime rovnici:

1 0 0 1 0 0
1 2 0ol _ 2 1 0
T 1 +',I:2 1 +:I:3 1 =l ) +y2 ) +y3 9 )
1 1 2 1 1 2
kterou opét upravime na
1 0 0 2 0 0 0
1 n 2 N 0 n 1 + 2 + 01 |0
1y T2 14 311 Y114 Y2 14 Ys 1| = 0
1 1 2 2 2 1 0
Znovu pocitame vSechna reseni homogenni soustavy s matici
100 2 00 10 0 2 0 0
D= 1 2 01 2 0 202 20
1111111 011211
11 2 2 2 1 01 20 21
100 2 00 100 2 00
0 202 20 0 202 20
0 01 101 001 101
0 02 211 0 000 1 2
Nyni potfebujeme najit bazi (1,2,2,1,0,0)%, (0,2,2,0,1,1)? podprostoru KerD.

Zjistili jsme, 7e:

1 1 0 0 1 0 0
2 1 2 0 2 1 0
sl =1yl +2 [ +2 1| =22t o] t0|5]>
1 1 1 2 1 1 2
a
0 1 1 0 0 1 0 0
1 2 1 2 0 2 1 0
=t =02 T2 =0 s ]+ o |
0 1 1 1 2 1 1 2

0-(1,1,1,1)+2-(0,2,1,1) +2-(0,0,1,2) =
=0-(1,2,2,1)+1-(0,1,2,1) +1-(0,0,2,2) = (0,1,1,0).
Tudiz vektory (1,2,2,1)T a (0,1,1,0)7 lezi v podprostoru U N V. Kone¢né si
uvédomime, ze libovolné feseni soustavy lze napsat ve tvaru
ar - (1,2,2,1,0,007 +ay - (0,2,2,0,1,1)T = (a1, 2a; + 2as,2a1 + 2as, a1, as,a2)7,
kde ay,as € Zs, proto lze kazdy vektor z pruniku vyjadrit:
ar - (1,1, 1, 1) + (241 + 2a») - (0,2,1, 1) + (2a; + 2a5) - (0,0,1,2)" =

=a;-(1,2,2,1)" +ay-(0,1,1,0)7.

Tim jsme zjistili, ze kazdy vektor z podprostoru U NV lze napsat ve tvaru
ar - (1,2,2,1)" +ay - (0,1,1,0)7

, tedy mnozina {(1,2,2,1)7,(0,1,1,0)”} podprostor U NV generuje. Zjevné se
jednd o mnozinu linedrné nezavislou, tedy jde o bazi pruniku. Neni pfitom tézké si
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uvédomit, ze vysledné vektory budou jisté linedrné nezavislé, jestlize jsme hledali
jejich soutfadnice vzhledem k bazim prostorua U a V.

Zéveérem si jesté vimnéme, Ze jsme soustavu nemuseli dopoéitdvat, nebot nam
stacilo najit souradnice baze feSeni odpovidajici proménnym y; (tj. posledni 3
soufadnice) nebo z; (tj. prvni 3 soufadnice). O

11.12.

5.19. Dokazte, ze mnozina komplexnich ¢isel C tvori s obvyklym s¢itdnim a ndsobe-
nim vektorovy prostor nad télesem redlnych cisel R.

Je tieba zcela pfimocaie ovérit platnost axiomatiky vektorového prostoru. Pfitom
vime, ze C je se s¢itdnim a nasobenim téleso, odkud okamzité dostavame asocia-
tivitu a komutativitu s¢itani, stejné jako existenci nulového vektoru (0). Protoze
r(c¢ + d) = rc + rd pro véechna komplexni r, ¢, d plat{ tato rovnost i v piipade, ze
zvolime r € R. Stejny argument ukazuje, ze pro kazdé r,s € R a ¢ € C mdame
(r+s)c=rc+sca (rs)c=r(sc). Koneéné ziejmeé 1c¢ = c. O

5.20. Najdéte néjakou bazi a urcete dimenzi C jako vektorového prostoru nad
télesem R.

Protoze C = {a + bi| a,b € R}, okamzité vidime, Ze posloupnost 1,i generuje C
nad R. Predpoklddame-li, ze a -1 + b -7 = 0 pro néjakd redlnd a,b € R, pak nutné
a =b =0, ¢imz jsme ovéfili, Ze 1,7 je bdze C nad R, tedy dimg(C) = 2. O

5.21. Rozhodnéte, zda dvojice komplexnich ¢isel 3 —1¢, 24 3¢ tvoii bazi vektorového
prostoru C nad télesem R.

Diky tomu, Ze jsme v pfedchozim piikladu spocitali, ze dimg (C) = 2, stadi zjistit,
zda je dvojice 3 — ¢, 2+ 3¢ linedrné nezavislad nebo generujici, zbyvajici vlastnost je
totiz podle Véty 2.19 dusledkem kazdé z nich. Ukazeme napiiklad, Ze jde o linedrné
nezdvislou mnozinu. Jestlize 0 = a(3 — i) + b(2 + 3i) = (3a + 2b) + (—a + 3b)i, tedy
z redlné i imaginarn{ ¢asti dostavame jednu rovnici:

3a + 2b =0

—a + 3b =0
zjevné hodnost 2, tedy pouze trividlni feseni.

Tim jsme dokazali, ze je dvojice 3 — ¢, 2 + 3i linedrné nezavisld, tedy jde o bazi
C nad R. O

a fesime homogenni soustavu s matici 1 3) kterd ma

5.22. Najdéte nenulovy redlny polynom stupné (nejvyse) 2, jehoz kofenem je kom-
plexni ¢islo 3 — 1.

Staci kdyz uvézime, 7e jsou vektory (3 —4)° =1, (3 —-i)! =3—-ia (3-1i)> =
8 — 67 nad télesem R nutné linedrné zavislé, tedy existuje trojice (ag,ai,as) €
R3\ {(0,0,0)}, pro niz ag + a1(3 — i) + a2(8 — 6i) = 0. Obdobnou tivahou jako
v pfedchozim piikladu zjistime, ze potfebujeme vyfesit homogenni soustavu s ma-

—6
(10, -6, 1), proto je komplexni &islo 3 — i kotenem polynomu z2 — 6z + 10. O

tici (é _31 8 > Snadno zjistime, Ze fesenim je naptiklad trojice (ag, a1, as) =
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5.23. Najdéte vSechny redlné polynom stupné nejvyse 2, jejichz kotfenem je kom-
plexni ¢islo 3 — 1.

V piedchozi dloze jsme si uvédomili, ze kazdy takovy polynom odpovida feseni
homogeni soustavy linedrnich rovnic s matici typu (2,3) hodnosti 2. Protoze je
mnozina v8ech fe§eni podprostor dimenze 1, jsou hledané redlné polynomy tvaru
ra? — 6rz + 107 pro libovolné redlné r € R. O

5.24. Dokazte, Ze je mnozina Q[v/2] = {a + bv/2 + ¢V/4| a,b,c € Q} podprostor
raciondlnfho vektorového prostoru R a navic, ze a - f € Q[V/2] pro kazdé a,f €
Q[V2].

Staci pro libovolné d, a1, a2, b1, ba, c1,c3 € Q nahlédnout, ze
(a1+by \754-61 \3/41)+(a2+b2 \3/§+02 \3/‘1) = (a1+a2)+ (b1 +b2) \3/§+(C1 +c2) Vi e Q[\g/ﬁ]
a dale, ze

d(ay + b1 V2 + ¢1V4) = day + dbyV/2 + de, V4 € Q[V2]
a konecné, ze (a1 + b1 ¥/2 + ¢ \3/41) - (a2 + by /2 + ¢y \3/41) =
= (a1a2 +2b102 +2Clb2) =+ (a1b2 +b1a2 +201C2) \3/§+ ((1102 +cla2 -f—blbz) \3/41 € Q[\3/§]
O
5.25. Najdéte nenulovy raciondlni polynom stupné (nejvyse) 3, jehoz kofenem je
redlné ¢fslo 1 — /2.

Uvazujeme stejné jako v tloze 5.22. Opét si viimneme, 7e dimQ(Q[\g/i]) < 3,
proto jsou vektory (1 —+/2)° =1, (1-v2)! =1-v/2, (1-v2)?=1-2V2+ V4
a(l- %)3 = —1-3v/2+ 34 nad télesem Q linearné zavislé. Najdeme tedy opét
netrividlni feSeni vektorové rovnice

ap + a1(1 — V/2) + ag(1 — 2V/2 4+ V/4) 4+ az(—1 — 3V2 4+ 3V4) =0,
kterd vede na homogenni soustavy linedrnich rovnic s matici
1 1 1 -1
0o -1 -2 -3
0 0 1 3

Vidime, 7e fesenfm je Gtvefice (ag,ay,as,as) = (1,3, —3,1), tudiz je ¢islo 1 — /2
kofenem polynomu z® — 322 + 3z + 1. O

6. PERMUTACE A DETERMINANTY

6.1. Zapiste v cyklickém zdpisu a redukovaném cyklického zapisu permutace p =

<:1)) i ? 2 g g),q:<} ; 2 j g g)6Sg.Kolikarﬁznymizpﬁsobylze

v redukovaném a neredukovaném tvaru permutaci p a ¢ zapsat?
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Postupné vycerpame vsechny prvky z mnoziny {1,2,3,4,5,6}, abychom zapsali
cykly permutaci p = (13)(246)(5) a ¢ = (1)(2365)(4). V redukovaném cyklickém
zapisu vynechame vSechny jednocykly, tedy pevné body daného zobrazeni, a proto
p = (13)(246) a ¢ = (2365).

Zapis kazdého cyklu konkrétni permutace je uréen svou prvni hodnotou, tedy
n-cyklus 1ze zapsat n zpusoby. Protoze muzeme cykly v cyklickém zdpisu jesté
vzajemné libovolné permutovat, vidime, ze permutaci p lze v redukovaném cyk-
lickém zapisu zapsat pravé 2 -3 - 2! = 12 zpusoby a v neredukovaném cyklickém
zapisu ji lze zapsat pravé 2 -3 -1- 3! = 36 zpusoby. Stejnou tvahou dostaneme, ze
permutaci ¢ muzeme v redukovaném cyklickém zdpisu zapsat pravé 4 zpusoby a v
neredukovaném cyklickém zapisu pravé 4 - 3! = 24 zpusoby. O

6.2. Me¢jme permutace p = (1298)(36)(574) a g = (34875) z mnoziny Sy v reduko-
vaném cyklickém zapisu. Urcete jejich maticovy zapis.

Z cyklického zdpisu permutace p vidime, ze p(1) = 2, p(2) = 9, p(9) = 8§,

p(8) =1, p(3) =6, p(6) =3, p(5) =7, p(7) =4 ap(4) = 5. Nyni snadno tyto udaje
zaznamename do matice

(1 2 3 45 6 7 8 9
P={2 96 57341 8)
Snadno rozsifime redukovany cyklicky zapis permutace g na neredukovany zapis
q = (34875)(1)(2)(6)(9) a obdobnym zpusobem jako u permutace p najdeme matici

(1 23456789
“\1 2483657 9)

O

6.3. Necht p = (135)(4798)(26) a q = (18)(247693) jsou dvé permutace z Sy.

Spoéitejte permutace pogq, gop, p~ a ¢ !

Nejprve piimo pouzitim definice snadno zjistime hodnoty (skldddme zprava do-
leva):
poq=(1495)(27)(368), qop = (129)(3587)(46).
Déle snadno nahlédneme, 7e inverzni permutaci je pravé ,,zrcadlovy obraz” permutace,
tedy
p~! = (62)(8974)(531), ¢! = (18)(239674).

6.4. Urcete znaménka permutaci p a ¢ z predchozi tlohy.

Staci, abychom spocitali pocet cykla sudé délky v cyklickém zapisu kazdé z
permutaci, je-li jich sudy pocet, je znaménko 1, v opa¢ném piipadé je znaménko
—1.V obou pifpadech vidime, ze p = (135)(4798)(26) i ¢ = (18)(247693)(5) obsahuji
2 cykly sudy délky, proto sgn p =sgn g = 1. O

6.5. Urcete znaménka permutaci p = (17)(36)(2458), p—1, ¢ = (245)(3687), r =
(13)(2675),pogor,g toroptog€ Ss.
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Nejprve opét “spocitame cykly sudé délky, abychom zjistili, ze
sgn p = sgn ((17)(36)(2458)) = (=1)*% = -1,
sgn ¢ = sgn ((1)(245)(3687)) = (—1)*~% = -1,
sgn r = sgn ((13)(2675)(4)(8)) = (—1)% 1 = 1.
V piedchozi tiloze jsme si mohli v§imnout, Ze inverzni permutace ma stejné cykli
jako permutace ptivodni, proto sgn p~! = sgn p = —1. Konetné Tvrzeni 6.11 ndm
tika, ze znaménko slozeni permutaci se rovna soucinu znamének, proto
sgn (pogor)=sgnp-sgng-sgnr=(-1)-(-1)-1=1
Spojenim poslednich dvou pozorovani dostavame:
sgn (g toroploq) =sgnqg-sgnr-sgnp-sgnq=sgnr- -sgnp=—1.
O

6.6. Napiste permutace p = (13475) a ¢ = (19)(267)(3548) z Sy jako soutin trans-
pozic.

Piipomenme, ze transpozice je permutace, kterd vymeénuje pravé dva prvky, tj.
muZzeme ji v redukovaném cyklickém zéapisu zapsat ve tvaru (ab). Snadno spocitame,
ze

(13475) = (15) o (17) o (14) o (13) = (13) o (34) o (47) o (75).
Pi{mo z definice cyklického zépisu vidime, ze (19)(267)(3548) = (19)0(267)0(3548),
tedy nejprve tdlohu vyfesime pro kazdy z cyklu (19), (267) a (3548) a poté nalezené
transpozice slozime, tedy
(19)(267)(3548) = (19) o (267) o (3548) =

= (19) 0 (27) 0 (26) o (38) 0 (34) 0 (35) = (19) 0 (26) o (67) o (35) o (54) o (48).

O

6.7. Necht p a s jsou permutace z grupy S, a necht p(a) = b, kde a,b € {1,...,n}.
Dokaite, ze [sps™1](s(a)) = s(b).

Dukaz tvrzeni je zcela ptimocary. Dulezitym dusledkem je ov§em pozorovéni, ze
permutace p a sps~' maji stejny pocet stejnych cykld, nebot jsme pravé dokézali,
7e

O

6.8. Méjme p = (1346)(27)(589) a ¢ = (16)(29)(345) dvé permutace z grupy So.

Spocitejte hodnoty pgp~' a gpg~!.

Postupujeme podle piedchoziho pozorovani:

[(1346)(27)(589)] o [(16)(29)(345)] o [(1346)(27)(589)] ™" = (31)(75)(468)

[(16)(29)(345)] o [(1346)(27)(589)] o [(16)(29)(345)] ~* = (6451)(97)(382).
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6.9. M¢gjme permutace p; = (126)(37)(458) a py = (12)(345)(678) z grupy Ss.
Rozhodnéte, zda jsou permutace p; a ps konjugované, tj. zda existuje permutace
q € Sg s vlastnosti gp g~ ! = py a piipadné takovou permutaci ¢ najdéte.

Vyuzijeme opatny postup k postupu v pfedchozim piikladu. Obé permutace
jsou stejného typu (coz je ziejmé nutnd podminka, aby permutace ¢ existovala).
Sefad'me stejnymi n-cykly pod sebe, napiiklad:

(126)(37)(458)
(345)(12)(678)
Ztejmé potom permutace q = (13)(24657)(8) spliiuje podminku gpigt =p,. O

18.12.

6.10. Spocitejte nad télesy Q, R, Zs a Z; determinant matice A = (i’ ;)
Postupujeme piimo podle definice. Rozmyslime si, ze S> = {Id, (12)}. a proto
det(A) =3-2—1-1=5 nad télesy Q, R. Obvykla tivaha o pocitani v télesech Z,
nam umozni vyuzit vysledku spoéitaného v télese redlnych (¢i racionalnich) éisel,
ktery nakonec staci upravit modulo p. To znamend, ze det(A) = (5)mod 5 = 0 nad
telesem Zs a det(A) = (5)mod 7 = 5 nad télesem Zs. O

6.11. Spocitejte nad télesy Q, R, Z5; a Z7 determinant matice B =

N =

2 1
0 3
31

I tentokrat budeme fakticky postupovat podle definice. Sudym permutacim Id,
(123) a (132) z S3 odpovidaji po fadé souciny 1-0-1,2-3-2 a1-4-3 (vzdy bereme
nejprve hodnotu z prvntho fddku, poté z druhého a nakonec z tietiho) a lichym
permutacim (12), (13) a (23) odpovidaji sou¢iny 2-4-1,1-0-2a 1-3-3, proto

1 2 1

det(B) =det([4 0 3|)=1-0-1+2-3.24+1-4-3—(2:4-1+1-0-2+1-3-3).
31

NS

Tedy det(B) = 7 nad télesy Q, R, det(B) = 2 nad télesem Zs a det(B) = 0 nad
télesem Z-. O

6.12. Rozhodnéte, zda je nad télesy Q, Zs a Z; reguldrni matice:

1 21 2 2 3
A=(2 1 0|,B=|1 3 2|,A BaA®>.
1 4 4 113

Diky Tvrzeni 6.22 stagci zjistit, zda jsou determinanty jednotlivych matic nenu-
lové. Spocitejme nejprve determinanty matic A a B:

1 21 1 2 1 9 1
detA=det|2 1 0] =det| 2 1 0] =det <_3 _4> =-5
1 4 4 -3 -4 0
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nad Q, det A =0 nad Zs5 a det A = 2 nad Z7, coz znamend, ze je A regularni nad
Q a Z; a A je singularni nad Zj;. Podobné

2 2 3 2 0 3 9 3
detB=det |1 3 2| =det|1 2 2 :2-det(1 3>:6
1 1 3 1 0 3

nad Q, det B =1 nad Z5 a det B = 6 nad Z7, tedy B jr reguldrni nad vSemi télesy
Q, Zs a Z;. Pouzijeme-li Vétu 6.26, kterd iikd, ze det(A -B) = det(A) - det(B), pak
vidime, ze det(A - B) # 0 pravé kdyz det A # 0 a det B # 0. TudiZ matice A - B je
regularni nad Q a Zz a neni reguldrni nad Zs. Kone¢né indukénim rozsitenim Véty
6.26 dostaneme, 7e det(A%®) = det(A)%®, a proto je matice A®®® reguldrni pravée
nad télesy Q a Zy. O

6.13. Urcete nad télesy Q, R, Z; a Z; determinanty matic

3 4 4 21 00 011
0 2 40 3 0 2 40 3
C,=|0 0 4 3 2 a C;=|0 0 4 3 2
0 0011 34 4 21
0 0 0 0 2 0 0 0 0 2

Determinant matice C; = (c¢;;) miizeme opét spocitat podle definice, uvédomime-
li si, ze pro kazdou neidentickou permutaci o € S; bude existovat aspoii jedno j,
pro néz j > o(j), a proto cj,(;) = 0 a 1) - = * Cs0(5) = 0. Tedy determi-
nant Gaussovy ¢tvercové matice C; je pravé soucin hodnot na hlavni diagonéle, tj.
det(Cy) = 3-2-4-1-2 = 48 nad telesy Q a R, det(C;y) = (48)mod 5 = 3 nad
télesem Z; a det(C;) = (48)mod 7 = 6 nad télesem Zjy.

Nyni si vSimnéme, ze matici Cs dostaneme z matice C; vyménou 1. a 4. fadku.
Proto podle Tvrzeni 6.18 a 6.19 je det(Cz) = — det(Cy), tudiz det(C,) = —48 nad
telesy Q, R, det(Cz) = (—48)mod 5 = 2 nad télesem Z5 a det(Cs) = (—48)mod 7 =

1 nad télesem Z~. O
1 0 2 1
o o . . 11 0 3
6.14. Spocitejte nad télesy Q, R, Zs a Z7 determinant matice D = 02 1 2
1 2 3 4

Piipomenme, ze Tvrzeni 6.18 a 6.19 nam fikaji, jak se zméni determinant ma-
tice, provedeme-li nékterou z tfadkovych tprav. V piedchozi tloze jsme si navic
uvédomili, Ze je velmi snadné urcit determinant Gaussovy matice jako sou¢in hodnot
na hlavni diagondle. Budeme-li tedy standardnimi prostiedky pomoci elementéarnich
uprav fadku prevadét matici D na jeji Gaussovu matici, budeme v kazdém kroku
zndt, jak jsme puvodni determinant zménili. Tedy upravujme a pocitejme:

1 0 2 1 1 0 2 1

1 1.0 3 01 -2 2
det(D) = det( 002 1 2 ) = det( 02 1 2 )=

1 2 3 4 02 1 3
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1 0 2 1 1 0 2 1
01 -2 2 01 -2 2
= det( 00 5 _2 ) = det( 00 5 -2 )=1-1-5-1=5.
00 5 -1 00 0 1
Tedy zjistili jsme, ze det(D) = 5 nad télesy Q, R, det(D) = 0 nad télesem Zj; a
det(D) = 5 nad télesem Z7. O
1 0 2 1
e y . . 0 030
6.15. Spocitejte nad télesy Q, R, Z5 a Z; determinant matice G = 1 4 1 9

2 2 40

Tentokrat k vypoctu pouzijeme Tvrzeni 6.18 Vétu 6.32 a budeme determinant
rozvijet podle 2. fadku:

0 2 1
det(G) = (=1)>™-0-det([4 1 2]|)+ (=1)>"2-0-det(
2 4 0
0
+(=1)>T2 . 3. det( 4
2

1 0
=-3-det(|1 4
2 2

)

Z. g

Poznamenejme, ze jsme determinanty ani dal§i cleny rozvoje, které prislusi nu-
lovému prvku z fadku, podle néjz determinant rozvijime, viibec nemuseli psat. Navic
si uvédomme, Ze tato metoda je vhodnd pravé v pripadé, kdy néktery z fadku nebo
sloupcu, vyuzijeme-li pozorovani obsahuje ,,hodné”nul.

1 3 -3 1 1
3 2 7 5 -9
6.16. Spocitejte determinant matice H = |2 1 -1 2 0 | nad télesem
1 2 2 1 -1
2 -1 3 2 7

racionalnich ¢isel.

V matici H sice zadny raddek ani sloupec neobsahuje vétsi pocet nul, oviem
prvni a ¢tvrty sloupec se lisf jen na jedné pozici. Vime, ze odec¢teme-li od jednoho
z téchto sloupct druhy, nezméni se podle Tvrzeni 6.19 hodnota determinantu. Po

této dpravé uz ovSem muzeme pouzit metodu rozvoje podle sloupce (tedy Vétu
6.32):

1 3 -3 1 1 0 3 -3 1 1
3.2 7 5 -9 —2 2 7 5 -9
det(H)=det(|2 1 -1 2 0 [)=det(f0 1 -1 2 0 |)=
1 2 2 1 -1 0 2 2 1 -1
2 -1 3 2 7 0 -1 3 2 7
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3 =3 1 1
1 -1 2 0

- (_1) ) (_2) 'det( 2 9 1 —1 )
-1 3 2 7

Nyni ode¢teme od prvniho fddku upravené matice trojnasobek druhého rddku. Na
prvnim fadku zustanou dva nenulové prvky, podle nichz determinant rozvedeme a
snadno dopocitdme:

3 -3 1 1 0 0 -5 1
1 -12 0 1 -1 2 0
det(H) =2-det(| , , | _j|)=2-det(| , , | ;=
-1 3 2 7 -1 3 2 7
1 -1 0 I -1 2
=2-(=5)-det(| 2 2 -1])—2-1-det(| 2 2 1])=
-1 3 7 -1 3 2

=—10-(14—14+3+14) —2- (4+ 1+ 12+4+4—3) = —344.

O
1 1 0
6.17. Rozhodnéte pro kterd redlnd a jsou redlné matice P(a) = |a 1 a,
1 a O
a -1 -1
Q@a)=|a-1 1 1 |,P(a)-Qa)aP(a)®*® -Q(a)*™ regularni.
a+1 1 0

1 1 0
Nejprve spocitdme determinanty det(P(a)) =det |a 1 a| =a—a? a
1 a O

a -1 -1 2a—1 0 0
det(Q(a)) =det [a—1 1 1 | =det|{a—-1 1 1] =1-2a.
a+1 1 0 a+1 1 0

Véta 6.22 z prednasky k4, ze je matice regularni, pravé kdyz je jeji determinant
nenulovy. Determinanty matic P(a) a Q(a) uz jsme spocitali, zbyva ndm s vyuzitim
Véty 6.26 spocitat det(P(a) - Q(a)) = det(P(a)) - det(Q(a)) = a(l — a)(1 — 2a).
Vidime, ze je matice P(a) reguldrni, pravé kdyz a € R\ {0,1}, matice Q(a) je
reguldrni, pravé kdyz a € R\ {%} a soucin P(a) - Q(a) je reguldrni, pravé kdyz
aeR\{0,%,1}.

Koneé¢né indukéni aplikaci Véty 6.26 dostavame, ze

det(P(a)®" - Q(a)?™) = det(P(a))®" - det(Q(a))*™ = a®"(1 — a)*"(1 — 2a)3™.

Protoze polynom a?*7(1 — a)?*"(1 — 2a)3™ v proménné a nemé jiné koteny nez
0, £, 1, vidime, Ze je matice P(a)*7 - Q(a)®™ reguldrni opét pravé tehdy, kdyz
acR\{0,1 1} 0

39
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2z r+3 2x+1
6.18. Rozhodnéte pro kterd =z € Zjs je matice |x+4 3z +2 3 nad
z+1 x 4z
télesem Zjy singularni.

2z z+3 2x+1
Opét spocitdme determinant matice A(z) = |z +4 3z +2 3 , nejprve
x+1 x 4z
pricteme tieti sloupec k druhému a pak rozvedeme podle tietiho fadku:

2z z+3 2z+1 2x 3r+4 2x+1
det |z+4 3z+2 3 =det|z+4 3x 3 =
z+1 T 4z rz+1 0 4x

=(@+1) 42’ +2+2)+4z- (32> +4x +4) = 2> + 2% + 4z + 2.

Stejné jako v predchozi tloze potiebujeme najit x € Zs, pro néz je hodnota
det(A(z)) = 2% + 2? + 4z + 2 = 0, coz snadno zjistime dosazovénim jednotlivych
prvku télesa Zs:

det(A(0)) = 2, det(A(1)) = P+1°4+4-14+2 = 3, det(A(2)) = 2°+2°4+4.242 = 2,

det(A(3)) =3 +32+4-3+2=0, det(A4)=4>+4>+4-4+2=3.

Zjistili jsme, zZe je matice A(x) singuldrni, pravé kdyz je z = 3. O

6.19. Vyfeste nad realnymi ¢isly soustavu rovnic Ax? = (1,0,0)% s redlnym pa-
20+1 a 2a
rametrem a, kde A = a 1 a+1
2a 0 2a

Pro pocitani pouzijeme Cramerovo pravidlo, tedy Véty 6.28 z prednasky. Nejdiive
ur¢ime det A = 2a - (a + 1). To znamend, ze Cramerovo pravidlo mizeme vyuzit
pro parametr a € R\ {0, —1}, t.j. je-li matice A reguldrni. Dile urc¢ime determinant
matic A;, které vzniknou z matice A nahrazenim i-tého sloupce sloupcem pravych
stran vektorem, tedy (1,0,0)7:

1 a 2a 20+1 1 2a
detA; =det |0 1 a+1| = 2a, det Ay = det a 0 a+1) =2aa
0 0 2a 2a 0 2a
20+1 a 1
det A3 = det a 1 0] =—-2a.
2a 0 0
Nyni pomoci Véty 6.28 spocitdme hodnotu i-té nezndmé jako z; = (det A)~! -
det A;. Tedy z1 = x5 = 2(1817““) = Sjaxg = WQJ‘A) = — ;. Konecné stan-
dardnim postupem zjistime, ze soustava pro ¢ = —1 nema teseni a pro a = 0 lezi
véechna FeSeni v mnoziné (1,0,0)7+)((0,1,—1){. O

8.1.
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6.20. Najdéte nad télesem Z; adjungovanou matici k maticim A = (1 2), B=

3 6
11
(12)-e-

Postupujme nejprve podle definice, na i-tém radku a v j-tém sloupci adjungované
matice se nachdzi subdeterminant puvodni matice, v niz vySkrtneme j-ty radek a
i-ty sloupec, vyndsobeny hodnotou (—1)*7:

—
—
—

—

1 2 4
aD=[3 2 6
1 1 0 5

0 0 0O
. _ (6 5 . (2 6 . 10 0 0 O
0 0 0O
U posledni matice, pro niz uz jsme (v dloze 1.13.) zjistili, Ze je regularni, a zname jej{
2 5 5
inverz B™' = [1 3 4. Nyni sta¢i abychom spocitali determinant det(D) = 5
1 6 2
a vyuzili Véty 6.38, které tika, ze adj(D) = det(D) - D!, tedy adj(D) = 5 -
2 5 5 3 4 4
1 3 4]=1[51 6]. O
1 6 2 5 2 3

6.21. Spocitejte adjungovanou matici ke ¢tvercové matici stupné 100, kterd mé
hodnost 98.

Uvazime-li, Ze matice, kterou dostaneme z ptvodni vyskrtnutim i-tého Fadku
a j-tého sloupce ma hodnost nejvyse 98, je takovad matice singularni a ma tedy
determinant rovny nule. To znamen4, ze hledand adjungovana matice je nulova. [

7. LINEARNI ZOBRAZEN{

7.1. Nechf f : Z3 — Z? je zobrazeni dané predpisem f(v) = (411 é g) V.

Rozhodnéte, zda jde o linearni zobrazeni.

Podle Tvrzeni 4.20 z prednasky zobrazeni dané nasobenim sloupcového vektoru
(tedy matice typu (n,1)) matici splituje axiomy linedrniho zobrazent, tedy
Afu+v)=Au+Av a A(r-u)=r-A(un)
pro kazdé u,v € Z ar € Zs. O

7.2. Pro linedrni zobrazeni f z predchoziho ptikladu popiste podprostory Kerf a
Imf.

Pripomenme, ze Kerf = {v| f(v) = 0} = {v| Av = 0}. Tedy Kerf je pravé
mnozina viech feSeni homogenni soustavy s matici A. Snadno spoc¢itame, ze Kerf =

((2,0,1)7).
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Vezmeme-li libovolnou generujici mnozinu G vektorového prostoru Z$ (napiiklad
kanonickou bézi), potom f(G) tvoii generujici mnozinu podprostoru Imf = f(Z3).
Vidime, ze £((1,0,0)7) = (4,1)7, £((0,1,0)7) = (1,2) a £((0,0,1)7) = (2.3)" (3.
obrazy vektortu kanonické béze tvoii pravé sloupce matice A). Zbyvé si v§imnout,
ze (4,1)7,(1,2)T,(2,3)T) = Z2. O

Oznacujme K, kanonickou bdzi libovolného aritmetického vektorového prostoru
T™ nad télesem T a jeji i-ty vektor e;.

7.3. Najdéte matici linedrniho zobrazeni f z predchozi tlohy vzhledem ke kano-
nickym bazim.

Podle definice nejprve potiebujeme zjistit souradnice vektoru f(e;) vzhledem ke
kanonické bézi prostoru Z2:

el = 1(1) 1w = (7).
el = 1(3) 1w = (3)
el = 1(3) 1w = (3) -

Nyni zbyva soufadnicové vektory uspofadat do sloupcu matice linearniho zob-

razeni vzhledem ke kanonickym bézim [f ]gz = (;1 ; ?,) =

7.4. Necht g : R2 — R? je zobrazeni uréené predpisem
9((z1,22)) = (1 + 222,421 — T2, 225).
Dokazte, ze se jednd o linedrni zobrazeni.
Snadno zjistime, ze lze piedpis definujici zobrazeni g vyjddiit jako soucin matice

1 2

a aritmetického vektoru: g( <§1>) =4 -1 <i1> . Proto jde podle Tvrzen{ 4.20

2 2

0 2

o linearni zobrazeni.

7.5. Najdéte matici vzhledem ke kanonickym bézim linedrniho zobrazeni g z pifedchoziho
prikladu.

Postupujeme stejné jako v Piikladu 7.3. Staci tedy dosadit vektory kanonické

1 2
baze do g a sefadime je do sloupcti matice [g]ﬁi =4 —-1]. O
0 2

7.6. Méjme A = ((1,4)7,(3,1)1) bézi prostoru Z2 a B = ((1,1,2)%,(1,0,3)%, (6,0,5)7)
bazi prostoru ZZ. Najdéte matici linedrniho zobrazeni h : Z2 — Z3 vzhledem k
1 3
bdzim A a B, zndme-li matici h vzhledem ke kanonickym bézim [h]gi =14 0
6
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Dvoji aplikaci Tvrzeni 7.15(3) muzeme vyjadiit hledanou matici [h]4 jakou
soucin matic:
A K A K K A
(A = [d]5° - [hlk, = [1d]® - [hly; - [Id] g, -
Snadno urc¢ime piimo podle definice matice pfechodu od kanonické béaze k bazi A
resp. B, tj. do sloupecku sepiseme bazi A resp. B:

1 3 1 1 6
nag = (5 5). mag = (100
2 3 5

Konecné zbyvéa uvazit, ze [Id]£, - [Id]5° = [Id]k,x, = Is, tedy [Id]5° = ([Id]£,)~".
Dokonceni ulohy je uz jen rutinnim pocitdnim s maticemi:
—1

1 1 6 1 3 1 3 1 16 6 6
[h]g:100-40-<41—100 4 5
2 3 5 2 6 2 3 5 5 5
Hledany soucin matic dopocitdme obvyklym zpusobem:
1 1 6 |6 6 10 () 4 5
1 00 4 5 ~ (0 1 2 1
2 3 5 0 3 4 2
1 4 5 1 0 0 |4 5
~ |0 2 1 01 0 |0 O
0 5 6 0 01 |5 6

DOU = O

7.7. Bud A= ((1,1,1)7,(1,0,1)%(1,1,0)T) béze vektorového prostoru Zi a B =
((1,2)T, (1,17)) béze vektorového prostoru ZZ2. Najdéte matici linedrniho zobrazent

W : Z8 — 72 vzhledem ke kanonickym bézfm, ma-li matici [¢]4 = (; | ?)
vzhledem k bazim A a B.

Postupujeme standardni cestou s vyuzitim Tvrzeni 7.15(3):

1 11
11 110
Wlx: = 0dIR, - [¥]5 - d]}° = ' 110l
21 2 11 11 0
- , o 5 o iz K. 01 2
a nékterym ze zndmych zptsobtu dopocitdme [¢)]" = 01 0) O

7.8. Najdéte matici linedrnfho zobrazeni ¢ vektorového prostoru R? vzhledem ke
kanonickym bazim, vite-li, ze ¢((1,2)7) = (3,0)T a ¢((2,1)T) = (3,3)7.

Protoze B = ((1,2)%,(2,1)?) tvoi{ bézi R?, zaru¢uje ndm Tvrzeni 7.4, ze dana
podminka urcuje linedrni zobrazeni f jednoznacéné, a bezprostiedné z definice do-

staneme matici [ap]ﬁ2 = <(?; g) Déle postupujeme obvyklym zpusobem:

[elxz = [eI%, - [1d]5° = [¢lsr, - (IdIE,) " =



(6 -6)E -6

7.9. Najdéte ve vektorovém prostoru Z2 nad télesem Zs matici pfechodu od béze
N =((1,1)",(0,1)") k bazi M = ((2,1)", (1, 1)").

O

Piipometime, 7e matice prechodu od bze N k bazi M je pravé matici [Id]%; iden-
tického linedrniho zobrazeni vzhledem k bézim N a M. Nyni dostdvdme: [Id]X =
[1d]3y - [1dIR, = (Bd]R,) " - [dlnk, =

() 0 )-062)

O

7.10. Je-li

— =N
N = W
N =

4
5 | matice linedrniho zobrazeni f : Z% — Z3 vzhledem k
6

bazim M = ((1,1,0,0)7,(0,1,1,0)7,(0,0,1,1)7,(1,0,0,0)7) a N = ((3,1,4)7,(3,3,0)7,(2,1,6)T).
Urcete dimenze jadra Kerf a obrazu Imf.

=)

2 31 4
Nejprve standardni cestou uréfme hodnost matice [f]¥ = (1 1 2 5| a
1 2 6 6

zjistime, ze h([f]arnv) = 2. Nyni vyuzijeme Tvrzeni 7.22; které iikd, ze dim(Imf) =
h([flun) = 2 a ze dim(Imf) + dim(Kerf) = dim(Z%) = 4. Proto dim(Kerf)

]

4 — dim(Imf) = 2.
8. SKALARNI SOUCIN
1 1 1
, S U % % 7
8.1. Nechf M = O 0}, b, = Glb={-5] b= &
1 2 1 2
v w0 7 0 -

jsou redlné matice a uvazujme standardni skaldrni soucin na redlném aritmetickém
vektorovém prostoru R3.
(a) Ovéite, ze B = (b, bs, bs) je ortonormdlni baze R?,
(b) spoéitejte soufadnice vektora (0,0,1)%, (2,1,0)T a (1,2,3)7 vzhledem k
ortonormélni bazi B,
(c) ovéite, ze M a M” jsou ortonormdlni matice,
(d) dokazte, ze (Mby, Mby, Mbgs) je opét ortonormalni béze.

(a) Podle definice spo¢itdme

1 L

1 V3 1., 1 V2 1 1

— (L) |=]=3(%)’=1 —=1,L1)-|-L%]=—--"F2=0,

by v VL LD e 6 V6
V3
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1 1
1 6 1 1 1 V2 1.
— (LY > | =2-——=-—==0, —=(1,-1,0)- | —% | =2-(—=)* =1,
- 0
1 1
1 A 1 V6 1 2
711_170 ' NG :07 71715_2 ’ NG =2 72+ 72:17
vt (f N W B
V6 V6

tedy zjistili jsme, ze B je ortonormadlni, a proto linedrné nezavisla posloupnost.
Protoze jde o tiiprvkovou linedrné nezavislou posloupnost ve vektorovém prostoru
dimenze 3, musi jit o bazi. Sefadime-li vektory by, by, bs do matice N, mohli jsme
otdzku zformulovat maticové, konkrétné jsme méli zjistit (a zjistili), zda N7-N = I.

(b) Pfipomerime, Ze pro kazdou ortonormaln{ bézi B = (b, ba, bs) tvoii souradnice
vektor v € R? vzhledem k bé4zi B jednoznaéné urceny aritmeticky vektor (z1, z, z3)”
R?, pro ktery plati v = Z?:l z;b;. Vyuzijeme-li ortonormality bdazi, vidime, ze

3 3
T _nT § : — § : T —
bj -V—bj . mzbz = mibj bz =y,
i—=1 i=1

tedy soutradnicev jsou pravé Fourierovy koeficienty. Konkrétné dostavame, ze

-NT.(0,0,1)T = (1-%, 1-0, 1-\’/—%)T = ﬁ(ﬁ,o, —2)7 jsou soutadnice vektoru
(0,0,1)T vzhledem k B,

-NT.(2,1,00 = (%7%, %)T = (ﬁ,%,\/g)T jsou soufadnice vektoru
(2,1,0)T vzhledem k B a

-NT.(1,2,3) = (1‘*‘\;;‘3, %7 H_f/_ES.Q)T = (2V/3, —%, —\/g)T jsou soutfadnice
vektoru (1,2,3)7 vzhledem k B.

(c)Méme zjistit, zda M? - M = I3, coz snad ovéfime pifmym vypoctem. Protoze
je matice M ortogondlni, vime z piednégky, 7e je ortogondlni i matice M7”.

(d) Protoze matice M -IN obsahuje ve svych sloupcich pravé vektory Mby, Mbo,
Mbg, ptame se, zda je tato matice ortogondlni. Obé matice jsou oviem ortogondlni,
tedy M - N je ortogonalni podle tvrzeni z prednésky. O

m

8.2. Uvazujme standardni skaldrni souéin - na realném vektorovém prostoru R? a
necht V = (((1,1,0)7,(1,3,2)7).

(a) Najdéte néjakou ortonormadln{ bazi prostoru V,

(b) najdéte ortogondlni bazi V obsahujici vektor (2,4,2)7,

(¢) urcete ortonormalni bézi (¢, ca,c3) prostoru R?, pro niz V = ((cy, c2).

(a) Budeme upravovat napiiklad bazi ((1,1,0)7, (1,3,2)") Gramovu-Schmidtovu
ortogonalizaci. PoloZime nejprve vi = m(l, 1,0)7 = \%(1, 1,0)7. Déle hleddme
vektor uy ve tvaru us = (1,3,2)” + ¢ - vy. Z podminky v{ - vy = 0 dostdvame, ze
c=-vI-(1,3,2)7 = —%, proto uy = (—1,1,2)”. Nyni vektor uy normalizujeme

a dostaneme v; = m(—l, 1,2)T = %(—1, 1,2)7.
Hledanou ortonormalni bézi V je tedy posloupnost (%(1, 1,0)T, iﬁ(—l, 1,2)7).
(b) Postupujeme obdobné jako v (a) jen zvolime bédzi V zacinajici vektorem
(2,4,2)7, napiiklad bazi ((2,4,2)7,(1,1,0)7). Poznamenejme, 7e kdybychom nasli

postupem (a) ortonormdlni bazi, jednalo by se urcité i o bazi ortogonalni. My
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nyni pouZijeme dvahu obdobnou jako v (a), tentokrat ovéem nebudeme (protoze
nemusime) normalizovat:

Polozime nejprve vi = (2,4,2)7 a hleddme vektor v, ve tvaru vy = (1,1,0)7 +
T T
vi. Z podminky v; - vo = 0 tentokrat dostavame, ze ¢ = _‘/1‘,-%1771‘;?) =-3 = —i,

proto vy = (1,1,0)7 — 1 -(2,4,2)T = 1(1,0,-1)7T.

Hledanou ortogondlni bézi V je tedy posloupnost ((2,4,2)",1(1,0,—1)7) nebo
posloupnost ((2,4,2)7,(1,0,—-1)7).

(c) V (a) jsme nalezli ortonormaln{ bézi(%(l,l,o) ’f( 1,1,2)T). P¥ipomerime,
ze kazdy vektor kolma na bazi podprostoru V je kolmy na jeho vSechny vek-
tory. Sta¢i ndm tedy najit vektor u, pro (1,1,0)u = 0 a (1,3,2)u = 0, tedy
110
1 3 2
7e takovym fesenim je napiiklad vektor (—1,1,—1)7. Staéf tedy tento vektor nor-
malizovat, abychom nasli posledni vektor hledané ortonormalni baze. Tedy je-li

hleddme feseni homogenni soustavy rovnic s matici . Snadno spocitame,

c1 = %(1,1,0)12 cy = %(—1,1,2)T c3 = %(—1,1,—1)2 dostavame orto-
normélni bazi (cy, c2,c3) pozadovanych vlastnosti. O

8.3. Bud M = ((1,1,0)7, (0,1,1)7, (1,1,1)T) béze redlného vektorového prostoru
R? se standardnim skaldrnim souc¢inem. Najdéte ortonormélni takovou bdzi B =
(Vl,Vg,Vg) prostoru RS) aby <(]-v 170)T> = <V1> a ((17 1: O)Ta (07 1: 1)T> = <V17V2>'

Postupujme opét Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci.

= o = v (L1LO)"
)Tl \fl 1 .
Y1100 LY
4-(-1,1,2)7.
3. Predné %(1,1,0)(1 LT =v2a (-1,1 2)(1 1,17 f, proto v} =
(1;171)T_\/§'%(17170)T %7( 1 1 2) (17_171) . Tedy ||V3 H -

'%(LLO)T = %(—1,1,2)T. Proto

Nasli jsme ortonormalni bazi (%(1,1,0) ,\[( 1,1,2)%, 4(1,-1,1)7).
Chceme-li vytvofit ortonormalni bazi z baze ((1,1,0)T, (0,1,1), (1,1,1)T) mo-
difikovanym Gramovym-Schmidtovym algoritmem, dostavame:

1. vy = T(la 150) 12 = (0515 I)T I = (1 1 l)T
2. vy =1(-1,1,2)T, v = (1,1,1)T \f (1 1,007 = (0,0,1)” a normu-
jeme vy = f( 1,1,2)

3. vl =(0,0,1)7T — 2 1(-1,1,2)T =

V6 /6 (17_171)T a Vy =

%(15 _15 I)T

L
3
Vysledek modifikovaného algoritmu je stejny jako v piipadé klasického algoritmu,
zmeénili jsme jen uspoirddéni uprav. O
Pripomenme, ze QR-rozkladem matice A nad redlnym nebo komplexnim télesem
rozumime rozklad A = QR, kde Q” - Q je jednotkova matice a R je regularni horni
trojihelnikova matice s kladnymi redlnymi hodnotami na diagondle.
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1 0 1 0 1 } (1) (1)
8.4. Najdéte QR rozklady matic (a) |1 1],(b) |1 1 1}, (¢) 11 0

0 1 0 1 1 10 2

Uvazujme obecnou matici A = (ay|...|a,,) s linedrné nezavislymi sloupci. Pfipomenme,

7e je-li q1,...,qm, je posloupnost ortonormélnich vektoru, kterou z posloupnosti
ai,...,a, vytvorime Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci a polozime-li Q =
(qil...|lam) a R = (ry;), kde r;; = qf - a;j, potom je A = QR pravé QR rozklad
matice A. Navic poznamenejme, ze r;; = q} - a; = ||q}||, tedy matice Q sestavd z

vyslednych ortonormalnich vektoru a matice R obsahuje pravé vsechny ddaje, které
pii Gramové-Schmidtové ortogonalizaci spocitdme (tedy nad diagondlou vsechny
potiebné skaldrn{ souciny a na diagondle vsechny potiebné normy).

(a) Protoze jsou sloupce prvni matice pravé prvni dva vektory z tulohy 8.3,
vyuzijeme prvnich dvou kroki Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace z 8.3 a sepiseme
idaje do matic

1 1
vz 1,1,0)T 1,1 1,1)7 2 L
T A e (U Vg
2 0 I5(-1,1,2)7] 0 Ve
NG
(b) Tentokrat sepiSeme do matic ddaje celé Gramovy-Schmidtovy ortogonali-
zace z 8.3, prvni dva sloupce matic Q a R uz zndme (u prvnich dvou sloupcu

R piiddme nulovy poslednf fadek). Tedy dostdvéme Q = | 75 % —1% a
0 %5
V2 & 511,001,117 V2 55 V2
S W S oot ol Il W S
VA V3

(¢) Nyni budeme Gramovou-Schmidtovou ortogonalizacf upravovat linedrné nezavislou
posloupnost vektoru (1,1,1,1)7, (1,0,1,0), (0,1,0,2)” mezivysledky sepsat do

matic @ a R. Viimnéme si, ze r; = (q; a;) = ||d}]|.
L. (h:%:(% *a% %)TaTn—H(l 1,1 1) | =2.
2. qlz = (1 0 70)T_<%( 7]-7]- 1)T ( 707170) >%( 717171)T: (]— 1717_1)
Proto ri2 = (3(1,1,1,1),(1,0,1,0)7) = 1, rop = ||%(1,—1,1 -7 =1a
1 _1 1 1T
@ =(3-333)
3. Konetné r13 = (qi, (0,1,0,2)7) = 2, ro5 = (q2,(0,1,0,2)") = =3, proto
ql3 = (0717072)T - % : (%: %7 %7 %) + % ! (%7_%7%7_%)T = (07_%70 )
Tedy T3z = ||(0 %707 %)T“ = % aqs = (Oa _%707 \%)T
11
sz 0
1 (1) (1) i o) /21 3
Dostavame QR rozklad 11 0|7 i f 6/5 01 —% O
it % 4 )\ 0
10 2 L V3

8.5. Najdéte néjakou ortonormélni bazi podprostoru V = (((1,1, -2,1)", (2,0,1,0)7,
(0,1,0,1)T) redlného aritmetického vektorovém prostoru R* se standardnim skaldrnfm
soucinem.
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Nejprve zvolime vhodnou bazi prostoru V', kterou budeme ortogonalizovat po-
moci Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace. Vektor (2,0,1,0)7 je ziejmé kolmy na
zbyvajici vektory, zvolme tedy bazi V, tak aby byl vektor (2,0,1,0)? na jejim
prvnim misté. Tedy vyjdeme napiiklad z baze ((2,0,1,0)7,(0,1,0,1)7, (1,1, -2,1)T).
Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci tentokrat mirné modifikujeme: najdeme nej-
prve ortogondlni bazi a tu budeme normalizovat az na zaveér.

Uz jsme v&imli, ze ((2,0,1,0)7 - (0,1,0,1)7 = 0, tedy mame prvni dva (zatim
jen ortogonélni, nikoli ortonormdlni) vektory hledané béze: v/, = (2,0,1,0)7, v, =
(0,1,0,1)T. Nyni budeme hledat tieti bazicky vektor ve tvaru v = (1,1,-2,1)7 —
¢1 v —co v, Pfitom mé spliovat podminky, ze v}-vf = 0 pro ¢ = 1,2, z ¢ehoz
vyuzitim linearity skaldrniho soucinu v druhé slozce dostavame, ze

(17 1a _25 1) ! (2707 170)T -0 - (la 17 _25 1) i (05 1707 1)T -1
(2707170) : (2107170)T - 2 (Ov]-aoa]-) : (07 I;O)I)T B -

Cc1 =

Vsimnéme si, ze koeficient je roven 0 diky volbé vektoru vj kolmého na vsechny
nésledujici vektory, proto ndm stagilo hledat ortogonalni bazi podprostoru ((1,1, —2,1)7,
(0,1,0,1)T), kterd musi byt kolmd na vektor (2,0,1,0)7. Tedy v = (1,1, -2,1)T —
(0,1,0,1)7 = (1,0,-2,0)” je poslednim hledanym kolmym vektorem. Posloupnost
vektort ((2,0,1,0)7,(0,1,0,1)7,(1,0,—-2,0)T) tvoif zfejmé ortogondlni bazi pro-

storu V. Zbyva nam jednotlivé vektory normalizovat: vi = ﬁ = %(2, 0,1,0)%,
1

vy = H:'Iﬁ = %(0,1,0, N, vy = H:’;EH = %(I,O,IQ,O)T, Orton(l)rmélm' bézi je

tedy napiiklad posloupnost vektoru (ﬁ@a 0,1,0)7, W(O’ 1,0,1)7, —~=(1,0,-2, 0);

11./12.1.

8.6. Uvazujme standardni skaldrni souc¢in na redlném vektorovém prostoru R°.
Najdéte bazi ortogondlniho doplitku podprostoru U = {(1,2,1,1,1)7,(0,-1,1,1,2)T).

Ptripomenme, ze
Ut ={veR|u" - v=0WuecU}={veR’|u" -v=0Vue B}

kde B je néjakd baze U. Snadno uvazime, ze potiebujeme najit pravé reseni homo-

genni soustavy rovnic s matici (1) _21 } } ; Tedy bazi U+ tvoii napiiklad
vektory (—3,1,1,0,0)7,(=3,1,0,1,0)7, (=5,2,0,0,1)T. O

8.7. Spocitejte ortogonalni projekei vektoru (2,2, —1)7 do podprostoru V a bézi
ortogonalniho doplitku V+, kde V je z piikladu 8.2.

Podobné jako v tloze 8.1 lze soutadnice ortogonélni projekce vektoru u na pod-
prostor V' vzhledem k ortonormélni bazi B = (b, bs) spocitat jako Fourierovy koe-
ficienty, tj. ozna¢ime-li v, € V ortogonalni projekci vektoru una V a v, = a;b; +
asbs, pak (a1, as) = ((b1, v), (ba,v)), kde (b bs) = (%(1, 1,0)T, %(—1, 1,2)T) je
ortonorméalni baze nalezend v iloze 8.2. Tedy

1 4
(a17a2) = (%(17 1:0) ’ (252) _1)Ta 7(_17 1)2) : (2727 _1)T) = (77 -

S,_\
=N
O
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a proto
4 1 2 1 1

T VRVa V66 3
Na zavér si zkontrolujme, ze u — vy lezi v ortogonalnim dopliiku V, tedy, ze je vek-
tor (2,2,-1)T — %(7,5, -2)T = %(—1, 1, -1)7 kolmy na viechny (bazické) vektory
prostoru V. ]

(17170)T (_17172)T = (7757_2)T'

8.8. Uvazujme standardnf skaldrni souéin na redlném vektorovém prostoru R*.
(a) najdéte néjakou ortogondlni bézi podprostoru U = ((1,1,0,1)7,(1,0,1,1)T),
(b) najdéte n&jakou ortogonalni bazi ortogonalniho dopliku U+,
(¢) spotitejte ortogonélni projekci vektoru (—1,1,0,4)”7 do podprostoru W =
((17 27 17 _]-)T7 (17 ]-7 0; ]-)T>

(a), (b) Muzeme postupovat nékolika zpusoby. Jednak muzeme doplnit vektory
(1,1,0,1)7,(1,0,1,1)7 na bazi celého prostoru R* (napiiklad vektory (1,0,0,0)7 a
(0,1,0,0)T) a tuto bazi upravit Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci. Prvni dva
vektory ortogonalizované baze budou pfitom tvofit ortogondlni bazi U, dalsi dva
vektory budou tvoiit ortogondlni bézi doplitku U+.

Rovnéz ndm stacéf najit libovolnou bédzi UL (napiiklad tymz postupem z 8.6) a
obé béaze ortogonalizovat. Postupujme druhym zptsobem: Bazi U~ tvoif napifklad
posloupnost (—1,1,1,0)7,(0,1,1,—=1)T. Vektor (0,1, 1, —1)” muzeme upravit jednim
krokem Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace
(_]—7 17 17 0) ) (07 ]-v ]-7 _1)T

3
a proto posloupnost (—1,1,1,0)7,(2,1,1,=3)7 tvoif ortogonalni bazi U. Obdobné
zjistime, ze ((1,1,0,1)7, (1,-2,3,1)7) tvoii ortogonalni bazi U.

(c) Potfebujeme nejprve uréit souradnice x1,xs ortogondlni projekce u = xy -
(1,2,1,-1)7 + 25 - (1,1,0,1), aniz budeme hledat ortogonélni bézi W, jak jsme
¢inili v 8.7. Resime tedy nehomogenni soustavu rovnic s matici:

1
(Oa ]-7 17 _I)T - (_]—7 17 170)T = 3(2) ]-7 17 _3)T7

1 1 -1
2 1 1
(1)2717_1)' 1 (172717_1)' 0 | (172717_1)' 0
1 1 4 _
1 -1 -
2 1 1
(171707 1) ’ 1 (171707 1) ’ 0 | (171707 1) 0
-1 1 4
(7T 2 -3
“\2 3 4 )
Snadno zjistime, ze 77 = —1 a x5 = 2, proto u = (1,0, -1,3)7.
Pro kontrolu jesté ovéime, zda je vektor v—u = (2,1

,1,1)T skuteéné kolmy
na podprostor U. Zfejmé (—2,1,1,1)-(1,2,1,-1)T =0a(-2,1,1,1)-(1,1,0, 1) =
0. O

8.9. Uvazujme standardnf skaldrni sou¢in na redlném vektorovém prostoru R?, U
podprostor R® a v € R®. Najdéte vektor u € U a ut € U+, aby v =u+u"t,

(a) je'h U= ((1737 _2)T7 (17 ]-7 _1)T> av= (27473)Ta
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(b) je-li U = ((1,2,1)7,(2,1,-1)7) av = (1,2,4)7,
(¢) je-li U = (1,2, )T, (2,1,~1)7) a v = (4,2,1)7.

Postupujme obdobneé jako v 8.8(d), tj. hleddme takovou linedrn{ kombinaci vek-
tori a(1,3,—2)7T +b(1,1, 1), aby byl vektor (2,4,3)" —a(1,3,-2)T —b(1,1,-1)T
kolmy na prostor U. To miizeme ekvivalentné vyjadfit tak, ze vektor (2,4,3)7 —
a(1,3,-2)7 — b(1,1,-1)T je kolmy na vektor (1,3,-2)T i (1,1,—-1)7 a odtud
dostavame soustavu rovnic

(1,3,-2) - [(2,4,3)" —a(1,3,-2)" = b(1,1,-1)"] = 0,
(L 15 _1) ' [(2545 3)T - a(la 37 _2)T - b(17 1’ _1)T] =0.
Tuto soustavu upravime na nehomogenni soustavu linedrnich rovnic, sepiSeme do
(Gramovy) matice a vyfesime:
14 6 8
6 3 3)°

Snadno zjistime, ze @ = 1 a b = —1, ortogonalni projekce vektoru (2,4,3)? na
podprostor U je u = (1,3,-2)7 — (1,1,-1)7 = (0,2,-1)T aut = v—u =
(2,4,3)T — (0,2, -1)7 = (2,2,4)T.

(b) I tentokrat standardné najdeme Gramovu matici <3 6 g) vyjadiujici
podminku, ze (1,2,4)7 — 2(1,2,1)7 — 4.(2,1,-1)7 je kolmé na podprostor U a
dopoéitdme x = 2 a y = —1. Ortogonélni projekce vektoru (1,2,4)” na podprostor
Ujetedy u=2(1,2,1)T—1-(2,1,-1)T = (0,3,3)T au’ = (1,2,4)T —(0,3,3)T =
(1,-1,1)7.

(c) Vsimnéme si, Ze pocitame-li stejné jako v (b), dostaneme Gramovu matic se
6 3 9
3 6 9

'(1727 1)T + (27 17 _I)T = (37370)T a ut = (472= I)T - (37370)T = (17 _17 1)T U

stejnymi levymi stranami, tj. (

) adopocitamez = lay = 1, protou =

8.10. Uvazujme standardni skaldrni soucin - na komplexnim vektorovém prostoru
C3 tj.u-v=1ualv.
(a) Najdéte ortonormalni bézi podprostoru U = {((1,i,1 —4)T, (i,2 +4,-1)T),
(b) najdéte béazi ortogonélniho doplitku U7,
(¢) spotitejte ortogonalni projekci vektoru (1,0, —i)” do podprostoru U.

(a) Vyuzijeme Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci provedenou na posloupnost
. . . . . -~ 7 ) —1 T .
u; = (1,i,1—9)7, uy = (4,244, —1)T. Nejprve uréime v; = % = %(1‘,2,1—
i)T. Poté spocitame ¢ = vy -(i,2+1, —1)T = L(1, =i, 1+44)-(i, 241, —1)T = =2 = —;
adsle vl =uy—cvy = (6,244, —1)T + £(1,4,1— )T = 1(3i,3+2i, —1+4)7, proto
Ve = (30,3 +2i, 1 +1)".

(b) u; (1,-1,0,0,1)" = 0, u; -(1,-1,0,0,1)T = 0 Protoze potiebujeme najit
nenulovy vektor v kolmy na vektory ui, us, tj. ma platit, ze (1,i,1 —i)7 -v =
(1,-i,1+i)7-v=0a (i,2+4,-1)"-v=(-i,2—1i,—-1)T - vl =0, coz snadno
zformulujeme matici

1 —i 1+ 1 1 -1+ 1 —i 1+
- 2—-1 -1 —i 2—1 -1 0 3—4¢ —-244/)°

tedy vidime, Ze bazi feseni soustavy i bazi U+ je vektor (—3 — 3i,3 +i,4 + 2i)7.



55

(c) Podobneé jako v pifkladu 8.7(c) staci, abychom spocitali souradnice orto-
gonalni projekce vzhledem k ortonormélni bazi U, tedy hodnoty

1
a; = vy -(1,0,—i) = 5(1, —i,1+d) | 0

1
az = vy (1,0, —i)" = ——=(-3i,3-2i,-1—1i) [ 0

Y 1) (i) _2-i

—i

Vi )T v T v

Tedy ortogonalni projekce je vektor

2—1

4

—2i

1,i,1—i)T + —
(14,1 —0)" + o

1
(3,34 2i, -1 447 = 5 (18— 90,7 +4i,21 + 5i)T.

O

Dalsi dlohy

(1)
(2)
3)

(4)
()

Rozhodnéte, zda je posloupnost vektoru (1,3,2,1)7, (3,0,1,1)7, (1,4, 2,4)T
linedrné z4visla ve vektorovém prostorech R*, C*, Z} a Z3.

Uréete bazi a dimenzi podprostoru ((1,3,2,1)7, (3,0,1,1)7, (1,4,2,4)7)
vektorovych prostortt R, C*, Z3 a Z3.

Najdéte véechny podmnoziny mnoziny X = {(1,2,1,1,1)T,(3,1,3,3,3)7T,
(2,4,2,2,2)T(1,0,1,3,2)T}, které tvoif bazi podprostoru U = (X) vekto-
rovych prostori Q°, Z2, Z3.

Kolik existuje bazi podprostoru ((1,1,2,0)7, (4,1,3,1)7, (1,3,2,1)T) vek-
torovych prostort Z3 a Z2?

Uréete dimenze podprostortt U, V, U+V a UNV vektorovych prostort Z3
nad télesem Zjz a Z2 nad télesem Zz, jestlize U = {(1,2,1,3)7,(1,2,4,1)T,
(3,4,1,0)7(a V ={(4,1,2,3)7, (0,3,3,1)7, (1,2,1,3)T).

2 01
Urcete nad télesy R, Zs a Z; hodnost matice A = [ 2 1 0], matice
3 31
A+AaA-A
Najdéte nad télesy R, Zs a Z7 vSechna feSeni homogenni soustavy rovnic

s matici A z pfedchozi tlohy.

Najdéte nad télesy Q, Zs a Z; vSechna feSeni nehomogenni soustavy rovnic

s matici <1 0 122 ‘2>
2 0 21 1 |0

Je-li podprostor U = ((2,4,0,1,4)7,(1,2,1,0,3)7) vektorového prostoru

Z3 nad télesem Zs, najdéte bazi néjakého takového podprostoru V, aby

U+V=ZaUNV ={0}.

Uvazujme podprostor W = ((1,6,2,4,5)”) vektorového prostoru Z2 nad

télesem Z-;. Najdéte bdze néjakych takovych podprostoru U a V, aby

dim(U)T =dim(V)T =3, U+V=Z2aUNV=W.

Kolika zptisoby lze linedrné nezévislou posloupnost ((1,2,2,1)7, (2,1,1,0)7)

doplnit na bazi (chdpanou jako posloupnost, tj. zalezi na poradi prvku) vek-

torového prostoru Z3?
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(12) Bud k < n piirozend &fsla, p prvocislo a U podprostor dimenze k vekto-
rového prostoru Zj nad télesem Z,. Urcete kolik existuje podprostoru V
prostoru Zy, pro néz plati, ze U +V = Z3:aU+V ={0}.

(13) Dokazte, ze lze nad télesem racionélnich ¢isel pievést posloupnosti ele-

1 2

(1)

mentarnich fadkovych uprav matici A =

1 0

na matici B = <1 3

(14) UvaZujme matice A a B z predchoziho piikladu. Najdéte néjakou posloup-

nosti elementarnich raddkovych uprav, pomoci nichz lze prevést matici A na

matici B.

(15) Rozhodnéte, zda lze nad redlnymi ¢isly prevést posloupnosti elementarnich

tfadkovych dprav matici A na matici B, kde A = <1 2 3) aB =

1 0 -1
1 2 1)

1 11

(16) Meéjme p = (174)(256),q = (134765) € S;. Urcete permutace p o g, g o p,

1 1

plogaglop
na transpozice.

(17) Méjme p = (1278)(356),q = (13)(4765) € Sg. Urcete znaménka permutact
pogq, qop,p togag top ! agognajdéte u viech téchto permutact jejich

rozklad na transpozice.

(18) Spocitejte determinant matic A =

[N N
N =

1

= O N

1

0
1
2

0

)

a g o ¢ najdéte u vsech téchto permutaci jejich rozklad

B =

[N ORI
—
=N DN DN

ON = O

A", A-BaA-B ! nadtélesy R, C, Zs, Z5 a Z-.
(19) Najdéte pro libovolnd a € Q nad Q rekurentni vzorec pro vypocet deter-

minant ¢tvercové matice G, = (g;;) stupné n, kde g;; = 1, gii+1 = a a

9i+1: = b a jinde je g;; = 0.

(20) Rozhodnéte, zda jsou nad télesy Q, Zs, Zs a Z; reguldrni matice A =

SN
2 1 0|,B= a B®.
9 1 9 1 1 0 1
1 1 10
(21) Najdeéte nad télesy Q, Zs, Z5 a Z
ulohy.

(22) Rozhodnéte, pro kterd a € Z; je nad Z; matice

regulérni.

(23) Najdeéte pro vsechna a € Z7, pro néz je to mozné, inverzni matici k matici

z piedchozi tlohy.

ey sy (3 1) (3 2)-(02) -

a Z7.

(25) Najdeéte pro vsechna a € Z7, pro néz je to mozné, inverzni matici k matici

7 ptedchozi ulohy.

1 4
1 3

7 adjungované matice k maticim z pfedchozi

a 24+a 1

3a+ 2 1 a

2a> a+6 2+a

>)1 nad télesy R, Zs

(26) Bud - je standardni skaldrni soué¢in na realném vektorovém prostoru R?.

-1
5

)
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Najdéte n&jakou ortonormdlni bazi podprostoru V = ((1,3,-2,1,1)7,
(2a 05 ]-a ]-7 O)Ta (1> 37 17 2: _I)T)a

najdéte ortonormélni bézi ortogonalniho dopliiku V+,

uréete ortogondlni projekci vektoru (2,1,—1,0,4)” do podprostoru V/
a do podprostoru V=,

jeliU =((2,1,0,1,-1)T,(1,1,0,—1,3)T, (4, -1, -1, -2, 3)T), najdéte
vektory u € U a ut € U+, aby (1,1,0,0,-2)7 = u+u*t,

najdéte ortonormalni béze podprostorit U +V, UL +V, U + V+,
Ut+vHunv,utnv,unvtautnvt

(27) Mé&jme komplexni vektorovy prostor C? se standardnim skaldrnim soucinem.

(a)

Najdéte ortonormdlni bézi podprostoru V = ((1,1 —i,1 44,2 — 3i)7,
(i+1,-1,14+2i,2 —i)T),

najdéte ortonormélni bézi ortogonalniho dopliiku V+,

uréete ortogondlni projekci vektoru (1 + 3i,2 —i,—1,2i)? do podpro-
storu V a do podprostoru V=,

je-li U = ((i, —i,2+14,1-3i)", (1,1,i,24+3i)T), najdéte vektory u € U
aut €Ut aby (1+4,1,i,2—49)7 =u+ut,



