PISEMKY Z LINEARNI ALGEBRY

Uloha 1 (21.10). (cviceni od 9:00): Najdéte parametricky popis vSech racionalnich,
redlnych a komplexnich feSeni soustavy rovnic s matici:

2 11 |2
31 2 |5
3 2 1 |1

(cvicen{ od 10:40): Najdéte parametricky popis vSech racionalnich, redlnych a kom-
plexnich feSeni soustavy rovnic s matici:

4 3 2 |2
3 2 1 |2
5 4 3 |2

Reseni. V obou piipadech si matici soustavy pfevedeme pomoci posloupnosti
ekvivalentnich tdprav do odstupiiovaného tvaru.
(cviceni od 9:00):

211 |2 31 2 ) 1 0 1 3
31 2 |5|~[2 1 1 2 |1 ~10 1 -1 -4
3 2 1 1 01 -1 —4 01 -1 -4

Nejprve jsme piehodili prvni dva fadky a prvnim upravili posledni, poté jsme upra-
vili prvnf fddek pomoci druhého (tato dprava je spise kosmetickd a obesli bychom
se bez nf) a pomoc{ nového prvnfho upravili druhy a nakonec jsme odecetli po-
slednf tadek. Vidime, ze pivoty se nachézi v prvnich dvou sloupcich, proto volné je
posledni proménnd. Polozime tedy z3 = s, kde postupné s € Q, R, C, dopocitame
zpétnou substituci prvni dvé nezndmé x- a z1:

To—s=—-4=>x3=—-4+s

T1+s=3=>x1 =3 —s.

To znamend, ze mnozina feseni je pravé tvaru

{(37 _47 O) +s- (_17 17 1)| s € T}
postupné pro T = Q, R, C.

(cvigeni od 10:40):

4 3 2 |2 1 11 (0 1 1 1 0
321 |2]~13 2 1 |2|~|0 -1 -2 |2
5 4 3 |2 5 4 3 |2 0o -1 -2 |2

Nejprve jsme upravili prvni fadek pomoci druhého (abychom mohli pracovat s pivo-
tem 1) a pomoci nového prvniho upravili druhy a tfeti. Vidime, ze pivoty se nachdzi
v prvnich dvou sloupcich, proto volnd je posledni proménnd. Polozime tedy z3 = s,
kde postupné s € Q,R,C a dopocitdme zpétnou substituci prvni dvé nezndmé zo
a -

—Xo — 25 =2 =129 = —2—12s8
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x1+ae+s=0=>x1=—(-2—-2s) —s=2+s.
Mnozina feSeni je pravé tvaru

{(27 _2v0) +s- (17 -2, ]-)| s € T}:
kde uvazujeme T' = Q, R, C. O

Uloha 2 (11.11). (cviceni od 9:00): Najdéte nad télesem Z; parametricky popis
mnoziny vSech feSeni soustavy linedrnich rovnic s matici

3 2 2 1 |5
4 51 6 |3
2 6 2 3 |2

(cviceni od 10:40): Najdéte nad télesem Z; parametricky popis mnoZiny vsech
feSeni soustavy linedrnich rovnic s matici

4 1 3 1 |6

5 3 0 4 |4

6 5 3 4 |2

Reseni.

(cviceni od 9:00):

Nejprve upravime matici posloupnosti elementarnich iprav na odstupnovanou:

32 2 1 |5 3 2 2 1 |5 32 2 1 |5
4 516 |3]~100 3 0 (1]~(0 0 3 0 |1
2 6 2 3 |2 00 3 0 |1 0 0 0 0 |0

Stacilo tedy pfi¢ist prvni fadek k druhému, pétindsobek prvniho fadku k tfetimu
a poté odecist druhy fadek od tfetiho. Ziskali jsme jednu bazickou a tifi volné
proménné a nyni najdeme vSechna feSeni zpétnou substituci pro volbu x5 = s a
x4 = t. Nyni staci zpétnou substituci dopoéitat mnozinu vSech reseni:

3 4 2
0 1 0

{ sl 1ol Tt 1o | s,t € Zr}.
0 0 1

(cviceni od 10:40):
Upravime matici posloupnosti elementarnich iprav na odstupiiovanou:

4 1 3 1 |6 4 1 3 1 |6 4 1 3 1 |6
53 0 4 |4/~(0 05 1 (0)J~10 0 5 1 |0
6 5 3 4 |2 0 0 2 6 |0 0 0 0 0 |0

Nejprve jsme pricetli ¢tyinasobek prvniho fadku k druhému, poté pticetli dvojnaso-
bek prvniho fadku k tfetimu a nakonec jsme pficetli druhy fadek ke tfetimu.. Mame
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tedy dvé bazické a dvé volné proménné a nyni najdeme vSechna feSeni zpétnou
substituci pro volbu z5 = s a x4 =t a dopoc¢itdme mnozinu vSech feseni:

5 ) 2
{ 8 +s é +t 2 | s,t € Zr}.
0 0 1
O
Uloha 3 (18.11). (cviceni od 9:00): Definujme zobrazenf f : Z3 — 72 predpisem
flv) = <i é ;) - v. Najdéte vsechny vektory, pro které

) 1= (0) 0 10 = (7). 0 10 = (3).

(cviceni od 10:40): Najdéte nad télesem Zr vSechny matice X spliiujici maticovou

.. (3 5 4 (2 5
rovnici <5 9 1>-X—<1 4>.

Reseni.
(cviceni od 9:00):
Polozme A = (i i ?) Protoze vztah f(v) = b predstavuje soustavu linedr-

nich rovnic, budeme pracovat s maticovym zapisem soustav Av = b postupné pro

vektory pravych stran b = <8> , <%> , <§> Pro v8echny tii soustavy staci matici

levych stran A upravit na odstupiiovany tvar jen jednou. Zarovern s ni upravime
stejnymi fadkovymi dpravami oba nenulové vektory pravych stran:

31 2 |1 2 1 2 4 |2 4 1 2 4 (2 4
(4 2 2 ‘1 2)”(4 2 2 ‘1 2)”(0 41 ‘3 1)'
Nyni nejprve zpétnou substituci zjistime, ze mnozina vSech feSeni homogenni sou-
stavy a) je tvaru {t-(4,1,1)T| t € Zs}. Protoze uz vime, ze kazdé feseni nehomogenni
soustavy je tvaru jedno feSeni + feSeni homogenni soustavy, zbyva najit zpétnou
substituci jedno feseni pro obé pravé strany a volbu tieti slozky 0. Snadno spocteme,

7e v piipadé b) je fesenfm vektor (3,2,0)7 a v pifpadé c) vektor (1,4,0)”, proto
jsou mnoziny vSech feSeni tvaru

4 3 4 1 4
a){t{1]1tezsy, vy {2 +t(1]1tez), o {|4]+t|1]]tezs).
1 0 1 0 1

(cviceni od 10:40):
Nejprve poznamenejme, ze hledand matice X musi byt typu 3 x 2. Polozime-li

A = (g g %), dostavame rovnici A - X = <? 2) Tu lze vyjadiit jako dve

soustavy rovnic s vektory nezndmych x,y € Z3 obsazenych ve sloupcich matice X,

tedy X = (x,y). Redime proto soustavy Ax = (?) a Ay = (i), které mizeme
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zapsat do jedné matice s obéma vektory pravych stran vpravo a levé strany budeme
poté upravovat posloupnosti elementarnich tiprav na odstupiiovanou matici:

3 5 4 12 5 1 4 6 |3 4 1 46 |3 4
(5 2 1 ‘1 4)”(5 2 1 ‘1 4)”(0 3 6 ‘0 5)'
Nyni nejprve zpétnou substituci dopo¢itdme mnozinu vsech feseni homogenni sou-
stavy s maticf levych stran A, jiz je {t-(2,5,1)7| t € Z;}. Protoze je mnozina viech
feSeni nehomogenni soustavy souctem libovolného vybraného feseni a vSech feSeni
homogenni soustavy, zbyva najit zpétnou substituci jedno feSeni pro obé pravé
strany a volbu tfet{ slozky 0. Snadno spoéteme, ze v piipadé vektoru neznamych x
je partikuldrnim fesenim vektor (3,0,0)” a v pifpadé vektoru nezndmych y je par-
tikuldrnim fesenim (2,4,0)”. To znamen4, Ze po transponovani vidime, Ze rovnici

3 2 2t 2s
spliiuji pravé matice X z mnoziny {| 0 4| + | 5t 5s || s,t € Z7} O
0 0 t s

Uloha 4 (25.11). (cviceni od 9:00): Pro matici A = <i ;) najdéte nad télesem

Zs a) matici A~!, b) rozklad A na souéin elementérnich matic ¢) LU rozklad matice
A.

(cvicen{ od 10:40): Pro matici A = (; ?) najdéte nad télesem Q a) matici

A~! b) rozklad A na souéin elementdrnich matic ¢) LU rozklad matice A.

Reseni.
(cviceni od 9:00):
Nejprve budeme pomoci rozsifené matice (A|Iz) fesit dvé soustavy rovnic se
. . . , 1 ,
stejnou matici levych stran Ax = <0> aAy = <(1)> Posloupnosti Gaussovy

eliminace prevedeme (A|L;) na matici, v jejiz pravé ¢asti je jednotkova matice:

3 1(1 0 3 1{1 0 3 1|1 0 3 013 1 1 0{1 2
4 2|0 1 0 4(2 1 0 1|3 4 0 1|3 4 0 1|3 4
1 2

3 4)°
Z prvni Upravy okamzité vidime LU rozklad:

10 31
2= (60)6Y)
A sefazenim matic inverznich k tém, pomoci nichz jsme upravovali dostaneme A
jako soucin elementdrnich matic:

a=( 6966

Zjistili jsme, 7e A~ =
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(cviceni od 10:40):
Budeme hledat inverzni matici k matici A Gaussovou eliminaci rozsifené matice
(A|I,), kterou upravime tak, aby v jeji pravé ¢dsti byla jednotkova matice.

1 2{1 0 1 2 1 0 1 2 1 0 1 0 ?1 %

2 1|0 1 0 -3 -2 1 01%%1 0 1 5_71
Spocitali jsme, 7e A-1 = 1 (1 2

p .] I ) 2 _1

Odpoveédi na zbyvajici dvé otdzky najdeme v pravé provedeném algoritmu. Nej-
prve si vSimnéme, ze po prvni Upravy odecteme z rozsifené matice LU rozklad:
1 0 1 2
A=) 6 )

Inverzni dpravy k tém provedenym nam daji matici A jako soucin elementérnich
. 1 0 1 0 1 2
matic: A = (2 1) . (0 _3> . (O 1) . O

4 6 5
Uloha 5 (2.12). (cviceni od 9:00): Nechf vy = [5 |, vo= [ 1], vs= [ 5] jsou
2 1 4

vektory aritmetického vektorového prostoru Z3 nad télesem Zr. Rozhodnéte zda
a) mnozina {vy,vs,v3} generuje 73,
b) je mnozina {v1,0} podprostor prostoru Z3,
¢) je mnozina {vy +tva| t € Z7} podprostor prostoru Z3.

3 2 4
(cviceni od 10:40): Uvazujme vektory vi = [ 2|, vo = | 1], vy = [ 3] arit-
4 4 4

metického vektorového prostoru Zg nad télesem Zs
Rozhodnéte zda
a) vi € (v2,vs),
b) je mnozina {v| +t vy | t € Zs} podprostor prostoru Z2,
¢) je mnozina {vy +t vy +sv3| t,s € Zs} podprostor prostoru Z3.

Reseni.

(cviceni od 9:00):

a) Ptame se, zda lze kazdy vektor linedrniho prostoru Z3 dostat jako linedrni
kombinaci vektoru mnoziny {vi,va,vs}, tj. zda pro kazdy vektor pravych stran b

4 6 5
existuje feSeni x soustavy Ax = b promatici A= |5 1 5| . To je oviem ekvi-
2 1 4

valentni otazce, zda je tato matice regularni. Budeme tedy upravovat posloupnosti
elementarnich tprav:

4 6 5
5 1 5]~
2 1 4

Spocitali jsme, ze je matice A singuldrni, proto mnozina {vy,vsy,v3} negeneruje
cely prostor Z3
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b) Protoze mnozina 2v;y ¢ {vi,0} nemuze jit o podprostor.
c) Vidime, ze vektor — v nenf nasobkem vektoru v, proto — vy ¢ (v2). Mnozina
{v1 +tva |t € Z} proto neobsahuje nulovy vektor a tudiz nemuze jit o podprostor.

(cvigeni od 10:40):

a) Ptame se, zda je vektor v; linedrn{ kombinaci vektort vy vs, tedy zda existuji
skalary x,y € Zs, pro vi = x vo +y v3. To znamend, ze musime zjistit, zda existuje
feseni soustavy rovnic s matici (ve v | vq). To zjistime obvyklym zptusobem pomoci
posloupnosti elementarnich tdprav:

2 4 |3 1 3 |2 1 3 |2
13 (2)]~(0 3 (4]~10 3 |4
4 4 |4 0 2 |1 0 0 |0

Zjistili jsme, 7Ze je dand soustava FeSitelnd, proto plati, ze vi € {va,v3).

b) Snadno nahlédneme, 7e vektor — v; neni ndsobkem vektoru vo, tedy —v; ¢
(va). To znamend, 7e mnozina {vq +t va | t € Z7} neobsahuje nulovy vektor a nejde
tudiz o podprostor.

c) V ¢ésti a) jsme zjistili, ze vi € (va,V3), proto

{vi+tvo+svs|t,s € Zs} C (va,Vvs).

Navic kazda linearni kombinace z vy +y vs lezi v {vy +tva+svs| t,s € Zs}. Zjis-
tili jsme, ze {vi+tva+svs| t,s € Zs} = (va,Vs), coz je podprostor linedrniho
prostoru Z3. O

Uloha 6 (9.12). (cviceni od 9:00): Rozhodnéte, zda je linearné zavisla ¢i nezavislé
2 5 5

) aritmetického vektorového

)

0
o 2| |6

posloupnost vektori X = ( NEEIE
) 4

—_ O =

6
4
prostoru Z# nad télesem Zr.
(cviceni od 10:40): Rozhodnéte, zda je linedrné zavisld ¢i nezdvisla posloupnost
3 2 4 3

vektoru X = ( ) aritmetického vektorového prostoru Zi

)

1
b 3 )
4

= N
—

2
4
nad télesem Zs.

Reseni.

(cviceni od 9:00):

Pottebujeme zjistit, zda jedinou linedrni kombinaci vektoru posloupnosti X,
jejimz vysledkem je nula, je kombinace trividlni. Ptdme se tedy na existenci ne-
trividlniho feSeni homogenni soustavy rovnic s matici, kterd vznikne sepsanim
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téchto vektoru do sloupcu. Sestavime matici a tu fadkové upravujeme

02 5 5 2 6 1 3 2 6 1 3 2 6 1 3
2 6 1 3 025 5 03 20 03 2 0
3306 01257100635 7]loo06s5
5 4 1 4 03 2 0 00 6 5 0000

Zjistili jsme, ze je 3.sloupec matice volny, tudiz existuje netrividlni feSeni sou-
stavy a posloupnost X je linedrné zavisla.

(cviceni od 10:40):

Maéame zjistit, zda existuje netrividlni linedrni kombinace vektori posloupnosti
X, jejimz vysledkem bude nula. Ptame se tedy na existenci netrividlntho feSeni
homogenni soustavy rovnic s matici, kterd vznikne sepsdnim téchto vektoru do
sloupcu. Nyni staci radkové upravovat vzniklou matici

3 2 4 3 3 2 4 3 3 2 4 3 3 2 4 3
2 1 1 4 03 0 2 0 3 0 2 03 0 2
331271012 4] 7loo 20| oo 20
4 4 1 4 03 40 00 4 3 000 3

Zjistili jsme, ze odstupnovand matice soustavy nema zadny volny sloupec, proto
neexistuje tudiz zadné netrividlni TeSeni soustavy a posloupnost X je linedrné
nezavisla. O
34 3 11
1 2 1 0 3] nad

2 2 2 1 3
télesem Zs dimenze podprostort ImA, ImA”, KerA, KerA”. Najdéte dile néjakou
bazi KerA a doplite ji na bazi Z3.

Uloha 7 (16.12). (cviceni od 9:00): Urcete pro matici A =

3 4 6
(cviceni od 10:40): Urcete pro matici A = [ 2 1 3| nad télesem Z; di-
1 3 3

QN =W

menze prostorii ImA, ImA”, KerA, KerAT. Najdéte
doplitte ji na bazi Z3.

ale néjakou bazi KerA a

Reseni.
(cviceni od 9:00):
Nejprve upravime matici posloupnosti elementarnich tiprav:

34 3 11 34 3 11 343 11
A=(1 210 3]~10 40 3 1]~{0 4 0 3 1
2 2 21 3 010 2 4 0 00 0O

Odtud diky tvrzeni z predndsky a definice hodnosti vidime, Zze rank(A) = 2, a
proto dimImA = dim ImA” = rank(A) = 2. Diky vété z prednasky méme KerA =
5 —rank(A) = 5 — 2 = 3 a podobné KerA? = 3 — rank(AT) =3 — 2 = 1. Z nale-
zené matice snadno dopocitdme bazi feSeni homogenni soustavy s matici A: M =
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((4,0,1,0,0)7, (4,3,0,1,0)", (0,1,0,0,1)T). Nyni vidime, ze vektory (1,0,0,0,0)7,

10 0 00
01 00O
(0,1,0,0,0)T doplituji M na bazi Z2, protozerank |4 0 1 0 0] =5.
4 3 010
01 0 01
(cvigeni od 10:40):
Nejprve upravime matici posloupnosti elementarnich dprav:
3 4 3 6 1 3 2 3 1 3 2 3
A=(2 11 3|]~110 2 4 4] ~10 2 4 4
1 3 2 3 0 2 4 4 0 00O

Nyni vidime, 7e rank(A) = 2, proto dimImA = dimImA” = rank(A) = 2. Podle
tvrzeni z predndiky mdme Ker A = 4—rank(A) = 4—2 = 2 a podobné KerAT = 3—
rank(AT) = 3—2 = 1. Z nalezené matice snadno dopo¢itdme bazi feseni homogenni
soustavy s matici A: M = ((4,5,1,0)7, (3,5,0,1)7. Vidime, ze napiiklad vektory

10 0 O
T T S PR ) 01 00
(1,0,0,0)*, (0,1,0,0)" doplituji M na bézi Z3, nebot rank 451 0|7 4. O
3 5 01
Uloha 8 (6.1.). (cviceni od 9:00): Nad télesem Zs uvazujme podprostory U =
3 1 1 2 1 3 1 2
4 2 1 1 3 4 1 0 . c 0
( 1l ol | yaV = sl 12010l |1 ) aritmetického vekto-
3 2 3 1 2 1 2 3

rového prostoru Z; nad télesem Zs. Spocitejte dim(U), dim(V), dim(U + V) a
dim(U N V).

0 3 2
(cviceni od 10:40): Méjme mnoziny vektoru X = {|4]|,|1],[3]}aY =
1 5 1

1 2

{13],[1]}anad télesem Z, uvazujme podprostory U = (X) a V = (V) vekto-
6 4

rového prostoru Z3. Spoéitejte dim(U), dim(V), dim(U + V) a dim(U N V).
Reseni.
(cviceni od 9:00):
Nejprve spoc¢itdme pomoci Gaussovy eliminace dimenze i baze U a V:

3 41 3 110 3 110 3
Al 212 01 1 4 01 1 4
11 10 3! lo11 4] 0o o0 2 4|
2 1 1 1 0 410 00 00
1 3 4 2 1 3 4 2 1 3 4 2
B_|3 42 1| (o000 (0310
110 2 0310 00 0 4
2 01 3 0 4 3 4 0000
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Protoze U = Im A a V = Im B, vidime, ze dim(U) = dim(V) = 3. Déle, protoze
0 11 0 3
0 - 01 1 4 .
0 cU+V almA CU+V, mame Zs =Im 00 2 4 CU+V CZ;. Tedy
4 0 0 0 4

U+V =72, aproto dim(U + V) = 4. Nyni podle Véty o dimenzi soué¢tu a priniku
podprostort je dim(U NV) = dim(U) + dim(V) —dim(U +V) =3 +3 -4 =2.

(cviceni od 10:40):

Obvyklym zpusobem spoc¢itdme pomoci Gaussovy eliminace dimenze (a vlastné
i baze) U a V. Nejprve sefadime do fadku matice A a B vektory z mnozin X a Y,
aby U =Im A aV =1Im B a spoéitame jejich hodnost:

0 4 1 31 5
A:315~041,B:<§?2>~<é§2>.
2 3 1 00 0

Vidime, ze proto dim(U) = rank(A) = 2 a dim(V) = rank(B) = 2. Déle

3 1 5 3 1 5
dim(U + V') = rank( (1) ;L (13 ) = rank( 8 3 ;) )=3
0 2 6 0 00

podle Véty o dimenzi sou¢tu a pruniku podprostoru je dim(U N V) = dim(U) +
dim(V) —dim(U+V)=2+2-3=1. O

Uloha 9 (13.1). (cviceni od 9:00): Uvazujme linearni zobrazeni ¢ : Z3 — Z2 nad
télesem Zr dané podminkami

()= (2= 6) (o))

Najdéte matici [go]gz linedrniho zobrazeni ¢ vzhledem ke kanonickym bazim, a
spocitejte dimenze podprostoru Kerp a Imgp.
(cvicen{ od 10:40): Je-li ¢ : Z% — Z2 linedrn{ zobrazen{ nad télesem Zjs s matic{

4 3 A ) 1 1\ /4
WE =12 4 vzhledemkbézimB:(<3>,<4>)302( I, (4110,
31 1 0/ \1

spocitejte matici [w]gz linedrniho zobrazeni v vzhledem ke kanonickym bazim, a
dimenze podprostori Kerp a Imgp.

Reseni.

(cviceni od 9:00):
1 3 2

Nejprve si véimnéme, Ze posloupnost M = ([ 5], 0], | 0|) je baze prostoru
1 1 2

Z3 a ze je ze zadani zjevna matice [go]ll‘é = <5 4) . Uzijeme-li vétu z prednésky,

4 3 6
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zjistime, ze

N LR
[elx; = [eli, - 0dT37 = (@I, - (Md]K,) " = 15 00
4 3 6
1 1 2
15 1\ ' (5 4
Nyni spotitdme transponovany soucin ([(p]gz)T: 3 01 -12 3):
2 0 2 4 6
1 51 |5 4 1 01 |2 3 10 0 (0 O
301 |2 3]~10 50 |3 1)]~101 0 |2 3
2 0 2 |4 6 0 0 5 |3 1 0O 01 |2 3

Zjistili jsme, ze [w]ﬁi = 8 3 g . Odtud okamzité vidime, ze rank[cp]ﬁz =1,
proto dimKerp =3 -1 =2 a dimImp = 1.
(cvigeni od 10:40):

Pozijeme-li vétu z predndasky, zjistime, ze potiebujeme spocitat
[Wlk: = LdI%, - [WIE - Ld]5" = [1d]k, - [WIE - (Ld]R,) ™" =

1 4 4 3 -1 3 1 -1
G Ny Gy
01 3 1 2 4
-1
4 3 2 3 4
P . .. KoNT __ ) .
Nyni uréime transponovany soucin ([¢)]x2)" = (1 4> <3 9 3>
3
2

4 3 |3 2 2 1 4 |1 4 4 10
1 4 (1 4 4 0 2 |4 11 01
3 2
Zjistili jsme, ze [@Zj]ﬁi = [2 3]. Konectné vidime, ze rank[@b]gi = 1, proto
2 3

dimKerp =2 —-1=1adimImp =1. O



