1. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC V ANALYTICKE GEOMETRII

1.1. Uvazujme v R? pfimku p s parametrickym vyjadfenim
Urcete obecné vyjadieni piimky p,

(a)
(b) najdéte pruseciky primky p s osou x a osou y,
(c) rozhodnéte, které z bodu (2,3), (3,2) a (—1,1) lezi na p.

(a) Spocitame normalovy vektor (1, —1), ktery je prdvé kolmy na smérovy vektor
pifmky (1, 1). To znamend, Ze rovnice piimky ma tvar  —y = ¢, a nyni dosazenim
bodu (z,y) = (1,2) z parametrického zadani dostaneme ¢ = 1 —2 = —1, tedy
dostdvame obecné vyjadieni pifmky p = {(z,y) € R?| x —y = —1}. Poznamenejme,
7e vyjadieni je urceno jednoznacné az na nasobek celé rovnice nenulovym redlnym
Cislem.

(b) Sta¢i dosadit za x a y nulu do rovnice obecného vyjadieni. Pro y = 0
dostavame z — 0 = —1 a pro x = 0 mame 0 — y = —1, tudiz hledané priiseciky jsou
(_1: 0) a (07 ]-)

(¢) Opét vyuZzijeme obecné vyjadieni, abychom zjistili, ze 2—3 = —1,3—-2 # —1
a —1—1%# —1, a proto bod (2,3) na pifmce lezi, zatimco body (3,2) a (—1,1)
nikoli. O

1.2. Uvazujme v R? pifmku ¢ s obecnym vyjadienim
¢={(z,y) € R*| z +2y = 3}.

(a) Urcete parametrické vyjadieni piimky g,
(b) najdéte prusecik pifmky ¢ s pifmkou p z predchozi tlohy.

(a) Tentokrat zndme z obecného tvaru normadlovy vektor (1,2) a snadno tedy
uréime smérovy vektor (2, —1), ktery je na néj kolmy. Napiiklad dosazenim y = 0
najdeme bod (3,0) piimky ¢, proto je ¢ = {(3,0) +¢-(2,-1)| t € R} jedno z
moznych parametrickych vyjadieni pfimky gq.

+ 2y
-y =
také zapsat maticové (to znamend pozi¢né bez piepisovani symbold, x a y) do ma-
tice soustavy (1 2 3

1 -1 -1
jednu rovnici pomoci druhé tak, abychom jednu z proménnych odstranili. Vyberme
si napiiklad odécitaci metodu a odectéme od prvni rovnice druhou. V maticovém

zapisu to bude vypadat nasledovné:
3 1 2 3
—4 01 3)’

1 2 3 1 2
1 -1 -1 0 -3

kde symbol ~ znamend, ze soustava napravo i nalevo maji stejnou mnozinu feseni.

(b) Resime soustavu rovnic o dvou nezndmych - it kterou muzeme

. Nyni nékterym ze znamych zpusobu upravime

Treti uprava odpovida tomu, ze rovnici —3y = —4 vydélime hodnotou —3 a ziskdme
tak y = %. Nyni snadno napiiklad z puvodni druhé rovnice dopoc¢itame z = —1 +
3 = %. Hledanym prusecikem pifmek p a ¢ je bod (3, 3). O

1.3. Najdéte vsechna (a) redlnd, (b) raciondlni, (c) komplexn{ fesen{ soustavy rov-
z + 2y = 3

nic - _ y = -1



Vsechna redlnd reseni jsme nasli v predchozi iloze. Diky geometrickému ndhledu
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piitom bylo zjevné, ze existuje pravé jedno feSenf soustavy (3, 3).

Nalezené feseni je zjevné raciondlni, tedy jde o jediné raciondlni feSeni Navic arit-
meticky postup z predchozi ilohy, ktery nezavisel na tom, zda pocitame v redlném ¢i
komplexnim oboru (vSechna zticastnéna ¢&fsla byla dokonce jen raciondlni), zajistuje,
7e bod (%, %) je i jedinym komplexnim feSenim dané soustavy. O
1.4. Najdéte v R? obecné i parametrické vyjadieni pifmky u obsahujici body
(3,-1) a (2,1).

Nejprve snadno ur¢ime vektor posunuti jednoho bodu do druhého, tedy naptiklad
(1,-2) = (3,—1) — (2,1). Protoze zndme hned dva body piimky muazeme okamzité
napsat parametrické vyjadieni v = {(2,1) +¢-(1,-2)| t € R}.

Obecné vyjadieni ziskdme stejné jako v tloze 1.1 z parametrického vyjadieni
pomoci normélového vektoru a dosazent: u = {(z,y) € R?| 2z +y = 5} O

1.5. Uvazujme v R? rovinu r s obecnym vyjédrenim
r={(z,y,2) ER¥|z+y—2=1}.

(a) Urcete parametrické vyjadreni roviny r,
(b) rozhodnéte, které z bodu (1,1,1) a (2,2,2) lezi v roviné r.

(a) Postupujeme obdobné jako ve dvoudimenziondlnim prostoru. Potfebujeme
nejprve najit jeden bod roviny. Pro volbu y = z = 0 dopoéitdme bod (1,0,0).
Nyni musime najit dva vektory urcujici rovinu, tedy vektory, které jsou kolmé na
normélovy vektor (1,1, —1). Snadno spocitdme, ze kolmé jsou napiiklad vektory
(1,0,1) a (0,1, 1), proto dostdvame parametrické vyjddieni roviny

r={(1,0,0) +s-(1,0,1) +¢-(0,1,1)| s,t € R}

(b) Stejné jako v 1.1(c) prostym dosazenim do obecného vyjadieni zjistime, ze
bod (1,1, 1) lezi a bod (2, 2,2) nelezi v roviné r. O

1.6. Uvazujme v R® rovinu v s parametrickym vyjadienim
v={3,-1,1)+s-(1,1,2) +¢- (1,0,—-1)| s,t € R}.

(a) Urcete obecné vyjddien{ roviny v,
(b) najdéte parametrické vyjadieni piimky dané prusecikem roviny v s rovinou
r z predchoziho piikladu.

(a) Opét staci najit normalovy vektor kolmy na vektory (1,1,2) a (1,0,-1),
kterym je (az na nenulovy redlny ndsobek pravé) vektor (1,—3,1) a dosazenim do
vyrazu x — 3y + 2z bodu (3, —1, 1) ziskat konstantu 7. Tedy hledané obecné vyjddient
roviny md tvarv = {(z,y,2) € R®| 2 — 3y + 2 = 7}.

(b) Podobné jako 1.2(b) fesime soustavu rovnic tentokrit o tfech neznamgych

r + y — z =1
x — 3y + z =T
metodou upravovat:

1 1 -1 |1 1 1 -1 |1 1 1 -1 |1
1 -3 1 |7 0 -4 2 |6 0 -2 1 3/

kterou si opét zapiSeme maticové a budeme ji odcitaci



Druhou rovnici jsme tedy nahradili rovnici —2y+2z = 3 tak, ze soustavy maji stejnou
mnozinu feSeni. Nyni jednak po volbé y = 0 jednoznacné dopocitdme soufadnice
bodu piimky z =3 az =7—-0+4 3 = 10 a déle najdeme smérovy vektor, ktery
musi byt kolmy na normdlové vektory (1,1,—1) a (0,2, —1), jimz je vektor (1,1, 2).
Nasli jsme parametricky popis piimky r Nv = {(10,0,3) +¢-(1,1,2)| t € R}. O

1.7. Spocitejte v komplexnich ¢islech C hodnotu vyrazi:
(a) 1—2i+2+3i,
(b) 5375 a 1555,
(c) (1+41)%.

(a) Redlnd a komplexni hodnota se po slozkach se¢tou: 1 — 24 + 2 4 3i = 3 + .
(b) Obvyklym zptisobem rozsifime zlomky komplexné sdruzenou hodnotou a
dostaneme

1 1 3—1 3 1

3+i 347 3-i 10 10

2431 2431 142 4+7.
= . =—— 4 —i.
1-2i 1—-2i 142 5 b
(c¢) Vyuzijeme goniometricky zdpis komplexnich ¢isel a Moivreovu vétu:
50w

1)~

(144)%° = (v/2(cos Z + i sin Z))E’O = 2%(cos 59{ + i sin

= 225(COS(67T + %) +ZSIH(67T + %)) = 225((:05% +iSin %) — 2257:.

2. RESENT SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

2.1. Najdéte vSechna realnd feseni soustavy rovnic:

r + 2y + z =1
—2x 4+ y + 2z = 2
z + 3y — z =0

Nejprve si soustavu zapiseme do rozsitené matice a poté ji pomoci elementdrnich
Uprav upravujeme do odstupniovaného tvaru. Vse si budeme zapisovat pomoci ma-
ticového zapisu. Pfipomenme, ze soustava rovnic nalevo od symbolu ~ mé stejnou
mnozinu feSeni jako soustava rovnic napravo od néj:

1 2 1 1 1 2 1 1
-2 1 2 2| ~10 5 4 4 | ~
1 3 -1 |0 01 -2 -1
1 2 1 1 1 2 1 1
~10 1 -2 -1]~10 1 -2 -1
0 5 4 4 0 0 14 9

Druhy fddek prvni upravené matice, ktery odpovida rovnici 5y+4z = 4, jsme dostali
pfictenim dvojndsobku rovnice x + 2y + z = 1 k rovnici —2z + y + 2z = 2 (tedy
pFictenfm dvojnasobku fadku (1 2 1|1) kiddku (=2 1 2|2))a podobné tieti
fadek vznikl z ptvodniho tfetiho fadku odectenim prvniho. V dalsim kroku jsme
jen piehodili fadky (tedy rovnice) a poté jsme odecetli pétindsobek druhého fadku



od trettho. Nyni uz vysledek ziskame zpétnou substituci. Z posledni rovnice 14z = 9
okamzité dostavame z = 19—4 a dale dopocitame

9 2 4 9 3
=-14+2z2=-1+-=¢2 =1-2y—z=1—-—- = =—-—,
ymoiAEs g Ty e e yoe 714 14

3
z T

Vidime, Ze jediné feSeni soustavy je |y | = %
Z -

—
S

Uvédomme si, ze muzeme k vysledku dospét i v maticovém zapisu, tj. muzeme
levou stranu matice posloupnosti elementdrnich uprav prevést az na jednotkovou
matici: :

12 1 1 121 1 100 -
~0 1 =2 -1l ~[0 10 Z1~10 10 z
00 1 = 00 1 = 00 1 =

2.2. Najdéte vSechna realnd feseni soustavy rovnic:
T + 2y + z =1
—2x + y + 2z = 2

Zmovu si soustavu zapiSeme do matice a poté ji pomoci pri¢teni vhodného nasobku
jedné rovnice k rovnici druhé upravime stejné jako v piedchozi tloze:

1 2 1 |1 1 21 |1
-2 1 2 |2 0 5 4 |4)°

Vidime, Ze se pivoty (v druhé matici vyznaceny tu¢né) nachdzi v prvnim a druhém
sloupci a volnd proménna je tedy ta, kterda odpovidajici tfetimu sloupci. Nyni si
snadno uvédomime (a na piedndsce byl tento fakt vysloven v pozorovani 2.16), ze
dosadime-li za z libovolnou hodnotu, pak jednozna¢né dopocitame y a x. Polozime-
li napriklad z = 0, pak z rovnice 5y + 4 - 0 = 4 dostdvame, ze y = % a z rovnice
T+2- % + 0 = 1 spocitame, ze x = —%. Nasli jsme tedy jedno feseni dané soustavy,
které mizeme zapsat do trojice (z,y,2)” = (—£,%,0)T. Dosadime-li za 2 obecny
redlny prvek ¢ muzeme zpétnou substituci dopocitat y:

4 4

a poté stejnym zpusobem i x:

4 4 3 3
r+2 y+z=1=2>=1-2-(-—-t)—t=——+ —t.
Y 5 =59 575
3,3 3 3
z —5 T3t —5 5
Obecné feseni mé tedy tvar |y | = % — %t = % +t —% a mnozina
z t 0 1
_3 3
. .« . o 45 54
véech feseni soustavy je prave {| = | +t| —5 | | t € R}.
0 1

Na zavér si pripomenme geometricky vyznam feSeni dané soustavy: kazdou z
rovnic chdpeme jako rovinu v R?® (tvofenou vsemi trojicemi (x,y, z), které rovnici
fes{) a mnozina feSeni celé soustavy je prunik téchto dvou rovin. Vsimneme-li si
navic, ze roviny zjevné nejsou rovnobézné, musi mnozinu vSech feseni tvorit piimka,



5
jejiz jeden bod (-2, %, 0) uz jsme nasli a jejiz smér je ddn vektorem (3, —4,5), ktery
je pravé o netrividlni feSeni soustav rovnic se stejnymi levymi a nulovymi pravymi
stranami. Z geometrického nédhledu tedy vidime, ze mnozin vSechna feSeni je piimka,
kterou mizeme vyjadiit ve tvaru {(—2 + 3t, 2 — 4¢,5t)7| t € R}. O

2.3. Najdéte vsechna redlnd feseni soustavy rovnic:

ry, + x> — x4 = 1
ry + x3 + T4 = 3
— w3 + 224 = 0

r3 + 3.’134 = 95

Soustavu si opét muzeme zapsat do matice a poté ji (jedinou elementdrni Fadkovou
upravou) upravime na odstupiiovanou matici:

11 0 -1 |1 11 0 -1 |1
01 1 1 |3 01 1 1 |3
00 -1 2 |ol™loo0o -1 2 Jo
00 1 3 |5 00 0 5 |5

Nyni uz snadno jednozna¢né dopocitame neznamé zpétnou substituci. Z posledniho
fadku 5z4 = 5 dostavame, 7ze x4 = 1, z predposledniho fadku —z3+2x4 = 0 vidime,
ze —x3+2 =0, tedy 3 = 2. Déle z druhé rovnice zs + x3+ x4 = 3 obdrzime x5 = 0
a konec¢né z rovnice 1 + 2 — 4 = 1 dostaneme z; = 2. Vidime, Ze existuje jediné

feSeni soustavy (z1,z2,73,74)7 = (2,0,2,1)7. O
011 |2
2.4. Najdéte vSechna redlnd fesen{ soustavy rovnic s maticfa) |1 2 3 |1],
11 2 |1
1 1 3 2 2
) 10 1 1 |1 c)(1101 2 -1 ‘1)
2 1 -1 1 |0}f” 2210 -1 1 3)°
2 2 1 2 |1

Ve vsech piipadech postupujeme standardné posloupnosti elementarnich tprav:

2)

01 1 |2 112 |1 112 |1
1 23 |t],~[o1 1 |o],~[0 1 1 |0],
112 |1 01 1 |2 000 |2

Vidime, ze puvodni soustava je ekvivalentni se soustavou pozadujici rovnost 0 = 2,
tedy mnozina feSeni je prazdna.

b)

11 3 2 |2 10 1 1 1 1 0 1 1 1
10 1 1 1 11 3 2 |2 01 2 1 1
21 -1 1 |0 21 -1 1 |0 01 -3 -1 -2
2 2 1 2 |1 2 2 1 2 |1 0 2 -1 0 -1



10 1 1 1 10 1 1 1
01 2 1 1 01 2 1 1
00 -5 -2 -3 710 0o 5 2 3
00 -5 -2 -3 00 00 0

Obdrzeli jsme matici hodnosti 3 s étvrtym volnym sloupcem (pivoty jsme opét vy-
znacili tuéné). Zvolime-li opét za ¢tvrtou nezndmou w parametr libovolnou redlnou
hodnotu ¢, dopoc¢itdme zpétnou substituci:

3 2t 1 1t 2 3t

2 == — — = = — = r=—-— —

5 57T 5 50 TT5 5
2 _3
1 _?

Zjistili jsme, ze {| 4° | +¢ 3 | | t € R} je mnozina vsech feseni dané soustavy.
5 5
0 1

Protoze étvefice (1,0,1,—1)T rovnéz fesi danou soustavu a vektor (3, 1,2, —5) fesi
homogenni variantu nagi soustavy, snadno muzeme nahlédnout, ze mnozinu vsech

1 3
PR 0 1
feseni také muzeme popsat ve tvaru { 1Tt o | t € R}.
-1 -5

1101 2 -1 |1 1 1 0 1 2 -1 |1
2210 -1 1 3 0 01 -2 -5 3 1)
Ziskali jsme odstupiiovanou matici, v niz jsou bez pivoti 2., 4., 5. a 6. sloupec, tedy

volné jsou jim odpovidajici proménné. Oznac¢ime-li si nezndmé postupneé zi, ..., xg,
pak pro libovolna to,t4,t5,ts € R polozime

Ty =12, Ty =t4, T5s =15, T =g
a zpétnou substituci dopoc¢itdme
I3 :1+2t4+5t5 —3t6 apoté T, = 1—t2—t4—2t5 +t6

Nyni obvyklym zpusobem popiSeme mnozinu vSech feSeni soustavy:

1 -1 -1 -2 1
0 1 0 0 0
1 0 2 5 -3
{0 +ty 0 + 14 1 + 5 0 + tg 0 + | ta,t4,t5,t6 € R}
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

2.5. Najdéte vSechna racionalni feSeni soustavy rovnic z ilohy 2.2.

Stadi si rozmyslet, Ze z mnoziny feSeni lohy 2.2 musime vybrat ta, ktera jsou
ve vSech slozkach racionalni. Neni tézké nahlédnout, ze soucin, soucet i rozdil ra-
ciondlnich ¢fsel je opét racionalni, proto mnozina M = {(—2 + 3¢, 2 — 4t,5t)7| t €
Q} jisté obsahuje raciondlni Feseni soustavy. Protoze soucin, soucet a rozdil ne-
nulového raciondlniho a iraciondlniho ¢isla je zjevné iraciondlni, obsahuje vektor
(—% + 3t, % —4t,5t)T pro kazdé iraciondln{ ¢ iracionalni hodnoty, tudiz mnozina M
je pravé mnozinou vSech raciondlnich feSeni soustavy. O



2.6. Najdéte v zavislosti na parametru a € R vSechna redlnd feseni soustavy rovnic:
T + y + 3z = a
2c — ay + z = 1

Soustavu si nejprve napiSeme v maticovém tvaru a upravime na odstupnovany

tvar:
1 1 3| a 1 1 3 a 1 1 3 a
(2 —a 1 1)”(0 —a—2 -5 1—2a>N<0 a+2 5 2a—1>'
Protoze leva strana posledni rovnice je vzdy nenulova, ma soustava pro vSechna a
FeSeni. musi jen rozlisit situaci, kdy a + 2 = 0, tedy a = —2 a situaci, kdy a # —2.
Nechf nejprve a = —2. Pak je y volnd proménné a fesime soustavu s matici:

1 1 3 -2
0 0 5 -3

Polozime tedy y = 0 a dopoc¢itdme z = —-laxz =-2-3-(-1) =1.Proy =1
a dopocitdme hodnoty homogenni soustavy z = 0 a ¢ = —1, tedy mnozina v§ech
fegeni je tvaru {(1,0,—1)T +¢(-1,1,0)T| t € R}

Nyni necht a # —2. Potom je volna proménna z a fesime soustavu s matici:

1 1 3 a
0 a+2 5| 2a-1

2a—1 2a—1 __ a°+1

Polozime tedy z = 0 a dopocitdme y = S a z = a — 45 = 5. Konecné
dopocitame-li pro z = 1 hodnoty feSeni homogenni soustavy y = — 25 a z =
—(3- a~5F2) = —3:;"21 a mnozina vSech feseni je proto tvaru
241 _ 3at1 211
:aat% ag2 Zaatgl sa iy !
{ el B Wbree; [te R}y ={ |+t 5 | t € R}
0 1 0 —a— 2
O
3. SOUSTAVY ROVNIC NAD OBECNYMI TELESY
S¢itdni a nasobeni v télese Z, = {0,1,...,p — 1} pro prvocislo p budeme vzdy

zapisovat obvyklymi symboly + a -.

3.1. Najdéte nad télesem Zo feSeni soustavy rovnic:

r3 + x4 = 1
7 + 3 + x4 = 0
rT + T4 = 1
rT + X2 + x3 = 1

Uvédomime si, Ze pocitani v télese obsahujici jen (ve vSech télesech pfitomné)
prvky 0 a 1 je velmi snadné, soustavu zapiSeme do matice a s pocitanim v Zs ji
budeme pfimocafe upravovat posloupnosti elementarnich tiprav:

0 01 1 00

~

O = =
—_— = O
— O =
O =

1
1
1

—_— o O
— o O
—

1 0
0 0
1 0



OO =
o OO
—_— - O
=
— ==
OO =
- O O O
OO = O
O = O
O = =
OO =
SO = O
O OO
O O =
— ==

01 0 0 0

Nejprve jsme prehodili prvni a tieti fadek, a poté pficetli (novy) prvnf radek k
druhému a ¢tvrtému. Déle jsme tieti radek pricetli ke ¢tvrtému, pak druhy k tfetimu
a nakonec jsme zpiehdazeli fadku a dostali jsme jediné feSeni soustavy x; = xo =
z3=1ax4 =0.

Poznamenejme, ze jsme ke stejnému vysledku mohli dospét i jinou posloupnosti
elementarnich uprav, napiiklad standardnim pouzitim Gaussovy eliminace a zpétné
substituce. O

—
(e}
—
o

3.2. Spocitejte v télesech:

(a) Zs hodnoty 171,27t a 271 . (2 + 2)

(b) Zs hodnoty 271,371 4=t a (=2)71 - ((2 + 4) (44+4)71) +3,

(c) Zr hodnoty 271,371, 47t 57161 a (-2)71.((24+4)-(4+4)71) +3,
) Z, pro liché prvocislo p hodnoty 2’1 (p—1)"L

tacl uvazit definice operaci na Zs (tedy modulo 3). Protoze 1-1 =1 a
, dostdvdme 17! =1 a 27! = 2. Podobné snadno spoéteme, 7e

271 (2+2)=2-1=2.
(b) Uvazujeme stejné jako v (a). Vidime, Ze v Zs mame 2-3 = 1, proto 27! = 3
a 37! =2, a “protoze 4-4 = 1, vidime, 7e 4! = 4. Djle
(=27 (244 -4+ ) +3=3"-(1-37)+3=2-2+3=2.
¢) Podobné dostavame nad Zr7, 7e 271 =4, 371 =541 =2 51 =324
( ) ’ ) ) )
61 =6,nebot 2-4=3-5=6-6=1addle
(=27 (24+4)-A+4)H+3=5"-6-1")+3=3-6+3=0.
(d) Protoze je p liché , vidime, ze ;;%1 € Zyp a v télese Z, plati, ze 2 - pzil =1,
tudiz 271 = 2EL.
Vime 7 piednasky, 7e v jakémkoli télese je (—1)-(—1) = 1, tedy (=1)7! = (-1).
Protoze v télese Z, mame (p—1)+1 = 0, je p—1 ¢islo opa¢né k ¢islu 1. To znamend,
7e —1 = p — 1 a podle predchozi ivahy tedy (p —1)"! =p— 1. O

—
&
— N

3.3. Najdéte v télese Zs:
(a) z splitujic rovnici 3z +4 =1,
(b) vsechna z a y splnujici rovnici 4x — 3y + 1 = 2.

(a) Budeme zpusobem, na néjz jsme zvykli napiiklad z télese redlnych ¢fsel upra-
vovat rovnici ekvivalentnim tpravami. Nejprve od obou stran odec¢teme hodnotu 4,
coz v Zz znamend piicist hodnotu 1 (vzdyt —4 = 1) a dostaneme ekvivalentni rov-
nici 3z = 2. Nyni vydélime trojkou tj. vynasobime ¢islem % = 37! = 2 a dostaneme
jediné teseni x = 4.

(b) Postupujeme jako v tloze (a). Nejprve odecteme od obou stran 1 a uvédomime
si, ze —3 = 2. Obdrzime rovnici 4z + 2y = 1, kde vezmeme y = s € Zs libovolné a
zpétnou substituci za dalsiho vyuziti ekvivalentnich tprav dopocitame

dr=1-2s=1+3s=>2=4"(1+3s) =4(1+3s) =4+ 2s.



Mnozina vSech feseni je pétiprvkova tvaru
4 2 4 1 3 0 2
() += () reezai=1()-()- (3)- () G

3.4. Najdéte nad télesem Z; vSechna feSeni soustavy rovnic s matici
31 5 2 |1 31 5 2 |1
a) |3 2 4 6 (1], b3 2 4 6 |2
2 5 6 0 |1 2 5 6 0 |5

Opét upravime rozsifené matici soustavy na odstupnované matici.

a)
31 5 2 |1 31 5 2 |1 31 5 2 |1
3246 |1]l~1016 4 [0]~|0 1 6 4 |0
2 56 0 |1 0 2 5 1 |5 00 0 0 |5

Protoze posledni fadek piedstavuje rovnici 0 = 5, kterd neplati pro zadny vektor
nezndmych, je mnozina vSech feSeni soustavy prazdna.

b)
31 5 2 |1 31 5 2 |1 31 5 2 |1
32 46 (2/~]016 4 |1]~]0 1 6 4 |1
2 56 0 |5 0 2 5 1 |2 0 0 0 0 |0

Tentokrat feSeni soustavy existuje a my ho obvyklym zpusobem nalezneme zpétnou
substituci pro volbu za volné proménné x3 =7 a x4 = s:

Ty +6x3+4ry,=1=>29=14+23+3x4=1+71+3s,
321 4+ T2 + 523+ 224 = 1 = 21 = 37 (1 + 622 + 223 + 524) =
=5(1+6(1+7+3s)+2r+5s)=5(r+2s)=5r+3s

Nasli jsme mnozinu v8ech feSeni soustavy:

0 ) 3
1 1 3

{ ol T i1+ 1o | r,s € Zz7}.
0 0 1

3.5. Najdéte nad télesem Zs vSechna feSeni soustavy rovnic s matici

311 2 4 |1
1 21 2 1 |2
4 3 01 3 |4

Postupujeme stejné jako v predchozich ilohdch. Nejprve rozsitenou matici stejnymi
elementarnimi upravami upravime na odstupniovanou matici a poté najdeme viechna
feSeni zpétnou substituct:

311 2 4 |1 3112 4 |1 311 2 4 |1
12121 |2/~]0 0 43 3 |[0)J]~|0 01 3 4 |1
4 3 01 3 |4 001 3 4 |1 0 00 1 2 |1
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Polozime za volné proménné z, = s a x5 = t, kde s,t € a obvyklym zptisobem
dopocitame x4 = 1+ 3t, 3 = 3+ 2t a 1 = 2+ 3s+¢. Nyni zbyva shrnout mnozinu
vSech dvaceti péti feSeni soustavy do mnoziny

2 3 1

0 1 0
{{3]+s-|0|+t-]|2]|]|s,teZs}

1 0 3

0 0 1

O

3.6. Najdéte nad télesem komplexnich ¢isel mnozinu vSech feSeni soustavy s matici

(1+i 1 0 z'—l)
; .

1 1—4 2
I tentokrat nejprve pfevedeme matici na odstupniovany tvar:

1+ 1 0 1—1 1 1—12 2 1
1 1—¢ 2 ? 144 1 0 1—1

1 1—4 2 1 1 1—4 2 i
0 t—2 -2-2 0 0 3 24 6¢ 0)°

Pro volnou proménnou z =t € C dostavdme y = —(2 + Si)t a
2 6 2 4
=i—(1—-i)y—2z=i+1—-i)(c+=i)t—2t=i+(—= + i)t
p=i- (=il =2 =i+ (U=i)(; + 2) i+ (=2 + i)
Spocitali jsme, ze mnozina vSech feSeni soustavy je pravé
i —§+§i i —2+4i
{flo]+t|-2-2%i||teC}={|0|+t|-2—-6i]]|teC}
0 1 0 5

O

3.7. Najdéte v zavislosti na parametru a nad télesem a) Zs, b) Z; c) Zq; teSeni
soustavy rovnic z tlohy 2.6.

Stejné jako v uloze 2.6 prevedeme soustavu do ekvivalentniho odstupiovaného

tvaru
1 1 3 a 1 1 3 a
2 —a 1 1 0 a+2 5 20 — 1

a provedeme obdobnou diskusi.
Necht a = —2. Pak je y voln4 proménnd a fesime soustavu s matici:

1 1 3 -2

0 0 5 -5
V piipadech b) a ¢), kdy pracujeme s télesem charakteristiky ruzné od péti je
postup stejny jako v 2.6, proto je mnozina vsech feseni opét tvaru {(1,0,—1)% +

t(—=1,1,0)T| t € T} pro téleso T = Z7,Zy,. V piipadé a), kdy pracujeme s télesem
Zs se ndm modulo 5 druhy fadek soustavy vynuluje:

113 -2\ (1 1 3 3
00 5 -5) = \0 0 0 0
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Vyse spocitané partikularn{ feseni po tpravée modulo 5 zustdva v platnosti (a bude
tedy tvaru (1,0,4)7), snadno lze ovéem také najit kanonické partikularni feseni pro
nulové hodnoty obou volnych proménnych (3,0,0)?. Pfi vypoétu feseni homogenni
soustavy mame dvé volné proménné x, a x3. Obvyklym postupem nyni najdeme
nad Zs dvé feseni (4,1,0)7 a (2,0,1)” (jednoclenné) homogenni soustavy, viechna
reSeni jsou tedy tvaru

(1,0,4)T +¢-(4,1,00T +5-(2,0,1)T  pro s,t € Zs.

Zjistili jsme , ze vSechna feeni tvoil pro a = —2 mnozina:
1 4 2
a){[O0) +t|1]|+s|0]]|stels},
4 0 1
1 6 1 10
b){ 0] +t|1 |t€Z7}, C){ 0 +1 1 |t€le}.
6 0 10 0
V piipadé a # —2, je volnd proménnd z a staci vyuzit vysledky tdlohy 2.6:
a’+1 a’+1
ﬁ 3a+1 ﬁ 3a+1
a){ :IQ +t 0 | te€Zs}, b){ a“iz +1 5 | t € Z},
0 da+3 0 6a + 5
a’+1
ﬁ 3a+1
C) ;_;2 + 5 | t e le}
0 10a +9

Z4vérem poznamenejme, ze symbol £ je v télese Z, vyraz, ktery je tteba dopocitat,
tedy ze & =c-d'. O

4. POCGITANT S MATICEMI

. . (1 2 (1 0 -1 (1 2 0
4.1. Uvazujme matice A = <3 5>,B— (1 9 1) aC = <3 5 1) nad

télesem ]R, Z7 a le.
(a) Spocitejte soucty B +C, C + B, BT 4+ C7.
(b) Spocitejte souciny A -B, BT - AT BT -A, B”-C,C" -Ba5:C-.
(c) Spocitejte A - (A —B-CT) +(C-BT-AT)T — A.

Ve vsech priipadech dlohu vyfesime nejprve v télese charakteristiky 0, tedy v
redlnych ¢islech a poté, obdobné jako tomu bylo v Piikladu 2.6 vysledek pouze
upravime modulu p#islusné prvocislo.

(a) Postupujeme nejprve piimo podle definice sou¢tu matic:

(10 =1\ (1 2 0\ _ (141 042 —140)_(2 2 -1
B+C—<1 2 1>+(3 5 1>_<1+3 245 1+1>_(4 7 2)'

Na prednésce bylo ukdzéano, ze je s¢itdni matic komutativni, nemusime samoziejmé

druhy soucet pocitat a ptimo vidime, ze C+ B =B + C = (Z 3 _21> nad R a
2 2 6 2 2 10
C+B=B+C= <4 0 2) nad Z; a C+B=B+C= <4 - 2) nad Zi;.
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Podobné bylo na piednégce ovéieno, ze BT +CT = (B+C)7, tedy ndm stacf jen bez

2 4
dalstho poéitan{ transponovat matici B+C, abychom dostali B +CT = 2 7
-1 2
nad télesem realnych éisel,
2 4 2 4
B'+ct'=(2 0| nadZ;, a BT+CP=[2 7] nadZ;.
6 2 10 2

(b) Opét nejprve postupujme bezprostiedné podle definice, tentokrat se jedna o
definici ndsobeni matic: A -B =

1 2y/1 0 -1\ _(1-1+2-1 1-0+2-2 -1-1+2-1\ _ (3 4 1
3 5 12 1) \3-14+45-1 3:0+5-2 -3-1+5-1)  \8 10 2)°

Protoze bylo na piednédsce ovéieno, ze (A - B)T = BT - AT vidime, 7e

T 3 8
3 4 1
T AT
BA_<8102>_411120

To ndm ovéem nepomiize pro vypocet BT - A, ktery opét provedeme podle definice:

1 1 1 92 4 7
BY.A=]0 2 (3 5): 6 10
-1 1 2 3
Pii vypoctu soucinu B” - C ndm pomuze rozklad matice C na dva bloky C =
(A]S), kde A je matice s kterou pracujeme a S = ((1)) Vypocet ndm usnadnf

jednak to, ze jsme jiz spocitali soucin B” - A a déle pozorovani, ze sou¢in BT - S
pravé vybere z matice BY druhy sloupec:

11 L 9 0 4 7 1
B".c=B" - AB"-8)=(0 2 -<3 5 ‘ 1): 6 10 2
-1 1 2 3 1
4 6 2
Konetne CT'-B=C?T. (BT =BT.-C)T=|7 10 3| a
1 2 1
s.oo (51 5:2 5.0\ _ (5 10 0
“\5-3 5.5 5-1) \15 25 5)°

Nasli jsme vysledky v télese redlnych ¢isel a nyni je upravime nad obéma kone¢nymi
télesy:

3 41 40 4 0 1
A-B:(1 5 2), B A=1|6 3|, B'.Cc=(6 3 2},
2 3 2 3 1
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4 6 2 53 0
aCT.B=|0 3 3]a5-C= < > v8e nad télesem Zr;. Obdobné
1 2 1

1 45
s 4 1 4 7 4 7 1
A'B:<s 10 2), B -A=1|6 10|, B'-Cc=(6 10 2],
2 3 2 3 1

162 5 10 0
CT.B=|[7 10 3]a5-C= v8e nad télesem Zq1.
4 3 5
1 2 1
(¢) Vyuzijeme poCetnich pravidel a nejprve upravime:
A-(A-B.CT)+(C-BT-AT)T_A=A-A—A-B.CT+(ATT.BT)T.CT-A =
=A-(A-L)-A-B-C"+A-B-C"=A-(A-L).
Nyni snadno dopoc¢itame

1 2 0 2 6 10
A (A-T)= (3 5) ' (3 4) - <15 26> nad It
A (A — Iz) = (? g) nad Z7, a A (A — 12) = <Z 140> nad le.

O

4.2. Najdéte nad télesem Z7 vSechny matice X splnujici rovnost A -X = B, jestlize

oa(l ) m( ) wan(Ye-(i)

(a) Hledand matice X mus{ byt zfejmé typu 2 x 2 tvaru X = (x,y) pro dva
sloupcové vektory, x,y € Z2. Uzitim definice ndsoben{ matic snadno nahlédneme,
ze pro X plati, ze spliiuje rovnost A - X = B, pravé tehdy kdyz

Ax = (8) a Ay= (;)

Protoze maji obé soustavy touz matici levych stran, miuzeme soustavy zapsat do
jedné matice s obéma vektory pravych stran vpravo a levé strany upravime po-
sloupnosti elementarnich dprav na odstupiiovanou matici:

4 5 (01 1 3 |0 2
1 3 (0 2 0 0 (0 0)°

Dostali jsme tedy dvé soustavy s rozsifenymi maticemi

1 3 |0 a 1 3 |2

0 0 |0 0 0 |0/
Nyni snadno obvyklym zpusobem dopocitame, ze prvni soustavu fesi prave vektory
c¢-(4,1)T pro viechna c € Z7 druhou soustavu fesf pravé vektory (2,0)% +d-(4,1)7

pro v8echna d € Z;. Zbyva v8echna feseni soustav sepsat do feSeni maticové rovnice.
Tedy X je feSenim maticové rovnice A - X = B, pravé kdyz X lezi v mnoziné

(x,y)Fe,d€ Ty ix =c. (‘1*) y= (g)d. @}:

(4c 2+4d
(& 2 1cacn
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(b) I tentokrat nejprve snadno zjistime, ze hledand matice je typu 2 x 3, sestava
ze ti{ sloupcovych vektort x,y,z € Z2 tak, ze X = (x,y,z) a plati

ax= (D), av= (3w me= ()

Stejné jako v (a) budeme hledat Feseni vsech soustav najednou:

5 5 |1 2 5 5 0 |2 1 3 1 0 |6 3 2

01 |4 3 6 01 |4 3 6 01 |4 3 6/
Matici levych stran se nam postupné podarilo upravit na jednotkovou matici, z niz
okamzité odecteme feseni jednotlivych neznamych:

O R H I O E I (I P O

e e C (s S . 2
Zjistili jsme, ze existuje pravé jedno feSeni rovnice X = (2 g 6)' O

4.3. Uvazujme matice A = <:1)) %) aB= <} (1) é) nad télesem Zs a definujme

zobrazeni fa : Z2 — 72 a fg : Z§ — Z2 predpisy fa(v) = Av a fg(v) = Bv
(a) Rozhodnéte, zda je fa ¢i fg prosté zobrazeni.

(b) Rozhodnéte, zda je fa ¢i fg zobrazeni na.

(c) Najdéte vSechny vektory v € Z32, pro néz je fg(v) =

(d) Najdéte vsechny vektory v € Z3, pro néz je fg(v) =

(a) Piipomenme, Ze je zobrazeni fa prosté, jestlize fa(u) = fa
v. Protoze fa(u) = fa(v), pravé kdyz fa(u — v) = fa(u) — fa(v) = 0, lze
ekvivalentné prostotu zobrazeni fa vyjadfit podminkou fa(u) = 0 = u = 0.
Tedy ndm staéf zjistit, zda maji soustavy rovnic Ax = (0,0)” a Bx = (0,0)7 né&jaké
nenulové feSeni. V obou pripadech po jediné ekvivalentni ipravé vidime, ze nenulové
feSeni existuji, v prvnim pifpadé napiiklad fa((3,1)%) = (0,0)T = fa((0,0)7) a v
druhém pitkladé napiiklad fg((4,1,1)T) = (0,0)T = f((0,0,0)T), proto zobrazeni
fa ani fg neni podle definice prosté.

(b) Opét se tloha redukuje na otdzku FeSeni soustavy rovnic s danou matici.
Tentokrét se ptame, zda pro kazdou pravou stranu existuje feseni. V prvnim piipadé
vidime, 7e nikoli, napiiklad pro pravou stranu (1,0)7 vidime, ze fegeni soustavy
Ax = (1,0)7 neexistuje. V druhém pifpadé vidime, Ze odstupiiovany tvar matice
B nemd zadny nulovy tadek, tedy pivoty kazdé soustavy s matici levych stran B
lezi v ¢asti matice odpovidajici levym strandm, proto feseni vzdy existuje. Tedy fa
nenf na, zatimco fg je zobrazenf na Z2.

(c) Staci, abychom obvyklym zpusobem vyfesili homogenni soustavu rovnic s

matici
1 0 1
B”(o 1 4>'

Obvyklym zptisobem zjistime, 7e vektor v spliuje fg(v) = (0,0)7, prave kdyz lezi
4

vmnozing {¢t- [ 1] |t € Zs}.
1
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(d) Tentokrat standardné Fesime soustavu rovnic tvaru Bx = (1,2)T s mati-

covym zapisem
1 01 1 1 01 1
1 10 2 0 1 4 1)

Spoéitame jedno partikuldrni feseni (1,1,0)7 a vyuzijeme vysledku (c), vidime, ze

1 4
v splituje fg(v) = (0,0)%, prave kdyz lezi v mnoziné {| 1 | +¢- |1 | |t € Zs}. O
0 1

4.4. Definujme zobrazeni fa : Q? — Q? predpisem fa(v) = Av pro racionalni
. 2 3

matici A = <3 4>.

(a) Spocitejte jadro matice A,

(b) dokazte, ze je fa bijekce,

(c) existuje-li, najdéte raciondlni matici X, pro niz AX = I,

d) existuje-li, najdéte matici B, pro niz plati fg o fa = fa o fg = Id, tedy

B = f;l, kde je fg definovano pfedpisem fg(v) = Bv.

(e) spocitejte soucin X - A.

(a) Jadro matice je pravé mnozina vsech feseni homogenni soustavy rovnic s
danou matici, tj. Ker A = {x € Q?| Ax = 0}. Standardnim postupem v jediném
kroku upravime matici A na odstupniovanou

G- 2)

a vidime, ze matice levych stran neobsahuje zadny sloupec odpovidajici volné
proménné, tudiz jediné feseni soustavy je trividlni a Ker A = {0}.

(b) Médme dokazat, Ze je zobrazeni dané matici A prosté a na, tedy mame
ukézat, ze pro kazdy vektor v € Q2 existuje pravé jeden vektor x € Q2, pro ktery
fa(x) = Ax = v. Opét tedy Fesfme soustavy rovnic. Uvédomime-li si, ze podle
Véty 4.33 z predndsky je kazdé reSeni soustavy rovnic s matici A tvaru u+ Ker A
pro néjaké partikularni feSeni, stac¢i pro ovéfeni prostoty zobrazeni zjistit, zda je
jadro Ker A jednoprvkové. To jsme ovSem uz spocitali v tloze (a). Navic jsme v (a)
zjistili, ze odstupnovany tvar matice A neobsahuje zadny nulovy iadek, tedy pro
kazdou pravou stranu v umime soustavu A x = v vyfesit. Tim mame ovéteno, 7e
je zobrazeni fa prosté i na.

(c) Budeme postupovat stejné jako v dloze 4.2, tj fesime dvé soustavy rovnic se

stejnou matici levych stran
1 0

a hledanou matici (existuji-li obé fedeni) sestavime ze sloupci X = (x,y). Obé
soustavy pritom upravujeme spole¢né v jedné rozsitené matici.

2 3 |10 -1 -1 |1 -1 -1 -1 |1 -1
34 (01 3 4 0 1 0 1 3 -2
11 -1 1 1 0 -4 3
01 3 -2 0 1 3 =2)°
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Postupné jsme od¢itali druhy rddek od prvniho, pri¢itali trojnasobek prvniho fadku
ke druhému, vynasobili prvni fadek hodnotou —1 a odecetli druhy fadek od prvniho,
—4
3
na jednotkovou znamenad, ze uz nemusime dopocitavat sloupce matice X, protoze
se na levé strané upravené matice hledana matice X objevi.

(d) Vyuzitim definice zobrazeni fo a fg pro kazdy vektor v € Q? dostaneme

faofB(v)=fa(B-v)=A -B:-v.

—4
3 -2

NP 3 . . , . .
abychom zjistili, ze X = ( B 2) . V&imnéme si, ze upravenim levé strany matice

polozime-li tedy B = X = ( >, tj. vezmeme matici nalezenou v iloze (c),

obdrzime pro kazdé v € Q?
faocfBV)=A-X-v)=(A-X)-v=L -v=v.

Tim jsme dokdzali, ze fa o fg = Id. Protoze je fa bijekce, vime ze existuje f;l,
proto
fal=falold=fy'o(faofs)=(fa'ofa)ofm=1do fp = fa,
proto i fgo fa = Id.
(e) Pi{fmym vypoctem lze snadno zjistit, ze X - A = I,. Stejny zavér oviem plyne
také z pozorovéni dlohy (d), ze fg o fa = Id. O

4.5. Uvazujme matici B a zobrazeni fg : Z3 — Z2 z tlohy 4.3. nad télesem Zs
a definujme zobrazeni fa : ZZ — Z2 a fg : Z2 — 72 piedpisy fa(v) = Av a
fB(v) =Bv

(a) Najdéte vsechny matice X nad Zs, pro niz BX = I,

(b) najdéte vsechny matice Y nad Zs, pro niz YB = I;.

(a) Postupujeme obdobné jako v predchozi tloze. Nejprve fesime soustavy rovnic

se spolecnou maticf levych stran Bx = (é) By = <[1)> 5

1 01 1 0 1 0 1 1 0
110 0 1 0 1 4 4 1)°
Zpétnou substituci pro hodnotu tieti proménné 0 ziskdme dvé partikularni feseni
10
soustav, které umistime do sloupca matice X = [ 4 1 ]. Vyuzijeme-li jadro
0 0
4
KeeB={t-|1]|]|te€Zs}
1
nalezené v tloze 4.3, snadno popiSeme mnozinu vSech matic X spliujici BX = I,:
1 0 4s 4t 4s+1 4t
{ 4 1 + S t |S,tEZ5}:{ S+4 t+1 |S,t€Z5}
0 0 s i S t

(b) Tentokrat mtzeme bud pomocf transpozice a feSen{ soustav rovnic pifmocare,
byt ponékud tézkopadné spocitat, ze pozadované matice Y 7adn4 neexistuje, nebo
lze zopakovat tvahu tdlohy 4.4(d). Kdyby totiz matice Y existovala, muselo by pro
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indukované zobrazeni fy platit, ze fy o fg = Id. Zobrazeni fg ovSem neni prosté,
tedy zadné zobrazeni g spliiujici g o fg = Id nemiuze existovat, tedy mnozina vsech
matic Y je prazdna O

4.6. Existuje-li, najdéte matici X spliujici
1 2 1
(a) | -2 -3 1] X =13 nad télesem racionalnich éfsel,
2 4 3
(b)

- X =1, nad télesem Zs,

()

- X =14 nad télesem Zs.

N\
—_ = O N
—_ =0 = =N
~
— O = =
O = =

(a) Pocitame obdobné jako v tloze 4.4:

1 2 1 |1 00 1 21 1 00
2 31 |01 0|~[013 2 1 0|~
2 4 3 |00 1 00 1 2 0 1
120 3 0 -1 100 13 -2 5
~10 1 0 8 1 -3|~[0 10 8 1 -3
00 1 2 0 1 00 1 2 0 1
13 -2 5
Vidime, e X = 8 1 -3
—2 0 1

(b) Opét upravujeme fadky rozsifené matice nad télesem Zs:

2 2 |1 0 2 2 (1 0 11 {3 0 10 |1 3
<3 1 ‘0 1>N<0 3 ‘1 1)”(0 1 ‘2 2)”(0 1 ‘2 2>
Postupné jsme 1) pricetli 1. fddek ke 2. (protoze —3 = 2 v Zjs), 2) vyndsobili 1.
fddek cislem 3 a 2. fadek ¢islem 2 (protoze 27! = 3 a 37! = 2 v Zj;), 3) odecetli
2. fddek od 1. nebo ekvivalentné feceno pricetli 4-ndsobek 2. fadku k 1. (protoze
—4=1v Zs).
Nyni vidime, ze X = (1 3
’ 2 2
(c) Postupujeme standardné, pficemz nejprve pricteme vSechny nize polozené
Ffddky k prvnimu a poté prvni raddek pticteme k niZe polozenym Fddkum:

) nad télesem Zs.

01 11 ]100 0 1 111 |1 111
1011 (0100 1011 (0100
1101 100010]/ 7 ]1t101 1 o010~
1110 (0001 1 110 (0001
1 111 |1 111 1000 |01 11
0100 |1 011 0100 |1 011
“loo 10 |t 101l loo1o0o |1101
0001 |1 110 0001 |1 110



18

Spocitali jsme, ze X =

— == O
— =0 =
—_ O = =
O o

4.7. Rozhodnéte, které z nasledujicich matic jsou regularni. K regularnim maticim
najdéte jejich inverzni matice.

(a) B= (; Z) nad télesem racionélnich ¢isel,

(b) C= <3 %) nad télesem redlnych ¢isel a nad télesem Zs,

(¢c) D= <1 ti 1 2> nad télesem komplexnich éisel.

2 3-
1 2 4
(f) G=1[3 2 6| nad télesem Zr,
1 0 5

(g) GT nad télesem Z;

Potiebujeme nejprve zjistit, zda odstupniovand matice kazdé ze uvedenych ¢tvercovych

matic obsahuje ¢i neobsahuje nulovy fadek. V prvnim pfipadé jde o singuldrni a v
druhém o reguldrni matici. Inverzni matice potom pocitame stejné jako v prikladu

4.6.

. . 1 2 /s . , -
(a) Jedinou tpravou dostaneme B ~ (O 0), tudiz matice B nenf reguldrni.

. . , 1 2 ,
(b) Opét jedinou elementarn{ upravou dostaneme, ze C ~ 0 — 5) nad télesem

redlnych ¢isel, coz znamen4, ze je matice regularni. Nad télesem Zjs matici upravime

modulo 5, tedy C ~ <(1) (2)) a matice C je nad Zs singuldrni. Zbyva najit inverzni

matici C nad R:

1 0 1 0
-3 1 01

(c) Postupujeme jako v (b) s vyuzitim aritmetiky komplexnich éfsel, béhem

10 1 2
01 0 -5

1 2
31

-1 2
.. . —1 _ 1
Dostali jsme, ze C™! = L - ( 3 _1>.

vypoctu piitom zjistime, ze inverz existuje:

1474 1 1 0 144 1
2 3—1 |0 1 0 2

(d) Pocitame tentokrat nad Zr:
1 24 |1 00 105 (001 100 |25 5
326 (010 0 25 |01 4)]~(0 1 0 |1 3 4
105 |00 1 026 |1 06 001 |1 6 2
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2 5 5
Dostali jsme G = |1 3 4
1 6 2

(e) Tentokrat pouze vyuzijeme predchozi vysledek a tvrzeni z prednésky, které

T

2 5 5 2 1 1
ifka, 7e (GT)~! = (G—1)T = 4] =15 3 6]. O
2 5 4 2

4.8. Napiste vSechny reguldrni matice z pfedchozi ilohy jako soucin elementarnich
matic.

Vyuzijeme postup dikazu Véty 4.66. Staci nam tedy zaznamenat inverzni ele-
mentarni dpravy k tém, které jsme provadéli pii pfevodu matice na inverzni, do

elementarnich matic:

Matici C = :1; ? nad télesem redlnych ¢cisel jsme pievedli na jednotkovou
tak, ze jsme nejprve odecetli trojndsobek prvniho fadku k druhému, poté vydélili
druhy radek ¢islem —5 a nakonec odecetli dvojnasobek druhého faddku od prvniho.

To znamena, ze

b )6 2) G 6=6)

proto hledané elementarni matice dostavame pirendsobenim rovnosti zleva ptislus-
nymi inverznimi elementarnimi maticemi, které jsou samoziejmeé také elementarni:

(GG 6 D66

144 1

2 3-
stupné upravovali: 1) (1 — ¢)-ndsobek prvniho Fadku jsme odecetli od druhého, 2)
prvntho fadek jsme vyndsobili hodnotou 1% a druhy fadek hodnotou § 3) 13-
nasobek druhého fadku jsme odecetli od prvniho. Nyni zbyva elementarni matice

opacnych elementarnich tprav sepsat do matic

(32 = L) () 6 2) 6 7))

V piipadé matice D = nad télesem komplexnich ¢isel jsme po-

1 2
Podobné pro matici G = |3 2 nad télesem Z; staci zaznamenat prove-
10

dené elementarni ipravy do inverznich elementarnich matic G =

4

6

5

h
0 01 1 00 1 00 1 00 1 0 0\ /1
010 310 0 10 0 10 01 5160
1 00 0 01 1 01 011 0 01 0 01 0 01

Kone¢né pro matici transponovanou ke G staci transponovat cely sou¢in elementarnich
matic, tedy GT =

1 00 1 00 1 00 1 00 1 01 1 30 0 01
0 2 0 010 0 1 0 0 11 0 1 0 010 010
0 01 5 0 1 0 5 1 0 01 0 01 0 01 1 00
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4.9. Rozhodnéte, pro kterd a z télesa je matice A, regularni a pro tato a spocitejte
matici A L.

(a) A, = (g 8) nad télesem Zz,
(b) A, = (clz 2aa_ 1) nad télesem Q,
a 1 0
c) A,=1(1 0 a] nad télesem Zs.
(c)
1 2 a

Budeme obvyklym zpusobem pocitat inverzni matice a pFitom zaroven prove-
deme diskusi, pro kterd a inverzni matice existuje.

(a)
2 a |1 0y (30 01y (10 |05
3 0 (01 2 a |10 0 a |1 4
Vidime, ze A, reguldrni, pravé kdyz a # 0 a tehdy A ! = ( 0 2 )

a”' 4a7!
(b) Postupujeme stejné jako v (a):

1 a 1 0 1 a 1 0
a 2a-—1 0 1 0 2a—1—a? —a 1

Tentokrat je ziejmé matice A, reguldrni, pravé kdyz 2a — 1 —a® = —(a — 1)? # 1,
tedy pravé kdyz a # 1. Pro a € Q \ {1} pokracujeme v dpravéch:

(1 a 1 0 > 1 0] o=3% e
~ o)~ -
01 ﬁ (a—1)2 01 | (a—1)2 7((1_1)2

1-2a a
.. ey . -~ 71 _ 1
Zjistili jsme, ze A " = @0z < a 1
(¢c) Nejprve si véimnéme, Ze pro a = 0 je posledni sloupec matice nulovy, tedy
matice Ag je singuldrni. Déle uvazujme jen a € Zs \ {0}:

a 1 0j/1 0 O 1 0 a |0 10 1 0 a 0 1 0
1 0 a|0 1 0] ~|1 2 a 0 0 1]~1({0 2 O 0 4 1)~
1 2 a|0 0 1 a 1 0 1 0 0 0 1 4a® 1 4a O
1 0 a 0 1 0 10 0 al 3a !t 2a!
~10 1 O 0 2 3] ~10 1 0 0 2 3 ~
0 0 4a® 1 4a+3 2 0 0 4a® 1 4a+3 2
at 3a! 2a!
Nyn{ snadno dopocitame, ze A;1 = | 0 2 3 | proa€Zs\{0}. O
4 a+2 3
a? a? aZ

4.10. Spocitejte souciny redlnych matic
-1 2 0 -1
2 3 13 1 -1 3 4
(&) (1 1> '<2 0 -1 2)’ (b) _11 g '(2 3) '

(a) Ozna¢me A = <i i’) aB = <; g _11 _21> Rozsifime-li matici A o

matici B a budeme-li vzniklou matici (A|B) upravovat stejné jako v predchozich
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ulohach takovymi elementarnimi dpravami, abychom vlevo obdrzeli jednotkovou
matici, snadno nahlédneme, ze

(A[B) ~A™! - (AB) = (I|]A7'B),

Tedy vpravo dostaneme hledany sou¢in A~!'B. Poéitejme:

23 |13 1 -1 11 |2 0 -1 2
11 (2 0 -1 2 23 |13 1 -1

1 1 2 0 -1 2 1 0 5 =3 -4 7
0 1 -3 3 3 -5 01 -3 3 3 =5)°
-1
.. (23 13 1 -1\ _(5 -3 —4 7T
Spocitali jsme, ze (1 1) . (2 0 -1 2> = <_3 3 3 _5>. O
2 0 3 4
(b) Oznatme C= | -1 3| aD= (2 3>. Vyuzijeme-li Tvrzeni 4.20 a 4.65,
1 2

dostaneme (C-D~1)T = (D17 .CT = (DT)~!.CT, a proto miizeme postupovat
stejnym zpusobem jako v bodu (a), oviem pro soucin transponovanych matic v
obriaceném potadi:

3 2 2 -1 1 12 8 8 —4 4 3 2 2 -1 1
4 3 0o 3 2 12 9 0 9 6 0 1 -8 13 2
N 3 0 18 =27 -3 N 1 0 6 -9 -1
0 1 -8 13 2 0 1 -8 13 2 /-
6 -9 -1 6 8
Zjistili jsme, ze (D7)~ 1.CT = ,aprotoC-D'= | -9 13 ]. O
—8 13 2 o

4.11. Existuje-li, najdéte LU rozklad redlné matice:

5 o 1 1 2 2 1 -2
(a)A:<4 9>,(b)B: -4 -1 1], ¢C=[(-2 2 3],
2 5 -1 2 7 2
2 0 0 0
31 2 1
D=1, 7 3
000 3

(a) Vsimnéme si, ze stac{ provést jedinou elementarni{ dpravu tretiho typu,
. . y .. (2
abychom z matice A dostali odstupnovanou matici (

0 5
v maticové podobé pomoci ndsobeni zleva piislu§nou elementarni matici:

(3= C9)

1
T , . 1 1 . . e oo
Uvédomime-li si, 7e inverzni matice ( 0> = < 0> je rovnéz dolni trojihelnikova

), coZ muzeme zapsat

-2 1 2 1
s jednotkami na diagondle a pifendsobime-li vySe uvedenou rovnost zleva matici
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-1
1 0 s
<_2 1) , dostédvame

1 0y (2 2y _(1 0y (1 0y (2 2y _ (2 2
21 0 5) \2 1 -2 1 4 9)7\4 9)°
1. . . . 10 2 2
odkud vidime, ze LU rozklad matice A je A = (2 1) . (0 5).
(b) I tentokrat budeme matici B upravovat elementdrnimi upravami. Ptislusné

upravy si budeme pamatovat a poté si je prepiSeme v maticovém zapisu jako soucin
elementarnich matic:

1 1 2 1 1 2 11 2
B=|-4 -1 1]~[(03 9]~[03 9 =U.
2 5 -1 0 3 -5 0 0 —-14

Pii upravovani jsme nepotiebovali prehazovat fadky (ani ndsobit fddek nenulovym
skaldrem), tedy dostali jsme Ly ...L;B = U, kde L; jsou vSechno elementarnf
transformacni matice odpovidajici pfi¢teni vyse polozeného rfadku k fadku nize
polozenému:

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 2 1 1 2
0o 1 O0)J-{0 1 0)-14 1O0}-{-4 -1 1|=103 9
0 -1 1 -2 0 1 0 0 1 2 5 -1 0 0 -14

Matice L; jsou ziejmé dolni trojuhelnikové s jednotkami na diagondle a okamzité
vidime, 7e sou¢in L = L' ... L,;l rovnéz dolni trojuhelnikova matice s jednotkami
na diagonale. Navic B = LU. Tudiz jsme nasli LU rozklad matice B. Vidime, ze
soucin matic Ly L ..L,;l obsahuje na piislusnych pozicich hodnoty jednotlivych
elementdrnich matic (tj. i-ty radek a j-ty sloupec, i > j, obsahuje hodnotu c¢;;,
pravé kdyz jsme béhem Gaussovy eliminace odecitali od i-tého fadku matice B a
¢i;-ndsobek jejiho j-tého fadku):

1 00 1 00 100 1 00
L=|-410)]=|-410]-/0 1 0]-]10 1 0
2 11 0 0 1 2 01 01 1
Nasli jsme tedy (jednoznaéné urceny) LU rozklad
1 1 2 1 0 0 1 1 2
-4 -1 1 |=-4 10 0 3 9
2 5 -1 2 1 1 0 0 —14

Vsimnéme si, ze vyslednd matice L obsahuje na i-tém fadku a j-tém sloupci praveée
opacnou hodnotu k nasobku, jimz jsme nasobili j-ty fadek pii jeho pric¢itani k i-
tému sloupci béhem elementarnich dprav (tedy béhem Gaussovy eliminace). To,
7e se jednd o obecny zpusob, jak nalézt dolni trojihelnikovou matici LU rozkladu
matice ukazuje dukazu Véty 4.69 z prednasky a na témze misté je ukdzano, ze horni
trojihelnikova matice LU rozkladu je pravé odstupiniovand matice, kterou ziskdme
Gaussovou eliminaci.

(c) Tentokrat budeme postupovat jako v dukazu Véty 4.69, tedy staci gaussovsky
upravovat matici C a piislusné (opac¢né) hodnoty sestavovat do matice L:

2 1 -2 2 1 -2 2 1 -2
—2 2 3|~(03 1]~(0 3 1],
2 7 2 06 4 00 2
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kde jsme postupné odecetli 1) —1-ndsobek 1. fadku od 2., 2) 1-ndsobek 1. Faddku od
3. a 3) 2-nédsobek 2. fadku od 3. Tedy dostavame tedy LU rozklad

2 1 -2 1 00 2 1 -2
-2 2 3 |=|-110}|-{0 3 1
2 7 2 1 21 0 0 2
(d) Opét upravujeme gaussovou eliminaci matici D:
2 0 00 2 0 00 2 0 0 O
31 2 1 01 21 01 2 1
111 3 011 3 0 0 -1 2
0 00 3 0 00 3 00 0 3
Provedené dpravy zaznamename do matice L a dostaneme hledany LU rozklad
2 0 00 1 0 0 0 2 0 0 O
31 2 1| _ % 1 00 01 2 1
1113 [5 110 0 0 -1 2
0 00 3 0 0 01 00 0 3
O
2 1 =2
4.12. Pomoci LU rozkladu redlné matice A = | —2 2 3 | spocitejte vSechna
2 7 2
fesen{ soustavy rovnic Ax =y pro vektor pravych stran y = (—3,2, —1)".
Mame-li LU rozklad matice A = LU a uvazujeme-li nehomogenni soustavu

rovinic Ax' = y7T, potom miizeme tilohu rozdélit na dva jednodussi ikoly, najit
nejprve feseni soustavy Lz!' = yT a poté soustavy Ux' = z'. V obou piipadech
pocitdme s trojuhelnikovymi maticemi, takze pti vypoctu uz jen dosazujeme, aniz
musime matice jakkoli ddle gaussovsky upravovat.

1 00 2 1 =2
LU rozklad matice jsme uz spocitali: A = [ -1 1 0 0 3 1 ].Potom
1 21 0 0 2

pro pro vektor pravych stran y = (—3,2, —1) spocitdme nezndmé z = (z1, 22, 23)
piimou substituci z; = y; = —3,déle —1z; + 20 =3+ 20 =y» =2, tedy 2o = —1 a
konecné z3 = —-1—-1-(=3) —2-(-1) =4.

Nyni poéitdme soustavu UxT = zT a tentokrat tedy postupujeme zpétnou substi-

—1-1.2 —3-1-(-1)42-2 _
— =1. 0O

=—-lax = 5

tuci: 2z3 = 23, tedy x3 = 2, dile x5 =

4.13. Existuje-li, najdéte LU rozklad matic:

9 9 2 1 2
(a) A = <1 4> nad télesem Zs, (b) B= |3 1 4] nad télesem Zs,
1 0 3

(c) B nad télesem Z7,

Postupujeme v 4.11 s pocitanim v télesech Z5 a Zz, tedy gaussovsky upravime
matici na matici U a piislusné hodnoty sepiSeme do matice L:

2 2 2 2 (s 2 2y _ (10 2 2
(a) (1 4> ~ <0 3> a dostdvame LU rozklad (1 4> = <3 1) : (0 3>
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2 1 2 2 1 2 2 1 2
31 4)]~10 2 1]~1(0 21
1 0 3 0 2 2 0 0 1
1 00 2 1 2
Spocitali jsme LU rozklad matice B= |4 1 0 0 2 1) nad télesem Z5.
3 11 0 0 1
(c)
2 1 2 2 1 2 2 1 2
31 4)~(0 3 1|]~]0 3 1
1 0 3 0 3 2 0 0 1
1 00 2 1 2
Spocitali jsme nad Z LU rozklad matice B= |5 1 0 0 3 1 O
4 1 1 0 01
1 1 2 2
. . -1 -1 -2 1 e [
4.14. Pro redlnou matici A = 9 1 0 1 ovéite, ze nema LU-rozklad,
2 2 -1 1

najdéte permutacni matici P tak, aby matice PA méla LU rozklad a ten spocitejte.

Budeme matici postupné upravovat Gaussovu eliminaci, tj. budeme kanonickym
zpusobem, pouzivat pouze pirehazovani fadka a pri¢itani ndsobku vyse polozeného
k nize polozenému fadku. Oba typy uprav budeme zaznamendvat (pravy sloupec
jen ¢isluje radky):

1 1 2 2 |1 1 1 2 2 |1 11 2 2 |1
-1 -1 -2 1 |2 0 0 0 3 |2 0 -1 -4 -3 |3
2 1 0 1 (8] fo -1 -4 =3 (3] lo 0 -5 -3 |y
2 2 -1 1 |4 0 0 -5 -3 |4 0 0 0 3 |2

Tedy permuta¢ni matice, kterou potiebujeme zménit puvodni matici A, odpovida
10 00

permutaci radku zachycené v pravém sloupci, ¢ili P = . Puvodnim

0 010
0 0 01
01 00

transformacim typu pficteni vyse polozeného fadku k nize polozenému odpovidala

1 0 00
matice L' = _21 (1) (1) g , my ale musime adekvatné matici P, jako jsme to
2 0 01

udélali i v prubéhu diukazu Véty 5.4, zménit polohu upravovanych fadku, takze
dostavame LU rozklad matice PA:

10 0 0 1 1 2 2 1 0 0 O 1 1 2 2
0 010 -1 -1 -2 1| |12 1 00 0 -1 -4 -3
0 0 01 2 1 0 1] |2 010 0 0 -5 -3
01 0O 2 2 —-11 -1 0 0 1 0 0 0 3
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4.15. Existuje-li, najdéte nad télesem Zs vSechny matice X spliujici

o (12 xen
(b) XG f é) — 1,

(a) Pocitdme obdobné jako v tlohach 4.2 a 4.6:

1 2 1 |10 1 21 |1 0 1 01 2 2
11 0 |01 0 2 0 |2 1 01 0 |1 2

242s 2+2¢
Nyni zpétnou substituci snando zjistime, 7e X € { 1 2 | s,t € Zs}.
s t

(b) Nyni bud muZeme zjistit, Ze hledana matice X neexistuje, stejnymi prostiedky
jako v pfedchozi iloze, nebo si vSimneme, ze otazka je ekvivalentni podmince

1 0 0
e = 0 , €2 = 1 ,€3 = 0 S fAT(Zg)
0 0 1
1 21 , 2 3. 4z L T
kde A = 11 0)2 zobrazeni far : 73 — 73 je ddno piedpisem far(v) = At v.

Ovsem far(Z3) je pravé fadkovy vekltorovy prostor matice A, tedy mé (nejvyse)
devét prvku, zatimco podprostor, ktery by obsahoval vSechny vektory eq, ez, e3 by
musel obsahovat v§echny jejich linedrni kombinace, tedy vSechny vektory linedrniho
prostoru Z3, tedy 27 riznych vektori, coz neni mozné. Pozadovand matice tudiz
neexistuje. O

4.16. Najdéte ¢tvercovou matici A nad télesem T fadu n spliiujici podminky A? =
I, a A #1,, jestlize

(a) n=1aT =R,
(b)y n=2aT =R,
(c) n=2aT=1Zs,
(d) n=3aT=R,
(&) n=4aT =127Z.

(a) Ctvercové matice fadu 1 odpovidaji prvkim téles, tedy se ptame, kdy a® = 1
a a # 1 nad redlnymi ¢isly. Okamzité vidime, Ze podminku spliiuje pouze matice
(-1).

(b) V tloze ndm muze pomoct geometricky nahled. Uvazime-li matici zobra-
zeni fa, hleddme takova zobrazeni, kterd jsou sama k sobé inverzni. Ta ovSem
snadno najdeme mezi symetriemi, napiiklad osovd soumérnost podle osy x &i y
nebo soumérnost podle pruseciku os jsou zobrazeni sama k sobé inverzni. Nyni staci

. . 1 0. . y . -1 0
nahlédnout, ze A, = (O _1> je matici soumérnosti podle osy x, A, = ( 0 1)
-1
0
pocatku soufadnic, a ze A2 = A? = A2 =1I,.

. ., ~ . 0. ., y .
je matici soumérnosti podle osy y a A, = _1> je matici soumérnosti podle
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(c) V tomto pifpadé ndm sice geometrickd predstava chybi, ale algebraické duvody
ukazuji, ze predchozi priklady matic

1 0\ (/10 -1 0\ (4 0 -1 0\ _ (4 0
0 -1) \0o 4/ \0 1)7\0 1) \0 -1)\0 4)°
i nad télesem Zs splituji podminku A? = I,. Poznamenejme ovsem, 7e existujf i
2
1 3)°
(d) Tentokrat muzeme pouzit geometrickou dvahu z (b), abychom si uvédomili,
7e osové soumeérnosti s maticemi

dalsf matice spliiuji A% = I, napiiklad matice <2

1 0 O -1 0 O -1 0 O
0o -1 0], o 1 0], 0o -1 0]},
0 0 -1 0o 0 -1 0 0 1
symetrie podle rovin urenych dvojici os s maticemi
1 0 O 1 -1 0 0
01 0], 0 —1 0 , 0 1 0},
00 -1 0 1 0 0 1
—1 0
stejné jako stfedova symetrie s matici —1 0 nasi podminku spliiuji.

(e) Nad télesem Z, plati, ze —1 = 1, tedy uvahu z (b vyuzit nemuzeme. Presto

0 1 1 1
o . 10 1 1 , . 2 L.
napiiklad matice H = 110 1]% ulohy 4.7(h) podminku H? = I spliuje.
1 1 1 0

O

4.17. Najdéte aspoi 4 redlné étvercové matice A iddu 3, aby A2 = A a A # I.

Podobné jako v ptedchozi iloze muze vyuzit geometrického nahledu. Uvazime-
li matici zobrazeni fa, hleddme geometrickd zobrazeni, kterd se dvoji aplikaci
nezméni. Takovou podminku spliuji jisté kolmé projekce na rovinu ¢i piimku, ma-
tice projekci na rovinu urcenou dvojici os jsou potom tvaru

00 0 100 100
010}, (o000, [010],
00 1 00 1 00 0

zatimco matice projekci na osy jsou

100 00 0 00 0
000, [010], (000
00 0 00 0 00 1

O

4.18. Mé¢jme redlnou matici M = G g) fadun > 1. Najdéte pifklady (nekone¢né

mnoha) matic, které s M komutuji.
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Uvédomime-li si, ze je skaldrni nasobeni komutativni, dostaneme tiidu matic
cls, = <S 2 > pro , které ziejmé komutuji se véemi maticemi. D8le pfipomernime,
7e M-dM™! = cI, = dM~! - M. Tedy matice dM ™! pro kazdé d € R komutuje
s M, vezmeme-li ¢ = 6d snadno spocitdme, ze s M komutuji matice <icc 0 )

2c
pro kazdé c € R.
Dale pro kazdé ptirozené n madme M - M" = M1 =M"-M a M - (M~1)"

O

(M—1H)n=1 = (M~1)" . M, tedy matice M" i (M~1)" s M komutuji.
A1 0 ... 0
0O x 1 ... 0
Pripomenme, ze Jordanova burika je matice tvaru Jy = oo
0 0 Al
0 0 0 A

4.19. Je-li J, Jordanova buiika fadu n nad obecnym télesem, dokazte, ze

L (P R R DU

0 A (MR (F ) AR
= : : :

0 0 D U (4 Dt

0 0 .0 Ak

kde definitoricky polozime (f) /\ff’" =0pror > k.

Postupujeme indukci. Pro k = 1 tvrzeni zifejmé plati. Predpokladejme, ze vzorec
plati pro k a dokazme ho pro k + 1. Budeme nésobit J’;\H =Jy- J’f\ =

ATo0 0\ AR AT AT (e
00X 1 ... 0 0 AE (ARt () Aknt2
d 0 oox 1 0 0 /\k‘ (Ilc)/\kﬂ
0 0 0 A 0 0 .. 0 AR
ML)+ DN (G) + (DA () + (o)A
0 AR (D +HDX (G + (Eg)ars
0 0 - AR+ () + DA*
0 0 0 plan

)\k+1 (lerl))\k (k;rl)/\k—1 (f:i )\k—n+2

0 praz! (lerl)/\k . (f:;))\k—ms

0 0 L A (’“J{i))\’“

0 0 0 pan

kde jsme vyuzili zndmého vztahu (¥) + (%)) = (*). O
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4.20. Spocitejte A™ pro

310
(a) n=45a A= |0 3 1] nad télesem R,
0 0 3
1 £ 0
(by n=45aA={0 1 1| nadtélesem R,
0 0 1
8 1 .0 0
(c)n=13a A= 8 g ; (1) nad télesem Zis.
0 0 0 8

(a) Pouzijeme vzoretku odvozeného v dloze 4.19:

31 0\* 45-3% 990 - 3%
AB=(0 3 1 345 45 - 344
00 3 345
310
(b) Vsimnéme si, e A=1-[0 3 1|, proto
00 3
L (310 4 L [3° 45-3% 990-3% 1 15 110
AP =003 1) =g 0 3% 4538 ) =10 1 15
00 3 0 0 345 0 0 1

(c) Uvedomime-li si, ze pro kazdé prvocislo p a pfirozené ¢islo 7 < p je nad
telesem Z, hodnota kombina¢ntho ¢isla (7) = 2 = 0 (mod p) a spocitame-

rl-(p—r)!
li 8% = 8 (mod 13) (Malad Fermatova véta ndm dokonce obecné iikd, ze AP =
A (mod p) pro kazdé A € Zy3 \ {0}), dostdvame diky 4.19
8 10 0\" /8000
AlS — 0 8 10 _ 0 8 00
0 0 81 0 0 8 0
0O 0 0 8 0 0 0 8

5. LINEARNI PROSTORY A LINEARN{ NEZAVISLOST

5.1. Rozhodnéte, zda vektor a) (1,1,4)”7 a b) (4,1,1)7 lezf v podprostoru U =
((1,4,3)T, (3,1,1)T) vektorového prostoru Z$ nad télesem Zs.

Ptame se, zda existuji hodnoty z,y € Zs, které fesi vektorovou rovnici z -
(1,4,3) +y - (3,1,1) = v, tedy chceme zjistit, zda existuje feseni soustavy 3
rovnic o 2 nezndmych (pro kazdou souiadnici dostdvame jednu rovnici) s maticemi,
které snadno upravime na odstupnovany tvar.

a)

1 3|1 1 3|1 1 3|1
4 1|1 ~10 4{2|~|0 1|3
3 1|4 0 21 0 00
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Vidime, ze hodnost matice homogenni soustavy i matice rozsitené se shoduji, tedy
podle Frobeniovy véty (5.80) fesen{ existuje a vektor (1,1,4)7 je linearn{ kombinaci
vektort (1,4,3), (3,1,1)7, proto (1,1,4)T € U.

b)
1 3|4 1 3|1 1 3|1
4 1({1]~{0 4|0} ~]0 1]0
3 1|1 0 2|4 0 04
Tentokrét soustava zjevné feseni nemd, tedy (4,1,1)T ¢ U O

5.2. Rozhodnéte, zda je mnozina U podprostorem aritmetického vektorového pro-
storu Z2 nad télesem Zs, jestlize

(a) U ={(0,0, O)T} (b) U ={(0,0,0)",(1,2,3)"}, (c) |U| = 4,

(d) U ={(0,0,0)",(1,2,3)",(2,4,1)",(3,1,4)7, (4,3,2)"},

(e) Ul =6, (f) [U] =125, () |U| =0,

(

a) Protoze (0,0,0)T + (0,0,0)T = (0,0,0)T a #(0,0,0)T = (0,0,0)T pro kazdé
t € T, je podle Tvrzeni 5.6 z prednasky mnozina {(0,0,0)?} podprostorem Z3.

(b) Vidime, ze (1,2,3)T + (1,2,3)T = 2(1,2,3)T = (2,4,1)T ¢ U, proto podle
Tvrzeni 5.6 U neni podprostorem.

(c) Je-li u = (uy,us,us) nenulovy vektor, potom mnozina (u) = {au| a €
Z5} obsahuje pravé tolik ruznych vektori,kolik prvku obsahuje téleso Zs. Proto
ctyiprvkovy podprostor (ktery by nutné obsahoval nenulovy vektor) nad télesem
Zs nemuze existovat.

(d) Snadno pomoci Tvrzeni 5.14 7 predndsky nahlédneme, ze U = ((1,2,3)7T),
tedy se jednd o podprostor.

(e) Kdyby existoval Sestiprvkovy podprostor nad télesem Zs, pak obsahoval
néjaky nenulovy vektor u a pak jesté jeden vektor v € U \ (u). Podle Tvrzeni 5.26
by mnozin {u,v} byla linedrné nezavisld, a proto by vektor 2u ¢ (u) U {v}, coz
je spor s piedpokladem |U| = 6. Tudiz 74dny Sestiprvkovy podprostor nad télesem
Zs neexistuje.

(f) Vsimneme-li si, ze 125 prvkd méa cely aritmeticky prostor Z2, vidime, 7e
U = Z} je podprostorem Z3.

(g) Prazdna mnozina sice trividlné spliiuje podminku uzavienosti na operace, ale
za, podprostor ji nepovazujeme. O

5.3. Dokazte, ze mnozina komplexnich ¢isel C tvoii s obvyklym séitdnim a ndsobe-
nim vektorovy prostor nad télesem redlnych cisel R.

Je tieba zcela pfimocafie ovérit platnost axiomatiky vektorového prostoru. Pfitom
vime, ze C je se s¢itdnim a nasobenim téleso, odkud okamzité dostavame asocia-
tivitu a komutativitu s¢itdni, stejné jako existenci nulového vektoru (0). Protoze
r(¢ + d) = rc + rd pro véechna komplexni r, ¢, d plat{ tato rovnost i v piipade, ze
zvolime r € R. Stejny argument ukazuje, ze pro kazdé r,s € R a ¢ € C mdame
(r+s)c=rc+ sca (rs)c =r(sc). Koneéné ziejmé 1c = c. O

5.4. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektoru X aritmetického vektorového prostoru
T™ nad nad télesem T linedrné zavislad ¢i nezavisla, jestlize

(a) X =((1, 0 2, 1) (2 0, 1,1)T, (1,0,1,-1)7), n=4aT=Q,

( ) (( 1, ) ( ) (27171)T)=n:3aT:Z37

() U=((1,n7" (,0)7( HT) pro T = 7.
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(a) Staci zjistit, zda existuje (a v takovém piipadé pujde o linedrné zavislé vek-

tory) €i neexistuje (coz by znamenalo, ze dané vektory by byly linedrné nezavislé)
netrividln{ feseni vektorové rovnice

xy - (17052> ]-)T + x2 - (2707 ]-5 ]-)T + 3 - (1707 ]-a _1)T = (0,0,0,0)

Ulohu pfevedeme na otdzku, zda existuje jednozna¢né (tedy pouze trividlni) fesenf
homogenni soustavy rovnic s matici A:

1 2 1 1 2 1 1 21
A= 00 o (0 =3 -1} |01 2
21 1 0 -1 -2 0 0 5
11 -1 0 0 0 0 0 0

7 upravené soustavy dostavame jednoznacné feseni z; = zo = x3 = 0, tedy
vektory (1,0,2,1)7, (2,0,1,1), (1,0,1,—1)T jsou linedrné nezavislé.

1 2 2
(b) stejné jako v (a) se ptame, jakou mé hodnost hodnost matice |1 0 1
2 11
2 2
01
2 11 0 0 O

existuje netrividlni feseni homogenni soustavy s touto matici, a proto je posloupnost
vektoru linedrné nezavisla.

Protoze , vidime, ze ma tato matice hodnost 2, tedy

[ , . s . . 1 1 3 .
(¢) Tentokrat nemusime nic pocitat, protoze hodnost matice <1 0 4> urcité
nemuze byt 3 (na to ma mdlo fadku), tudiz existuje netrividln{ feseni homogenn{

soustavy s takovou matici a posloupnost vektoru je linearné zavisla. O

5.5. Najdéte néjakou bézi podprostoru U aritmetického vektorového prostoru T
nad nad télesem T, jestlize

(a) U ={(0,0,0,0)} pro libovolné téleso T,

(b) U = T* pro libovolné téleso T,

() U={(1,0,2,1)7,(2,0,1,1)7,(1,0,1,-1)T) pro T = Q,

(d) U=1{(2,1,1,1)7,(4,2,1,3)7,(3,4,3,0)7, (1,3,4,2)T) pro T = Zs,
(e) U={((2,0,3,497,(3,3,1,2),(3,1,1,2)") pro T = Zs,

() U=((1,1,3,6)",(5,51,007,(3,3,2,6)T) pro T = Z,

(a) Protoze podprostor {(0,0,0,0)7} generuje prdzdnd posloupnost, je prave
prazdné posloupnost () baze U.

(b) Snadno nahlédneme, 7e bézi celého aritmetického vektorového prostoru 7'
tvofi napiiklad kanonickd béze, tedy posloupnost sloupcovych vektoru obsazenych
ve sloupcich jednotkové matice.

(¢) Protoze mnozina X = {(1,0,2,1)7,(2,0,1,1)7,(1,0,1,-1)"} podle definice
generuje U a v predchozim prikladu jsme dokdzali, Ze jde o linedrné nezéavislou
mnozinu aritmetickych vektort, tvoiff mnozina X bazi U.

(d) Setadime si vektory generujici podprostor U do fadku matice, jiz upravime
na odstupiiovanou, a vyuzijeme Tvrzeni 5.27 a 5.37 z pfednasky, kterd ndm fikaji,
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ze nenulové radky matice tvoii linedrné nezdvislou generujici mnozinu vektoru:

2 1 11 1 3 4 2 1 3 4 2 1 3 4 2
A= 4 2 1 3 2 1 1 1 0 0 3 2 0 0 3 2
13 4 30 4 2 1 3 0 00O 0 00O
1 3 4 2 3430 0 0 1 4 0 00O
Zjistili jsme, Ze posloupnost ((1,3,4,2)%, (0,0, 3,2)?) je baze podprostoru U. Zavé-

rem poznamenejme, 7e U = ImA.
(e) Stejné jako v (d) si podprostor U vyjadifme jako fddkovy vektorovy prostor
jisté matice B, kterou upravime na odstupriovany tvar:

2 0 3 4 2 0 3 4 2 0 3 4
B=1|3 3 1 2|]~[0 3 4 1]~{[0 3 4 1
3 1 1 2 01 4 1 0 01 4
Tedy napiiklad posloupnost ((2,0,3,4)7,(0,3,4,1)7,(0,0,1,4)T) tvoif bazi pod-

prostoru U = ImB.
(f) Opét upravujme matici do jejiz fddku jsme sepsali generujici vektory pod-
prostoru U:

11 3 6 11 3 6 11
5 591 0] ~{0 0 0 5]~10 0
33 2 6 0 0 0 2 0 0

(e OO W

Vidime, ze bazi U tvoii napiiklad posloupnost ((1,1,3,6)7,(0,0,0,5)7). O

5.6. Spocitejte dimenzi podprostort z predchozi lohy.

Podle definice staci spocitat pocty vektoru baze, kterou jsme nasli v pfedchozim
piikladu:

(a) dimU =0,
(b) dimU =4,
(c) dimU =3,
(d) dimU = 2,
(e) dimU = 3,
(f) dimU = 2.

O

5.7. Najdéte néjakou bazi a urcete dimenzi C jako vektorového prostoru nad
télesem R.

Protoze C = {a + bi| a,b € R}, okamzité vidime, ze posloupnost 1,4 generuje C
nad R. Pfedpoklddame-li, ze a -1 4+ b - i = 0 pro néjaka redlna a,b € R, pak nutné
a =b =0, ¢imz jsme ovéfili, ze 1,7 je baze C nad R, tedy dimg(C) = 2. O

5.8. Rozhodnéte, zda dvojice komplexnich ¢isel 3 — 4, 2 + 3¢ tvoii bazi vektorového
prostoru C nad télesem R.

Diky tomu, Ze jsme v piedchozim pifkladu spocitali, ze dimg (C) = 2, stadi zjistit,
zda je dvojice 3 — 7, 2+ 3¢ linedrné nezavisld nebo generujici, zbyvajici vlastnost je
totiz podle Véty 2.19 dusledkem kazdé z nich. Ukazeme napiiklad, ze jde o linearné
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nezdvislou mnozinu. Jestlize 0 = a(3 — i) + b(2 + 3i) = (3a + 2b) + (—a + 3b)i, tedy
z realné i imaginarni ¢asti dostdvame jednu rovnici:

3a + 2b =0

—-a + 3b =0
zjevné hodnost 2, tedy pouze trividlni feseni.

Tim jsme dokazali, Ze je dvojice 3 — ¢, 2 + 3¢ linedrné nezavisld, tedy jde o bazi
C nad R. O

a fesime homogenni soustavu s matici 1 3) kterd ma

5.9. Vyberte z posloupnosti X = ((2,1,1,1)7, (4,2,1,3)7, (3,4,3,0)T, (1,3,4,2)7),
resp. Y = ((2,0,3,4)7,(1,3,1,2)7,(1,0,1,2)7) béze podprostori U = (X), resp.
V = (V) aritmetického vektorového prostoru Zj.

Nejprve si véimnéme, ze uz jsme v Piikladu 5.5(d),(e) bdze U i V hledali. Neslo
ovSem o béaze vybrané. Vyuzijme tedy spocitanych dimenzi a hleddme dvouprv-
kovou linedrné nezavislou mnozinu v U, tedy dvojici vektoru, které nejsou svymi
nasobky, coz ziejmé splituje napiiklad dvojice vektora (2,1,1,1)T, (3,4, 3,0)” nebo
(3,4,3,0)7, (1,3,4,2)T a tifprvkovou generujici mnozinu U, jiz je ziejmé celé Y. O

5.10. Vyberte z posloupnosti
X =((2,4,0,1,497,(4,3,0,2,3)",(1,2,3,4,0)7,(3,1,1,1,2)7, (4,3,4,0,2)")
bézi podprostoru U = (X) vektorového prostoru Z2 nad télesem Zs.

Pottebujeme si uvédomit, které vektory z daného seznamu jsou linedrni kom-
binaci predchozich. Sefadime si tedy vektory do posloupnosti a budeme zjisfovat,
které vektory jsou linedrni kombinaci pfedchozich ¢lentu posloupnosti. Nejprve si
tedy seradime vektory do fadkt matice, ¢cimz mame déanu posloupnost vektoru, a
tu budeme upravovat Gaussovou eliminaci dokud neziskdme odstupifiovanou ma-
tici. Jednd se tedy o posloupnost elementarnich dprav, kdy k nize polozenym
Ffadkum pricitdme vyse polozené Fadky, piipadné nelze-li ngjakym fadkem upra-
vit nize polozené fadky, pak takovy vektor) vyménime z nize polozenym vekto-
rem piehazujeme ndsob tvar. Pritom si fadky puvodni matice ozna¢ime fimskymi
Cislicemi a budeme zaznamendavat v8echna prehazovani radku a staci zjistit, kterym
Ffddkum puvodni matice odpovidaji nenulové ifadky Gaussovy matice.

Poznamenejme, Ze je podstatné, abychom neménili poradi téch vektoru, pomoci
nichz jsme upravovali vSechny néasledujici, tj. téch fadka matice, které uz jsme
pouzili k eliminaci nasledujicich. Takovy fadek uz totiz odpovida vektoru, ktery je
linedrné nezavisly na pfedchozich a jeho ptipadna zdmeéna za néktery z nasledujicich
vektoru pro ngj samoziejmé podminku linedrni nezavislosti na pfedchozich tadcich
nemusi zachovat. V daném piipadé nejprve pricteme vhodné nasobky prvniho radku
k ostatnim a poté prehodime druhy a tteti fadek, jimz stejnym zpusobem vynulu-
jeme paty a Sesty radek:

2 4 01 4 1 2 4 01 4 1 2 4 01 4 1
4 3 0 2 3 0 00 0 0O 0 00 3 1 3| dn
1 2 3 4 0| @wi|~]0 0 3 1 3] 4w|]~]0O0O0O0O0 i
31 1 1 2| 4w 001 2 1| 4w 00 0 0 0] 4w
4 3 4 0 2 v 00 4 3 4 v 000 0O v
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Ukazalo se, ze fadek ii je ndsobkem radku i a fadky iv a v jsou linedrni kombinaci
radkt i a iii. Naopak fadek iii neni linedrni kombinaci fadku i. Hledanou b&zi tvori

2 1

4 2
napftiklad prvni a tiet{ vektor posloupnosti X, tedy posloupnost ([ 0|, |3 [). O

1 4

4 0

5.11. Doplite linedrné nezévislou mnozinu B = {(2,4,0,1,4)7,(1,2,1,0,3)”} na
bazi aritmetického vektorového prostoru ZZ.

Piipomeiime, ze podle Dusledku 5.27 se fadkovy vektorovy prostor matice nezmé-
ni, upravime-li ji posloupnosti elementarnich rddkovych uprav. Seradime-li vektory
mnoziny B do fadku matice, kterou upravime na odstupnovanou matici, vidime, ze

(3300 w320 )

Nyni snadno doplnime matici na odstupiiovanou ¢tvercovou matici, jejiz vSechny
fadky jsou nenulové, napiiklad vektory standardni baze (i-ty pridame, pravé kdyz
i-ty sloupec matice neni bézovy) a pfitom si viimneme, ze:

2 4 01 4 2 4 0 1 4 2 401 4
01 00O 001 21 1 210 3
001 21]~]010O0O0~]0100TO0]=A
00 010 000 10 00010
0 0 0 01 0 0 0 01 0 0 0 01

Zejmé mé fddkovy prostor matice A dimenzi 5, proto je roven Z2. Tedy mnozina
{(0,1,0,0,0)%, (0,0,0,1,0)%,(0,0,0,0,1)*} doplituje mnozinu B na bazi Z2. O

5.12. Ovéite, ze B = ((1,4,3)7, (3,1,1)T) je baze podprostoru U = ((1,4,3)7,
(3,1,1)T) vektorového prostoru ZZ nad télesem Zs a najdéte soufadnice vektoru
(1,1,4)T vzhledem k bazi B. (1,4,3)T, (3,1,1)T

Okamzité z definice vidime, ze posloupnost B je linearné nezavisla, tedy jde o
bézi U. Nyni hleddme hodnoty z,y € Zs, které fesf vektorovou rovnici z- (1,4, 3)% +
y-(3,1,1)T = (1,1,4)7, kterou jsme fesili uz v minulé tloze. Zbyva tedy zpétnou

substituci dopotitat (jednoznacéné) fesent:
1 3|1 1 3|1
4 1|11 ~(0 1|3
3 1|4 0 0/0
Spoéitali jsme, ze soufadnice (1,1,4)7 vzhledem k bazi B jsou (Z) = <§> O
1 2 1
5.13. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektora M = (| 0], 1],|1]) béze vek-
2 1 1

torového prostoru Q? nad télesem Q.
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Podle pozorovani 5.61 z predndsky staci ovérit, zda je posloupnost linedrné
nezévisld ¢i zda generuje cely prostor Q* a to nastava pravé tehdy, kdyz je matice
1 0 2
A=12 1 1] regularni. Budeme tedy matici A upravovat:
1 11

1 0 2 1 0 2 1 0 2
21 1)]~(0 1 -3|~10 1 -3
1 1 1 01 -1 0 0 2
Zjistili jsme, 7e M je bazi Q>. 0O

5.14. Najdéte souradnice vektoru v vzhledem k bézi M z predchoziho ptikladu,

0 2 4
jestlize (a) v= 10 (b) v=|[1 (¢) v=1|{1
0 1 3
a 1 2 1
Hleddme aritmeticky vektor [vlyy = [ b ], abyv=a 0] +0[1] +c|1],
c 2 1 1
tedy budeme pocitat feSeni nehomogenni soustavy rovnic:
0 0
(a) Prov=[0] ziejmé [v]yy = | O
0 0
(b) Tentokrét je vektor v jednim z bazovych vektort baze M, proto bez pocitan{
0
vidime, ze [v]y = | 1
0
(c) Nyni obvyklym zpusobem spoéitdme jednoznacné feseni nehomogenni sou-
1 2 1 4 1
stavy smatici [ 0 1 1 |1 ]. Zjistili jsme, ze [V]ar = | 2 |. O
2 1 1 3 -1

5.15. Najdéte néjakou bazi podprostoru U = ((3,1,4,2)7,(2,3,5,1)7, (1,5,6,1)T)
aritmetického vektorového prostoru Z2 a dopliite ji bazi celého prostoru Zi.

I tentokrat muizeme vyuzit Dusledku 5.23 o fadkovém vektorovém prostoru ma-

31 4 2

ticeM= |2 3 5 1], pronizplati, ze U=ImMT”. Nejprve standardni cestou
1 5 6 1

upravime matici M na matici odstupniovanou:

3 1 4 2

2 35 1]~(0 0 0
1 5 6 1 0 0 0
Vidime, ze baze InM” = ImN” = U je tvofena napiiklad nenulovymi faddkovymi
vektory odstupiiované matice N. Tedy {(3,1,4,2)%,(0,0,0,1)T} je bdze U. Nyni
uz postupujeme stejné jako v piedchozi iiloze, doplnime nenulové fadky matice N
pomoci vektoru standardni baze, abychom dostali odstupnovanou regularni matici
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3 1 4 2 0 0 3 0
01 00 . 1 0 .. 1 0
001 o0l Tudiz posloupnost ol |1 doplituje posloupnost 4l lo
0 0 01 0 0 2 1

na bézi celého Z3. O
1 3 3 1

5.16. Uvazujme dvé posloupnosti vektoru M = (|2 |,|2])aN=([0],[3])
4 1 3 3

v linedrnim prostoru ZZ nad télesem Zs.

(a) Overte, ze je posloupnost M linedrné nezdvisla,

(b) dokazte, ze N C (M),

(c) spocitejte souradnice vektoru posloupnosti N vzhledem k bézi M,
(d) oveéite, ze N tvoii bézi podprostoru (M).

(a) Staci si vSimnout, ze jeden z vektoru neni ndsobkem druhého, tedy, ze ma

1 3
matice [ 2 2| mé hodnost 2.
4 1

(b) Ptdme se, zda jsou vektory z posloupnosti N linedrni kombinaci vektoru
z posloupnosti M, to znamend, ze se ptame, zda existuje feSeni soustav rovnic s

1 3] 3 1 3| 1
maticemi |2 2| 0] a |2 2| 3. Tuto dlohu muzeme pomoci Frobeniovy
4 1] 3 4 1| 3
1 3] 31 1 3
véty preformulovat na otdzku, zda jsou hodnosti matic [ 2 2| 0 3] a |2 2
4 1] 3 3 4 1

stejné, tedy podle (a) rovnd dvéma. To zjistime ovSem standardné Gaussovou eli-
minaci:

1 3] 31 1 3] 3 1 1 3] 3 1

2 2, 0 3|~[0 1] 4 1| ~(0 1| 4 1],

4 1] 3 3 0 4/ 1 4 0 0f 0 O

protoze je hodnost matice 2, plati, ze ze N C (M).
(c) Nyni méme najit feSeni soustav s maticemi uvedenymi v bodé (b). Obé pfitom
upravujeme stejné, proto pocitame obvyklym zpusobem s vyuzitim tuprav v (b):

1 3 3 1 1 3 3 1 1 0 1 3
2 2 0 3] ~10 1 4 1] ~1(0 1 4 1
4 1 3 3 0 0 0 0 0 0f 0 O
1
Stejné jako v 5.14 jsme zjistili, ze [ all3]lm=
3
(d) Stejnou uvahou jako v bodu ) nahlédneme, Ze je posloupnost N linedrné
nezdvisla, proto jde podle (c) o bézi podprostoru (M ). O

5.17. Ovéite, ze (3 — 5i,1 — 2i) tvoii bazi linedrniho prostoru komplexnich éisel C
nad télesem realnych cisel R.
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Protoze K = (1,4) je ziejmé baze C nad R, stac¢{ prejit k souradnicovym vek-

torim [3 — 5ilg = <_35> a [l —2ig = <_12> a u nich obvyklym zptisobem
nahlédnout, ze jde o bazi aritmetického vektorového prostoru R2, tj. véimnout si,
Ze je matice <_5 _12> regularni. O

5.18. Najdéte matice pfechodu:

1

(@) DR, o 15, e B = ()

> , <;)>) a K, je kanonicka baze v linedrnim

prostoru R? nad télesem R
(b) [1d]%; a [1d]¥, kde N a M jsou béze z tlohy 5.16,

(c) [Id]¥, kde N = (<}> ; <(1)> k bézi M = (<f> , <1>) jsou béze Z2 nad
télesem Zs.

(d) [1d]% a [Id]¥, kde K = (1,i) a L = (3 — 5i,1 — 2i) jsou baze C nad télesem
R.

(a) Postupujeme-li podle definice, vidime, Ze souradnice vektoru vzhledem ke
kanonické bazi jsou tytéz vektory a protoze matice [Id]%  obsahuje ve sloupcich
pravé souradnice vektoru bdze B vzhledem ke kanonické bazi, sta¢i do sloupcu

piepsat bézi B. Tudiz [Id]F, = ; ; )
Provedeme-li stejnou dvahu jako v Piikladu 5.74 z piednésky, potiebujeme na-
jednou vyTesit dvé soustavy rovnic s matici levych stran [Id]ﬁ2 = ; ;) a s vek-

tory pravych stran z baze K5. Tedy postupujeme stejné jako pii hledani inverzni

matice.
1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 3 -1
2 3 0 1 0 1 -2 1 0 1 -2 1

Spocitali jsme, ze [Id]5? = ([1]8,) " = < 2 _11>

(b) Protoze jsme v 5.16(c) nasli soufadnice vektorti baze N vzhledem k bazi M,

stacf je sepsat do sloupci, abychom dostali [Id]}; = }1 ?)

Obdobnou tvahou jako v idloze (a) tentokrat ovsem v soufadilicfch zjistime a
obvyklym zpisobem spoéitame, ze [Id]% = ([Id]}))~! = (}1 i’) = Ct i)

(c) Postupujeme-li podle definice , potfebujeme vyfesit maticovou rovnici [Id]JI‘(/[2 -
X = [Id]%z, kde X je pravé hledand matice piechodu [Id]¥ Staéf ndm tedy znamym
zpusobem spocitat

= ) e = (20 (09)=(0 3,
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(d) V tloze 5.17 jsme urcili soufadnice vektoru bdze L vzhledem ke K, proto

3 1
[Id]%(: -5 —

= - - (% 1) D

2). Nyni zbyva podobné jako v (a) a (b) nahlédnout a dopocitat,

1 2 3
5.19. Urcete nad télesy R a Zs hodnost matice A = [2 1 1] a matice AT a
1 4 3

dimenze prostori ImA, ImnA”, Ker A, Ker A7,

Podle Vét 5.82, 5.94 a definice hodnosti sta¢i spoc¢itat hodnost matice. Upra-
vujme tedy matici posloupnosti elementdrnich dprav nejprve nad télesem R:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
21 1)~10 -3 -5]~10 1 0
1 4 3 0 2 0 0 0 -5

Zjistili jsme, ze nad télesem R plati, ze rank(A) = 3, a proto
rank(A) = rank(A”) = dimImA = dim ImA” = 3.
Diky 5.94 je potom
KerA =3 —rank(A) =3 -3 = 0,Ker A” =3 — rank(A?) =3 -3 =0.
Podobné uréime hodnost A nad télesem Zs:

1 2 3
2
1

W ==

1
4
Tedy nad télesem Zjs je rank(A) = rank(A7) = dimImA = dimImA7 = 2

= a
Ker A = Ker AT =3 —rank(A) =3 -2 = O

5.20. Najdéte nad télesem Zs béaze prostorti ImA, ImA7 Ker A, Ker AT pro matici
A 7 predchozi tlohy.

7 odstupniovaného tvaru matice

1 2 3 1 2 3
2 1 1]~10 1 0
1 4 3 0 0 0
1 0
Okamzité vidime, ze [ 2], | 1| je baze InA”T a snadno spocitame bazické feseni
3 0

2
0 | homogenni soustavy s matici A, tj. bazi Ker A. Pro nalezeni béze Ker A”
1

faddkove upravime AT:

W N =
— =N
O NN
O N =
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1
Zpétnou substituci najdeme bazi | 4 | prostoru Ker AT. Zarovenn vidime, ze baze
1
1 0
ImA je napiiklad [ 2], [ 2 | (nebo kterdkoli jind dvojice linedrné nezévislych vek-
1 2

tora tohoto prostoru).

5.21. Urcete dimenzi pruniku podprostori U a V raciondlniho vektorového pro-

1 1 1 -1
storu Q% je-liU=(|2],(0])aVv=([1],(|-1]).
1 2 0 1
11 1 1
Snadno zjistime, ze dimU =rank([2 0])=2,dimV =rank(|1 -1])=2
1 2 0 1
11 1 1
adim(U+V)=rank([{2 0 1 -—1])=3, proto je diky Vété o dimenzi souctu
1 2 0 1

a pruniku podprostoru (5.98) dim(UNV) =dimU+dimV —dim(U+V)=1. O

—

0
2
1

N DN =

0
5.22. Jestlize U = ( , yaV = g ) podprostory

) ?

0
0
1
2

=N = O

[a—y

1 2
linedrniho prostoru Z3 nad télesem Zgz, spocitejte dimenze a najdéte baze podpro-
storu U, V, U+V, UNV.

—_

1 0 0
. N . 1 2 Ofy . . .
Nejprve snadno zjistime, ze posloupnost B = ( MR ) je linedrné
1 1 2
1 0 0
(s s .. 2 1 0 o
nezavisla, tudiz baze U a podobné je posloupnost C' = ( al:192]]1 ) linedrneé
1 1 2
nezavisld, a proto baze V. Protoze 3 < dimU + V < 4, stac¢i si v§imnout, ze
0 0 0
0 0 0 ., . .
vektor e, = ol = 1 + 9 lezi v U + V. To znamend, ze U 4+ V obsahuje
1 2 2

ctyiprvkovou linedrné nezavislou posloupnost B U (ey4), a proto dimU + 'V = 4.
Nyni zbyva pouzit Vétu 5.98, abychom zjistili, ze

dm(UNV)=dimU+dimV —dim(U+V)=3+3-4=2.

P#i pocitdni dimenzi jsme zjistili, ze je B baze U, dale C je bize V a napiiklad
kanonicka béaze je bazi U + V = Z3.
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Zbyvéa nejit bazi U N'V. Hleddme tedy vsechny vektory, které lezi zdroven v U
i ve V, coz si opét vyjadiime rovnici:

1 0 0 1 0 0
oo 12w 10 2o (2 o 12 ] 0 | ©
T 1 T2 1 T3 11 = Y1 9 Y2 9 Ys 9|
1 1 2 1 1 2
kterou opét upravime na

1 0 0 2 0 0 0
oo 12 e 19 e [ e (2] 2 [0 2 |0
Tl TP T T T T ] T o
1 1 2 2 2 1 0

Znovu pocitame vSechna reSeni homogenni soustavy s matici:

100 20 0 100200
p_|t 20120} fo20220|_
111111 011211
112 2 21 0120 21
10020 0 100200
0202 20 020220
“lo o110 1] oo 1101
002 211 00001 2

Nyni obvyklym zpusobem spoéitdme najit bazi podprostoru Ker D, napiiklad bazi
(1,2,2,1,0,0)7, (0,2,2,0,1,1)T. Zjistili jsme, ze:

1 1 0 0 1 0 0
2 1 2 0 2 1 0
Sl =122 =] 0o +O o]
1 1 1 2 1 1 2
a
0 1 0 0 1 0 0
1 1 2 0 2 1 0
i IO [ R e -2 el IR el S B B IR O D
0 1 1 2 1 1 2

Tudiz vektory (1,2,2,1)T a (0,1,1,0)” lezi v podprostoru U N V. Koneéné si

7 ) )

uvédomime, ze libovolné feseni soustavy lze napsat ve tvaru
ap - (]-a 27 27 17 07 O)T +az - (07 27 27 07 ]-7 1)T = (ala 2al + 2(12, 2&1 + 2027 ai, Az, aZ)Ta
kde ay,as € Zs, proto lze kazdy vektor z pruniku vyjadfit:

a; - (1, 1,1, D)7 + (2a1 + 2a5) - (0,2,1,1)T + (2a; + 2a») - (0,0,1,2)T =

=a;-(1,2,2,1) +as-(0,1,1,0).
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1
Tim jsme zjistili, ze kazdy vektor z podprostoru UNV lze napsat ve tvaru a; - ; +
1
0 1 0
1 2 1 . L
az- 4| tedy posloupnost ( R ) podprostor U NV generuje. Zjevné se
0 1 0

jednd o posloupnost linedrné nezavislou, tedy jde o bazi pruniku. Neni pfitom tézké
si uvédomit, ze vysledné vektory budou jisté linedrné nezavislé, jestlize jsme hledali
jejich soutfadnice vzhledem k bazim prostorua U a V.

Zéveérem si jesté vimnéme, Ze jsme soustavu nemuseli dopoéitdvat, nebot nam
stacilo najit soufadnice béaze reseni odpovidajici proménnym y; (tj. posledni 3
soufadnice) nebo z; (tj. prvni 3 soufadnice). O

5.23. Najdéte nenulovy redlny polynom stupné (nejvyse) 2, jehoz korenem je kom-
plexni ¢islo 3 — 1.

Staci kdyz uvazime, ze jsou vektory (3 —4)° =1, (3 —i)l =3—ia (3—1i)? =
8 — 67 nad télesem R nutné linedrné zavislé, tedy existuje trojice (ag,ai,az) €
R3\ {(0,0,0)}, pro niz ag + a1(3 — i) + a»(8 — 6i) = 0. Obdobnou tivahou jako
v predchozim piikladu zjistime, ze potfebujeme vytesit homogenni soustavu s ma-
.. (1 - e - .
tici (0 _31 _86> Snadno zjistime, ze fesenim je napiiklad trojice (ag, a1, as) =
(10, -6, 1), proto je komplexni ¢islo 3 — i kotenem polynomu z? — 6x + 10. O

5.24. Najdéte vSechny redlné polynom stupné nejvyse 2, jejichz kofenem je kom-
plexni ¢islo 3 — .

V predchozi uloze jsme si uvédomili, ze kazdy takovy polynom odpovida feseni
homogenn{ soustavy linedrnich rovnic s matici typu (2,3) hodnosti 2. Protoze je
mnozina v8ech feSeni podprostor dimenze 1, jsou hledané redlné polynomy tvaru
rz? — 6ra + 10r pro libovolné redlné r € R. O

5.25. Dokazte, Ze je mnozina Q[v/2] = {a + bv/2 + ¢¥/4| a,b,c € Q} podprostor
racionélniho vektorového prostoru R a navic, ze o - f € Q[v/2] pro kazdé o, €

Q[V2].
Staci pro libovolné d, a1, as, by, ba, ¢1,c3 € Q nahlédnout, ze
(a14+D1 V2+c1 VA) +(as+bs V245 V4) = (a1+az)+ (b1 +b2) V2+(c1+c2) V4 € Q[V2]
a dale, ze
d(ay 4+ b1 V2 4 ¢, V4) = day + dbyV/2 + dey V4 € Q[V2]

a konecné, 7e (ay + by v/2 + 1 V4) - (ag + b ¥/2 + 2 V/4) =

= (a1as42byca+2¢1by) + (arby +byas +2¢1¢0) V2 + (a1 ¢2+cras + by by ) V4 € Q[V2).
O
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5.26. Najdéte nenulovy racionalni polynom stupné (nejvyse) 3, jehoz kofenem je
redlné ¢islo 1 — /2.

Uvazujeme stejné jako v tloze 5.23. Opét si viimneme, 7e dimQ(Q[\S/ﬁ]) < 3,
proto jsou vektory (1—+/2)° =1, (1 - ¥/2)! =1-+/2, (1-V/2)2 =1-2V2+ V4
a(l— %)3 = —1—3+/2+3+y/4 nad télesem Q linedrné zavislé. Najdeme tedy opét
netrividlni feseni vektorové rovnice

ap + a1 (1 — V/2) + ag(1 — 2V/2 + V/4) 4+ ag(—1 — 3V/2 4+ 3V4) =0,
kterd vede na homogenni soustavy linedrnich rovnic s matici
1 1 1 -1
0 -1 -2 -3
0 O 1 3
Vidime, 7e fesenfm je ¢tvefice (ag,ay,as,as) = (1,3, —3,1), tudiz je ¢islo 1 — /2
kofenem polynomu z3 — 322 + 3z + 1. O

6. LINEARNI ZOBRAZEN{

6.1. Necht f : Z% — Z% je zobrazeni dané predpisem f(v) = <£1L ; g) " V.

Rozhodnéte, zda jde o lineadrni zobrazeni.

Na piednésce jsme si uvédomili, ze diky Tvrzenim 4.18 a 4.20 zobrazeni dané
nasobenim sloupcového vektoru (tedy matice typu (n,1)) matici spliuje axiomy
linedrniho zobrazeni, tedy

A(u+v)=Au+Av a A(r-u)=r-A(un)
pro kazdé u,v € Z2 a r € Zs. O

Oznatujme K, kanonickou béazi libovolného aritmetického vektorového prostoru
T™ nad télesem T a jeji i-ty vektor e;.

6.2. Najdéte matici linearniho zobrazeni f 7 pfedchozi dlohy vzhledem

(a) ke kanonickym bédzim K3 a K,

1\ /1\ /1
(b) kbazi B=(|1],[1],[0])a K,
1/ \o/ \o

(©) kbéziBaC’:(@),(g),

(a) Podle definice nejprve potiebujeme zjistit soufadnice vektoru f(e;) vzhledem
ke kanonické bazi prostoru ZZ:

el = 1(1) 1w = (7).
el = 1(3) e = (3)
el = 1(3) 1w = (3)
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Nyni zbyva souradnicové vektory usporadat do sloupcu matice linearniho zobrazeni

vzhledem ke kanonickym bézim [f]K3 = 411 ; g) =A.

(b) Opét postupujeme podle definice a dostavame souradnice

i i b= (1 3 3): i -(3).

~
—
O = =
=

[V

I

N
—
N
w N
N
O = =
I

N\
w o
~

1 1
4 1 2 4
(9 (-0
0
Zjistili jsme, ze [f]}, = G g 411>
B

(c) Tentokrat vyuzijeme Tvrzeni 6.15 muzeme vyjédfit hledanou matici [f]2
jakou soucin matic: [f]8 = [1d]5® - [f]1E. = ([Id]Kg) - [f]%,. Pfimo z definice

[\V]
ja]

ur¢ime matici prechodu [Id <3 > . Obvyklym zpusobem nyni pocitame

soucin [f]8 = (g g) ( 411>

2 3 2 0 4 3 1 3 1 1 0 2 1 2

3 0 |1 31 0 3 330 0 1 |1 1 0)°
Spoéitali jsme, ze [f]8 = (2 1 2). O

6.3. Pro linedrni zobrazeni f z piedchozich dvou piikladi najdéte bazi podprostoru
Ker f a Imf a soutadnice baze Ker f vzhledem k bazi B z predchozi dlohy.

Piipomerime, 7e Ker f = {v| f(v) = 0} = {v| Av = 0}. Tedy Ker f je prave
mnozina vSech feseni homogenni soustavy s matici A, tj. Ker f = Ker A. Snadno

2 2
spocitdme, ze Ker f = (| 0 | ), tudiz | 0 | je baze Ker f.
1 1

Vezmeme-li libovolnou generujici mnozinu G vektorového prostoru Z$ (napiiklad
kanonickou bézi), potom f(G) tvoif generujici mnozinu podprostoru Imf = f(Z3).
Vidime, 7e £((1,0,0)7) = (4, 1)7, £((0,1,07) = (1,27 a £((0,0,1)") = (2,3)",
tj. obrazy vektora kanonické baze tvoii pravé sloupce matice A. To znamend, ze
Imf =ImA = ((i) , (;) , <§>> = Z2. Dimenze Imf je jak vime také podle Véty
o dimenzi jadra a obrazu 5.94 rovna 3 —dim Ker A = 2 a bézi Imf je tudiz libovolna
béze 7%, napiiklad kanonickd béze.
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Pro nalezeni souiadnic baze Ker f vzhledem k B muzeme bud obvyklym zpuso-
2

bem spocitat souradnice nalezeného vektoru | O |, coz znamend vyfesit nehomo-
1

genni soustavu rovnic, nebo mizeme vyuzit Tvrzeni 6.25, podle néjz staci najit

2 0 4

bazi homogenni soustavy rovnic s jiz nalezenou matici | f],'@2 = ) To je

1 3 1
zjevné velmi snadné a vidime, ze souradnicovym vektorem baze Ker f vzhledem k
3
B je naptiklad vektor | 2 . O
1

6.4. Necht g : R2 — R? je zobrazeni uréené predpisem
g((x1,22)) = (w1 + 2w, 4x1 — To,212).
Dokazte, ze se jedna o linedrni zobrazeni.

Snadno zjistime, ze lze predpis definujici zobrazeni g vyjadrit jako sou¢in matice a

1 2
aritmetického vektoru: g( <§1>) =4 -1 <i1> Proto jde o linedrn{ zobrazeni.
2 2
0 2

6.5. Najdéte matici vzhledem ke kanonickym béazim linedrniho zobrazeni g z pred-
choziho piikladu.

Postupujeme stejné jako v Piikladu 6.2. Staci tedy dosadit vektory kanonické

1 2
béze do g a sefadime je do sloupct matice [9]112 =14 -1]. O
0 2
1 3 1 1 6
6.6. Méjme A = ( , ) bézi prostoru ZZ a B = ([1],[0],[0]) bazi
4 1 2 3 5
prostoru Z3. Najdéte matici linedrntho zobrazeni h : Z2 — Z3 vzhledem k bdzim A
1 3
a B, zname-li matici h vzhledem ke kanonickym bézim [h]gg =14 0
2 6

Dvoji aplikaci Tvrzeni 6.15 mizeme vyjadiit hledanou matici [h]4 jakou souéin
matic:

(M5 = Ld]5" - W]k, = Mdl5* - [R]R2 - Ld]k, = (Ld]R,) " - [A]R2 - Ld]k,.
Snadno urcime pfimo podle definice matice pfechodu od kanonické baze k bazi A

resp. B, tj. do sloupecku sepiSeme bazi A resp. B:

1 3 1 1 6
g = (3 1), maz = {10 0
2 3 5
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Dokonc¢eni ulohy je uz jen rutinnim pocitdnim s maticemi:
1

116\ /13 13 116 6 6
[h]§:100-40<41—100-45
2 35 2 6 2 35 5 5

Nyni sou¢in matic dopoc¢itame standardnim postupem:
0 0 |4 5

~ 1 6 |2 1)~
3 5 |4 2

5

0

6

1
0
0

6.7. Bud A= ((1,1,1)%,(1,0,1)7(1,1,0)T) béze vektorového prostoru Zj a B =
((1,2), (1,17)) béze vektorového prostoru Z3. Najdéte maticf linedrniho zobrazent

¢ @ Z3 — 72 vzhledem ke kanonickym bézim, mé-li matici [¢)]8 = <; } (1)>
vzhledem k bazim A a B.

S = O
_= o O
Ut O =~

1
0
0

Zjistili jsme, ze [h|g =

Postupujeme stejné jako v predchozi uloze s vyuzitim Tvrzeni 6.15:

1 1 1
1 1 1 10
[Wlhe = [1d]%, - W) - [1d]5° = 1 o0 1
2 1 2 1 1 11 0
¢ é Amy ° o an f K 01 2
a nékterym ze znadmych zpusobu dopocitdme [1)] K= 01 0) 0

6.8. Uvazujme prvnf derivaci ()’ na linedrnim prostoru redlnych polynomu Rz], =
{Zfzo a;zt| a; € R} stupné menstho nez 4 a oznatme K = (2°,21, 2% 2%) bazi
R[z]4. Z matematické analyzy vime, Ze je ()’ linedrni zobrazeni.

(a) Najdéte matici [()']%,

(b) urcete jadro Ker()" a Im()’,

(c) je-li néjakd B béze R[z]4, najdéte nejmensi n pro které ([()']8)" = 0.

(a) Staci derivovat jednotlivé polynomy baze K a uréit soufadnice derivaci vzhle-
dem k této bazi:

0 1 0
(@) = 00k = [ o |» 16T = B = | o | 1@ = 2ol = | o],
0 0 0
0 01 00
(@) = 3% = | g [ edy 015 = [0 o &
0 0 0 0 O
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(b) Odpovéd dostaneme bud’ elementdrn{ ivahou na plidé matematické analyzy,
kterd iikd, ze nulovou derivaci maji pravé konstantni funkce, tedy Ker()' = (z9),
a obrazem polynomu stupné mensiho nez 4 jsou pravé polynomy stupné mensiho
nez 3, tedy Im()’ = (z°, 2, 22), nebo ty7 vysledek mizeme vyéist v souradnicich
vzhledem ke K z matice [()']5 pomoci Tvrzen{ 6.25.

(c) Uvédomime-li si, Ze slozenim n derivac{ dostaneme derivaci n-tého stupné, tj.
(O™ = )™ a pripomeneme-li si, ze (R[z]4)™ = 0, pravé kdyz n > 4, pak staci
jen opakované vyuzit Tvrzeni 6.15, abychom zjistili, ze

([013)" = ((OHME) = (0B =0 & n>4.
To oviem znamend, Ze nejmens{ n pro které ([()']5)" =0 je n = 4. O

6.9. Najdéte matici linedrniho zobrazeni ¢ vektorového prostoru R? vzhledem ke
kanonickym bazim, vite-li, ze ¢((1,2)1) = (3,0)T a ¢((2,1)T) = (3,3)T.

Protoze B = ((1,2)7,(2,1)T) tvoii bazi R?, zaru¢uje ndm Tvrzeni 7.4, ze dand
podminka urcuje linearni zobrazeni f jednoznacné, a bezprostiedné z definice do-

staneme matici [@]ﬁz = <3 3) Daéle postupujeme obvyklym zpusobem:

0 3

[eliz = eIk, - [d]5° = [¢lek, - (1d]R,) ™" =

(6 -6)E -6

2 31 4
6.10. Jelli [1 1 2 5| matice linedrntho zobrazen{ f : Z* — Z3 vzhledem k
1 2 6 6
1

bazim M = ((1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1)T,(1,0,0,0)T) prostoru Zs a N =
((3,1,4)7,(3,3,0)T,(2,1,6)T) prostoru Z2. Uréete dimenze jidra Ker f a obrazu
Imf.
2 3 1 4
Nejprve standardni cestou uréime hodnost matice [f]¥ = [1 1 2 5] a
1 2 6 6

zjistime, ze h([f]arn) = 2. Nyni vyuzijeme Tvrzeni 5.94, které 1ikd, ze dim(Imf) =
h([flun) = 2 a ze dim(Imf) + dim(Ker f) = dim(Z3}) = 4. Proto dim(Ker f) =
4 — dim(Imf) = 2. O

7. DETERMINANTY

7.1. Spocitejte nad télesy Q, R, Z5 a Z; determinant matice A = (i’ ;)

Postupujeme piimo podle definice. Rozmyslime si, ze S» = {Id, (12)}. a proto
det(A) =3-2—1-1= 75 nad télesy Q, R. Obvykla dvaha o pocitani v télesech Z,
nadm umozni vyuzit vysledku spoéitaného v télese redlnych (¢i racionalnich) éisel,
ktery nakonec staci upravit modulo p. To znamend, ze det(A) = (5)mod 5 = 0 nad
telesem Zs a det(A) = (5)mod 7 = 5 nad télesem Z7. O
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1 21
7.2. Spocitejte nad télesy Q, R, Z5 a Z; determinant matice B= (4 0 3
2 31

I tentokrat budeme fakticky postupovat podle definice. Sudym permutacim Id,
(123) a (132) z S3 odpovidaji po fadé souciny 1-0-1,2-3-2 a1-4-3 (vzdy bereme
nejprve hodnotu z prvntho fddku, poté z druhého a nakonec z tietiho) a lichym
permutacim (12), (13) a (23) odpovidaji sou¢iny 2-4-1,1-0-2a 1-3-3, proto

1 21
det(B) =det([4 0 3])=1-0-1+2-3.241-4-3—(2:4-1+1-0-2+1-3-3).
2 31
Tedy det(B) = 7 nad télesy Q, R, det(B) = 2 nad télesem Zs a det(B) = 0 nad
télesem Zr. O

7.3. Rozhodnéte, zda je nad télesy Q, Zs a Z; reguldrni matice:

1 2 1 2 2 3
A=(2 1 0|,B=|1 3 2|,A BaA®>.
1 4 4 113

Diky Tvrzeni 7.22 staci zjistit, zda jsou determinanty jednotlivych matic nenu-
lové. Spocitejme nejprve determinanty matic A a B:

121 1 2 1 -
detA=det (2 1 0)=det| 2 1 0 :det<_3 _4>=—5
14 4 -3 -4 0

nad Q, det A =0 nad Zs a det A = 2 nad Z7, coz znamend, ze je A reguldrni nad
Q a Z7 a A je singularni nad Zs. Podobn

¢

2 2 3 2 0 3 9 3

detB=det |1 3 2| =det|1 2 2 :2-det< >:
1 1 3 1 0 3

nad Q, det B =1 nad Zs a det B = 6 nad Zr, tedy B jr regularni nad vSemi télesy
Q, Zs a Zr. Pouzijeme-li Vétu 7.26, kterd iiké, 7e det(A -B) = det(A)-det(B), pak
vidime, Ze det(A - B) # 0 pravé kdyz det A # 0 a det B # 0. TudiZ matice A - B je
reguldrni nad Q a Z7 a neni regularni nad Zs. Konecné indukénim rozsifenim Véty
7.26 dostaneme, ze det(A55%) = det(A)>35, a proto je matice A®®® reguldrni pravée

nad télesy Q a Zr. O
7.4. Urcete nad télesy Q, R, Z5 a Z7; determinanty matic
34 4 2 1 0 00 11
0 2 4 0 3 0 2 40 3
C:=|(0 0 4 3 2 a C,=|0 0 4 3 2
0 00 11 34 4 21
0 0 00 2 0 0 00 2

Determinant matice C; = (¢;;) muzeme opét spocitat podle definice, uvédomime-
li si, ze pro kazdou neidentickou permutaci ¢ € S bude existovat aspon jedno 7,
pro néz j > o(j), a proto cjs(;) = 0 a cip(1) - == - Cs4(5) = 0. Tedy determi-
nant Gaussovy ¢tvercové matice C; je pravé soucin hodnot na hlavni diagonile, tj.
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det(Cy) = 3-2-4-1-2 = 48 nad telesy Q a R, det(C;y) = (48)mod 5 = 3 nad
télesem Zs a det(Cq) = (48)mod 7 = 6 nad télesem Z;.

Nyni si vSimnéme, ze matici Cs dostaneme z matice C; vyménou 1. a 4. fadku.
Proto podle Tvrzeni 7.18 a 7.19 je det(C3) = — det(Cy), tudiz det(Cs) = —48 nad
telesy Q, R, det(Cz) = (—48)mod 5 = 2 nad télesem Zs a det(Cy) = (—48)mod 7 =

1 nad télesem Zr. O
1 0 2 1
ar y . . 11 0 3
7.5. Spocitejte nad télesy Q, R, Zs a Z7 determinant matice D = 02 1 2
1 2 3 4

Piipomenme, ze Tvrzeni 7.18 a 7.19 nam fikaji, jak se zméni determinant ma-
tice, provedeme-li nékterou z tadkovych tprav. V piedchozi tloze jsme si navic
uvédomili, Ze je velmi snadné urcit determinant Gaussovy matice jako sou¢in hodnot
na hlavni diagondle. Budeme-li tedy standardnimi prostfedky pomoci elementarnich
uprav radku prevadét matici D na jeji Gaussovu matici, budeme v kazdém kroku
zndt, jak jsme puvodni determinant zménili. Tedy upravujme a pocitejme:

1 0 2 1 1 0 2 1
1 1 0 3 01 -2 2
det(D) = det( 02 1 2 ) = det( 02 1 2 )
1 2 3 4 02 1 3
1 0 2 1 1 0 2 1
01 -2 2 01 -2 2
= det( 00 5 -2 ) = det( 00 5 -2 )y=1-1-5-1=5.
00 5 -1 00 0 1
Tedy zjistili jsme, ze det(D) = 5 nad télesy Q, R, det(D) = 0 nad télesem Z; a
det(D) = 5 nad télesem Zs. O
1 0 2 1
e . . . 0 030
7.6. Spocitejte nad télesy Q, R, Zs a Z; determinant matice G = 1 4 1 9
2 2 40

Tentokrat k vypoctu pouzijeme Tvrzeni 7.18 Vétu 7.32 a budeme determinant
rozvijet podle 2. radku:

0 21
det(G) = (=1)*™-0-det([4 1 2])+ (=1)>"2-0-det(
2 4 0
0
+(=1)**3 - 3 - det( 4
2

)=-3.(1-1-2-1-4.2-1-2.2) = 30.

O = N =

1 0
=-3-det(|1 4
2 2

)

Tedy jako obvykle det(G) = 18 nad Q a R, det(G) = 3 nad Z; a det(G) = 4 nad
Zs. O
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Poznamenejme, ze jsme determinanty ani dalsi cleny rozvoje, které prislusi nu-
lovému prvku z fadku, podle néjz determinant rozvijime, viibec nemuseli psdt. Navic
si uvédomme, Ze tato metoda je vhodnd pravé v piipadé, kdy néktery z fadku nebo
sloupcu, vyuzijeme-li pozorovéani obsahuje ,;hodné”nul.

1 3 -3 1 1
3 2 7 5 -9
7.7. Spocitejte determinant maticce H= 12 1 —1 2 0 | nad télesem ra-
1 2 2 1 -1
2 -1 3 2 7

cionalnich ¢isel.

V matici H sice zadny radek ani sloupec neobsahuje vétsi pocet nul, oviem
prvni a ¢tvrty sloupec se lisi jen na jedné pozici. Vime, ze odecteme-li od jednoho
z téchto sloupct druhy, nezméni se podle Tvrzeni 7.19 hodnota determinantu. Po

této dpravé uz ovSem muzeme pouzit metodu rozvoje podle sloupce (tedy Vétu
7.32):

1 3 -3 1 1 0 3 -3 1 1
3 2 7 5 -9 -2 2 7 5 =9
det(H) =det(|2 1 -1 2 0 [)=det(f0 1 -1 2 0 [)=
1 2 2 1 -1 0 2 2 1 -1
2 -1 3 2 7 o -1 3 2 7
3 -3 1 1
1 -1 2 0
- (_1) ) (_2) 'det( 2 9 1 —1 )
-1 3 2 7

Nyni ode¢teme od prvniho fddku upravené matice trojnasobek druhého radku. Na
prvnim fadku zustanou dva nenulové prvky, podle nichz determinant rozvedeme a
snadno dopocitame:

3 -3 1 1 0 0 -5 1
1 1 2 0 1 1 2 0
det(H) = 2 - det( 5 9 1 _1 ) =2 -det( 9 9 1 1 )=
1 3 2 7 1 3 2 7
1 -1 0 1 -1 2
=2.(=5)-det([ 2 2 =-1])—-2-1-det([ 2 2 1])=
-1 3 7 -1 3 2
=-10-(14—1+3+14)—2-(4+1+12+4+4—3) = —344.
O
1 1 0
7.8. Rozhodnéte pro kterd redlnd a jsou redlné matice P(a) = [a 1 a |, Q(a) =
1 a O

a -1 -1
a—1 1 1 ],P(a) Qa)aP(a)®® - Q(a)®*™ reguldrni.
a+1 1 0
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1 1 0
Nejprve spocitdme determinanty det(P(a)) =det |a 1 a| =a—a? a
1 a O
a -1 -1 20—1 0 O
det(Q(a)) =det [a—1 1 1 | =det|{a—-1 1 1] =1-2a.
a+1 1 0 a+1 1 0

Véta 7.22 z prednasky fika, ze je matice reguldrni, praveé kdyz je jeji determinant
nenulovy. Determinanty matic P(a) a Q(a) uz jsme spocitali, zbyva ndm s vyuzitim
Véty 7.26 spocitat det(P(a) - Q(a)) = det(P(a)) - det(Q(a)) = a(l — a)(1 — 2a).
Vidime, ze je matice P(a) reguldrni, pravé kdyz a € R\ {0,1}, matice Q(a) je
reguldrni, pravé kdyz a € R\ {%} a souc¢in P(a) - Q(a) je reguldrni, pravé kdyz
aeR\{0,5,1}.

Kone¢né indukéni aplikaci Véty 7.26 dostavame, ze

det(P(a)®" - Q(a)®™) = det(P(a))*" - det(Q(a))*™ = a**"(1 — a)*"(1 — 2a)3™.

Protoze polynom a?*"(1 — a)?*7(1 — 2a)*™* v proménné a nem4 jiné koteny nez
0, £, 1, vidime, ze je matice P(a)?®7 - Q(a)3™ reguldrni opét pravé tehdy, kdyz
a€R\{0,1,1}. O
2z z+3 2x+1
7.9. Rozhodnéte pro kterd z € Zs je matice | x +4 3z + 2 3 nad télesem
z+1 x 4x
Zs singularni.

2x r+3 2r+1

Opét spocitdme determinant matice A(z) = |z +4 3z +2 3 , nejprve
r+1 x 4x
pricteme tieti sloupec k druhému a pak rozvedeme podle tietiho fadku:
2z z+3 2x+1 2z 3z+4+4 2z+1
det [z +4 3z+2 3 =det |z +4 3z 3 =
r+1 T 4x z+1 0 4z

=(x+1)- >+ +2) +4z- (32 +4x+4) =2 + 22 + 4z + 2.
Stejné jako v predchozi uloze potiebujeme najit x € Zs, pro néz je hodnota
det(A(z)) = 23 + 2? + 4z + 2 = 0, coz snadno zjistime dosazovénim jednotlivych
prvki télesa Zs:
det(A(0)) = 2, det(A(1)) = 1°+17+4-1+2 = 3, det(A(2)) = 2°+27+4.24+2 =2,
det(A(3)) =3 +3>+4-34+2=0, det(A(4)=4>+4>+4-442=3.
Zjistili jsme, Ze je matice A(x) singuldrni, pravé kdyz je z = 3. O

7.10. Vyfeste nad realnymi ¢isly soustavu rovnic Ax? = (1,0,0)% s redlnym pa-
20+1 a 2a
rametrem a, kde A = a 1 a+1
2a 0 2a

Pro pocitani pouzijeme Cramerovo pravidlo, tedy Véty 7.28 z prednasky. Nejdrive
uréime det A = 2a - (a + 1). To znamend, ze Cramerovo pravidlo mizeme vyuzit
pro parametr a € R\ {0, —1}, t.j. je-li matice A reguldrni. Dile uréime determinant
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matic A;, které vzniknou z matice A nahrazenim i-tého sloupce sloupcem pravych
stran vektorem, tedy (1,0,0)7:

1 a 2a 2a+1 1 2a
det Ay =det |0 1 a+1] = 2a, det Ay = det a 0 a+1) =2aa
0 0 2a 2a 0 2a
20+1 a 1
det A3 = det a 1 0] =—-2a.
2a 0 0

Nyni pomoci Véty 7.28 spocitdme hodnotu i-té nezndmé jako z; = (det A)~! -

det A;. Tedy z1 = xo = %(?17’11) = #1 ax3 = % = —alﬁ. Konecné stan-
dardnim postupem zjistime, ze soustava pro a = —1 nema feseni a pro a = 0 lezi
vSechna feseni v mnoziné (1,0,0)T + (((0,1, —1)). O

8. KONGRUENCE CELYCH CISEL A EUKLIDUV ALGORITMUS

Necht a, b jsou dvé pfirozend ¢isla. Piipomenime Euklidiv algoritmus hled4ni
nejvétsiho spolecného délitele ¢isel a a b:

gcd(a,b)

if b = 0 return a

else return ged(b, a mod b)

Postupné tedy pocitame hodnoty a;, kdy ag = a a a; = b, pro néz plati a;, =
(a;—1)mod a;. Tedy vime, Ze existuje takové ¢; € N ze a; 1 = qa; + a;11 a
aj+1 < a;. Algoritmus skonéi, kdyz a,+1 = 0, potom a,, = ged(ag, a1)-

8.1. Najdéte pomoci Euklidova algoritmu
(a) ged(4116,2849),
(b) ged(71000 — 1, 7999 1),

(a) Mezivysledky v béhu Euklidova algoritmu budeme stejné jako vyse oznacovat
;e

ap = 4116,

ap = 2849,

ay = 4116 — 2849 = 1267,

az = 2849 — 2. 1267 = 315,

aq = 1267 — 4 - 315 = 7 =gcd(4116,2849),

a5 =315 —45-7=0.

Spocitali jsme, ze nejvétsi spolecny délitel cisel 4116 a 2849 je 7.

(b) Vsimnéme si, ze 7- (7999 — 1) — (7'%9° — 1) = 6 a oznaéime ¢ = ged(7'°%0 —
1,799 — 1) a d = ged(6, 7% — 1). Protoze jisté ¢|7°%° — 1 a ¢|719%° — 1 plati, ze
|6 =7- (799 — 1) — (71990 — 1). Tedy c je spolecny délitel ¢isel 6 i 799 — 1, proto
cld.

Naopak ¢islo d déli hodnotu 6 i 7999 — 1, proto déli i &slo (71090 — 1) = 7-
(7%99 — 1) — 6, tudiz d|c. Vidime, Ze misto ged(719%0 — 1,799% — 1) staci spocitat
ged(6, 7999 —1). Protoze oviem obecné a"*' —1 = (a—1) }_I'; a’ a v nasem pifpadé
7999 1 = (7 1) Y20 7, vidime, 6/7%%° — 1, a proto ged (7109 — 1,799 — 1) =
ged(6,799% — 1) = 6. O

Na bodu (b) pfedchoziho piikladu si lze snadno uvédomit, ze obdobné funguje
indukéni krok dikaz Euklidova algoritmu.
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8.2. Za predpokladu, ze pro vsechna a,b,¢ € N plati podminka c¢/a a ¢/b —
¢/NSD(a,b), dokazte, ze Euklidiv algoritmus pro nalezeni nejvétsiho spole¢ného
délitele dvou ptirozenych ¢isel pracuje spravné.

Budeme pouzivat znateni mezivysledkii Euklidova algoritmu zavedené vyse.

Nejprve si véimnéme, Ze a,, = ged(an,_1,a,), nebot a,/a, 1 a poté dokdzeme,
ze ged(ay, aipq) = ged(a;_1, a;).

Polozme ¢ = NSD(a;—1,a;) a d = NSD(a;, a;+1). Protoze d/a; a d/a;+1, plati,
ze d/q-ai+ aj41 = a;—1, tudiz d/c. Podobné nahlédneme, ze ¢/a;+1 = a;—1 — q - ai,
tedy ¢ = d. Tim jsme ovérili, ze

an, = ged(an, an—1) = -+ = ged(az, a1) = ged(aq, ag).

8.3. Najdéte pomoci Euklidova algoritmu celd ¢isla z a y, aby x bylo kladné a
(a) 30z + 101y =1,
(b) 18z + 25y = 1.

(a) Nejprve si viimnéme, ze ¢islo 101 je prvocislo, tedy nejvétsi spolecny délitel
¢isel 30 a 101 je zcela jisté roven jedné. Eukliduv algoritmus na nalezeni nejvétsiho
spolecného délitele ¢isel 30 a 101 nam tedy samoziejmé musi dat vysledek 1. Piesto
ho pouzijeme a budeme vénovat pozornost vztahu predchozich a nasledujicich prvki:

ag = 101,

a; = 30,

az =101 — 330 =11,

a3 =30—-2-11=28,

a4 = 11-8= 3,

a5 =8—-2-3=2,

ag =3 —2=1=ged(101, 30).

Vidime, 7e kazdé a;+1 je celo¢iselnou kombinaci prvku a; a a;—1, budeme-li po-
stupné dosazovat pfedchozi vyjddieni do nésledujicich vyrazi, dostaneme kazdé
a;+1 jako celoc¢iselnou kombinaci prvkl ag a az:

as =11 =101 — 3 - 30, (to je vyjddfeni vyuzivajici pfimo hodnot 30 a 101)

a3=8=30—-2-11=30—2-(101-3-30) = 7-30—2-101, (dosadime jen za 11)

a,=3=11-8=(101-3-30) — (7-30—2-101) =3-101 — 10 - 30,

a5 =2=8-2-3=(7-30—2-101) —2-(3-101 —10-30) = 27-30 — 8- 101,

ag=1=3-2=(3-101-10-30) — (27-30 —8-101) = 11 - 101 — 37 - 30.

Nasli jsme feseni x = —37 a y = 11, které ovSsem nevyhovuje pozadavku na
kladnost 2. Upravime-li rovnost

1=11-101—37-30+c-101-30 — cc- 101 -30 = (11 + 30c) - 101 — (37 + 101¢) - 30

vidime, ze fesenim ulohy jsou hodnoty z = —37 — 101c a y = 11 + 30c¢ pro kazdé
celé c¢. Zvolime-li ¢ = —1 dostdvame vyhovujici feSeni © = 64 a y = —19.

(b) Protoze ged(18,25) = 1, zaru¢uje nam Eukliduv algoritmus existenci pozadovanych
¢isel z,y € Z. Eukliduv algoritmus pouzijeme (podobné jako v pfedchozi uloze) i k
jejich nalezeni:

ag = 25,

ap = 18,

ay =7=25—-18,

a3=4=18-2-7=18-2-(25-18) =3-18 — 225,
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a,=3=7-4=25—-18—-(3-18—-2-25)=3-25—-4-18,
as =ged(25,18) =1=4-3=3-18—-2-25—-(3-25—-4-18) =7-18 —5-25.
Vidime, ze x =7 ay = —5. ]

Hodnotam z a y,které jsme nasli pomoci Euklidova algoritmu se obvykle fika
Bezoutovy koeficienty. V nésledujici tloze ukdzeme, ze lze nalezeni Bezoutovych
koeficientu snadno formalizovat rekurentnim vzorcem.

8.4. Uvazujme hodnoty ap > a1 > -+ > a1 > a; > ...a, = ged(ag,ar)
ziskané béhem Euklidova algoritmu, tj. a;—1 = ¢;a; + a;+1 a apla,—1. Definujme
posloupnosti z; a y; tak, ze zg = y1 = 1, 1 = yo = 0, a pro ¢ > 1 polozme
Tipl = Tiol — Ti -G & Yiy1 = Yi—1 — Yi - ¢;- Dokazte, 7e a; = x; - ap + y; - ay pro
kazdé i = 0,...,n, a specidlng, ze gcd(ag,a1) = T, - ap + Yp - a1-

Platnost formule a; = z; - ag + y; - a; dokdzeme indukci podle 1.

Proi=0,1 dostavame xg -ag +yo-a1 =1-a9+0-ay =ag ax1-ap+y1 a1 =
O-ag+1-a1 =ay.

Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro : — 1 a i, tedy, ze plati

Aj—1 =Tj—1 Ao+ Yi—1-a1 A& G ==T; G +Y; A1

a dokdzeme, ze tvrzeni plati i pro ¢ + 1. Dosadime-li do (obecné platného) vyrazu
a;+1 = a; - ¢; — a;—1 hodnoty a; a a;—; z indukéniho predpokladu, dostaneme

Aiy1 = (Ti-ao+yi-a1) ¢ —Ti—1-ao + Y1 a1 =

= @i-1— @i i) a0+ (Yi—1 — Yi " @) - a1 = Tiy1 - Ao + Yit1 - a1
Tedy air1 = Ti+1 - ao + Yiq1 - @1, COZ jsme méli oveérit. O

8.5. Najdéte feseni rovnice 30z = 1 (mod 101).

Hledame celd = a y, aby 30z + 101y = 1. Tuto tdlohu jsme ovsem fesili v Prikladu
8.3, tedy 11-101 —37-30 =1 a 30 - (—37) = 1 (mod 101), proto z = —37. O

8.6. Najdéte celd cisla x a y, aby

(a) gcd(891,473) = 891z + 473y,
(b) ged(4321,1234) = 4321z + 1234y.

(a) Polozime ap = 891 a a; = 495 a pocitdme stejné jako v tloze 8.3:

as = 418 = 891 — 473,

a3 =55 =473 — 418 = 473 — (891 — 473) = 2-473 — 891,

ay =33=418—7-55=(891 —473) —7-(2-473 —891) = 8-891 — 15 - 473,

a5 =22=55-33=(2-473—891) — (8-891 — 15-473) = 17-473 — 9- 891,

ag =11=33—-22=(8-891—15-473) — (17-473 —9-891) = 17-891 — 32 - 473.

Spocitali jsme, ze 11 = gcd(891,473) = 17 - 891 — 32 - 473, proto tedy z = 17 a
y = —32.

(b) Tentokrét pouzijeme rekurentni vzorec. Nejprve oviem opét musime spocitat
celociselné zbytky i podily v priabéhu Euklidova algoritmu pro ag = 4321 a a; =
1234:

as = 619 = 4321 — 3 - 1234, tedy ¢; = 3,

az = 615 = 1234 — 619, tedy ¢ = 1,

ay =4 =619 — 615, tedy ¢35 = 1,
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as =3 =615 —153 -4, tedy g4 = 153,
ag=1=4-3, tedy ¢5 = 1,
Nyni polozime (z9,y0) = (1,0) a (z1,y1) = (0,1) a pocitdme:

To=z9—qr1=1-3-0=1 a ypp=yp—qaypn=0-3-1=-3,
T3=21 —@r2=0-1-1=-1 a y3=yi—qyp=1-1-(=3)=4,
Ta=29—qaxz3=1—-1-(-1)=2 a y=ys—qys=-3—-1-4=-7,

Tz =x3—qury = —1—153-2=-307 a ys5 =ys—quys =4—153-(=7) = 1075,
g =x4—qsx5 =2—1-(=307) =309 a ys=ys—qsys = —7—1-1075 = —1082,
Spocitali jsem, ze gcd(4321,1234) = 1 = 4321 - 309 — 1234 - 1082, tedy = = 309 a
y = —1082. O

8.7. Najdéte z € Z splaujici
(a) 1234z =1 (mod 4321),
(b) 12342 =1 (mod 4321) ax > 0
(c) 1234z = 2 (mod 4321),

(a) Ulohu u# jsme vyfesili v predchozim piikladu, kde jsme spocitali, ze
1234 - (—1082) = 1 (mod 4321),

proto feSenim je napiiklad x = —1082.
(b) Snadno nahlédneme, Ze nas{ kongruenci fesi véechny hodnoty

r =4321-a— 1082

pro libovolné celé a, tedy zadané podmince vyhovuje napriklad feSeni x = 4321 —
1082 = 3239.

(c) Tentokrat staci vyndsobit Feseni ulohy (a) nebo (b) dvojkou, tedy napiiklad
r = —2164. O

8.8. Najdéte posledni cifru Cisla cela ¢isla x a y, aby
() 777
(b) 153831,

(a) Zajimé nas hodnota (77"")mod 10. Pocitejme:
(7" )Ymod 10 =7, (7*)mod 10 =19, (7*)mod 10 = (9 - 7)mod 10 = 3,
(7*)mod 10 = (3 - 7)mod 10 = 1.
To znamena, ze

(77")ymod 10 = (7°7% - 7)mod 10 = ((7*)'** - 7)mod 10 = (1'%* - 7)mod 10 = 7.
(b) Stejné jako v pifpadé (a) nahlédneme, 7e (3*)mod 10 = 1, proto

(153531 mod 10 = (3%*!)mod 10 = (3%?% - 3%)mod 10 = ((3*)*°7 - 7)mod 10 = 7.

O

8.9. Dokazte, ze je ¢islo 165 + 291* + 4213 délitelné ¢islem 13.
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Potiebujeme dokézat, ze (16*° + 2914 + 4213) = 0 (mod 13). Proto upravujme:
(16" 429 +4213) =315 + 314 1 313 =33 .(9434+1)=3%.0=0 (mod 13),

¢imz jsme hotovi. O

8.10. Dokazte, ze n® — n? je délitelné ¢islem 60 pro kazdé pfirozené n.

Nejprve upravime (n® —n?) = (n? — 1)n? (n? + 1) = (n — Dn(n + )n(n? + 1).
Protoze (n — 1), n, (n 4+ 1) jsou tfi po sobé jdouci ¢isla, je pravé jedno z nich je
délitelné tfemi aspoii jedno délitelné dvéma, proto 6|(n— 1)n(n+1)|(n® —n?). Tedy

nS —n?=n’nt —1)= 0> - 1)n*n*+1) = (n® — )n*(n? —4) (mod 5)

addle (n* —1n’*(n*—4)=nn-2)(n—Dnn+1)(n+2)=0 (mod 5).
Protoze (n—2), (n—1), n, (n+1), (n+2) je p&t po sobé jdoucich &isel, tudiz prave
jedno z nich je délitelné péti. Tim jsme dokézali, ze nejmensi spoletny ndsobek ¢isel
3, 4 a 5, jimz je ¢islo 60, déli n® — n?2. O

8.11. Najdéte nejvétsiho spolecného délitele realnych polynomi
p=azt+2+2224+2+1 a g=2>+2>+z+1.
Dale najdéte realné polynomy a a b tak, aby ged(p, ¢) = a.p + b.q.

I tentokrdt muzeme podobné jako v piipadé pocitani v celych ¢islech k hledani
nejvétsiho spole¢ného délitele dvou polynomu (tj. monického polynomu, ktery oba
polynomy déli a je nejvétsiho mozného stupné) pouzit Eukliduv algoritmus. Misto
celociselného déleni se zbytkem budeme ovSem pouzivat déleni polynomu se zbyt-
kem (ptipometime, Ze zbytek po takovém déleni musi byt bud’ nulovy nebo musf
mit stupen mens{ nez délitel). Nen{ tézké nahlédnout, Ze stejnym postupem jako v
iloze 8.2, l1ze obecné ovéfit korektnost algoritmu. Pocitejme:

ap =zt + 23 +222 + 2 +1,

a =+ +zx+1,

a=2+1=z*+2*+22° +z+1-z( +2°+ 2 +1),

az=0=z3+2>+z+1—(z+1)(z2+1).

Nejvétsim spoleénym délitelem polynomt z* + 2% + 222 +z+1laz® + 22 +z+1
je polynom z? + 1. Roz&ffeny Euklidiiv algoritmus mé tentokrat jediny krok, tedy
hledané polynomy jsou a =1 a b= —z. O

8.12. Najdéte polynomy a,b € R[z] tak, aby 1 =a - (2® +2) +b- (2% + 1).

Opét vyuzijme rozsireného Euklidova algoritmu na polynomy ag = z° + 2 a
ap =22+ 1:

ay=-xc+2=2%4+2—-2-(22+1),

az=5=2+1+(x+2) - (—z+2) = (z+2) (2> +2)+ (-2 =22+ 1) (22 + 1),

Vydélenim ¢islem 5 dostavame 1 = L(z+2)-(z®+2)+ L(—2? -2z +1)- (22 +1).

7. . . ~ — 27
Spocitali jsme, ze a = 212 a b = =224

Pfipomenme, na mnoziné Z, definice operac{ +, a -, predpisem a +, b = (a +
b)mod n a a-, b= (a-b)mod n, kde mod n znamend zbytek po celoéiselném déleni
hodnotou n.
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8.13. Je-lin > 1 celé ¢islo, dokazte, ze Z,, spolu s operacemi +, a -, spliiuje axiomy
(S1)-(S4), (N1), (N2), (N4), (D) a (=T) z definice télesa.

7 vlastnosti kongruenci, jednoznacnosti zbytku po celociselném déleni a asocia-
tivity sc¢itani na celych ¢islech spocitame, ze

(@4, )+, c= ((a+b)mod n + c)mod n=((a + b) + ¢)ymod n =

(a+ (b+ c))mod n=((a + b)mod n + ¢)mod n = a +, (b +, ¢).

Stejnou dvahou pro nésobeni dostaneme
(@nb)+nc=((a-b)-c)mod n = (a- (b-c))mod n=a -y, (b-y c).

Ukézali jsme, Ze jsou axiomy (S1) a (N1) splnény. Platnost komutativnich zdkonu,
tedy axiomu (S4) a (N4) plyne okamzité z definice operaci a komutativity prislusnych
operaci na celych ¢islech, podobné snadno z definice operaci nahlédneme, ze 0+, a =
aal-,a=a prokazdé a € Z,, tedy i axiomy (S2) a (N2) plati. Dile —0 = 0 a
—a =n — a pro véechna a € Z, \ {0}, protoze (a +n — a)mod n = (n)mod n = 0.
odkud dostdvame platnost axiomu (S3). Distributivitu, tedy axiom (D), ovéiime
stejné jako asociativitu s vyuzitim distributivity na celych ¢islech:

(a+nb) ne=((a+b)-c)mod n=(a-c+b-c)mod n=a -, c+, b, c.
Konecné axiom netriviality je ziejmy z predpokladu, ze n > 1. O

8.14. Jsou-li r,s € N, r > 1,s > 1 a polozme n = rs. Dokazte, ze Z, spolu s
operacemi +, a -, neni téleso.

Ukézali jsme, ze Z, spliiuje vSechny axiomy télesa s vyjimkou axiomu (N3).
Protoze vime, ze v kazdém télese musi podle Tvrzen{ 3.3(6) z predndsky platit pro
a#0ab#0,zea-b# 0, staci, abychom tuto podminku vyvratili. Polozime-li
a =7 ab=s, pak vidime, ze a # 0 a b # 0, ovSem a - b = (n)mod n = 0. O

Jak bylo na pfedndsce ukdzano ve Vété 3.4 tvoii Z, pro p prvocislo téleso (v
dalsim budeme u operaci index , obvykle vynechdvat). Pripomeiime, ze nalezent
inverzniho prvky je dokadzano konstruktivné pomoci Euklidova algoritmu:

8.15. Najdéte inverzni prvek k prvku 30 v télese Zq1.

Potfebujeme najit ¢islo € Zqg1, které by tesilo rovnici (30 - z)mod 101 = 1,
coz muzeme reformulovat tak, ze hleddme celd = a y, z nichz £ ma lezet v Zqq1,
aby 30z + 101y = 1. Tuto 1dlohu uz jsme ovSem vyftesili v Piikladu 8.3, nyni si staci
uvédomit, ze nalezené x, které nelezi v pozadovaném intervalu muzeme posunout
pomoci vhodného nésobku ¢isla 101. Dostaneme tedy zbytek po celo¢iselném déleni
¢islem 101, tj. 3071 = (=37)mod 101 = 101 — 37 = 64, protoze

1=11-101-37-30 = 11-101—-30-101+101-30—37-30 = (11—-30)-101+(101—-37)-30.
Tedy jsme nasli dalsi a pro nas zajimavéjsi feseni feseni 1 = 64-30—19-101 rovnice

z 8.3.

8.16. Najdéte nad télesem Zjg; prvky 6371, 2071, 271 (20 - 63) ! a vyfeste nad
nim rovnici 20 191 z = 7.
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U prvnich dvou hodnot postupujme stejné jako v piedchozich uvahéch, tedy
vyuzijeme Euklidav algoritmus:

38 =101 — 63,

25=63—-38=2-63 — 101,

13=38-25=2-101 —3-63,

12=25-13=5-63 —3-101,

1=13-12=5-101 —-8-63.

Zjistili jsme, ze 637 = (—8)mod 101 = 93.

Podobné uz v prvnim kroku Euklidova algoritmu zjistime, ze 1 = 101 — 5 - 20,
tedy 207! = (—5)mod 101 = 96

Pii uréovan{ hodnoty 27! muzeme udélat jednoduchou obecnou dvahu pro Z,,
kde p je liché prvoéislo, ze pzil €Z,aze (2 %)mod p=(p+ )mod p =1, tedy
271 = % = 51 v telese Zip1.

Uvézime-li, 7e z axiomatiky télesa plyne (a-b)~! = a=1-b=! a (—a) (—b) = a-b pro
vsechny jeho prvky a a b (zkuste podrobné dokézat!), a vyuzijeme-li vypocitanych
hodnot, pak

(20 101 63)7" =207 -10; 6371 = (=5) 101 (—8) = 40.

Protoze obvykly zptsob upravovan{ rovnic je ekvivalentni (tj. vratny) i pro rov-
nice nad obecnym télesem, zjistujeme, ze hledané z je tvaru x = 207! 191 7 =
96 101 7 = 66. O

Dalsi dlohy

(1) Rozhodnéte, zda je posloupnost vektori (1,3,2,1)%,(3,0,1,1)%, (1,4,2,4)
linedrné z4visla ve vektorovém prostorech R*, C*, Z1 a Z1.

(2) Uréete bézi a dimenzi podprostoru ((1,3,2,1)7, (3,0,1,1)7, (1,4,2,4)7)
vektorovych prostort R, C*, Z2 a Z3.

(3) Najdéte véechny podmnoziny mnoziny X = {(1,2,1,1,1)7,(3,1,3,3,3)7,
(2,4,2,2,2)7, (1,0,1,3,2)T}, které tvoif bazi podprostoru U = (X) vekto-
rovych prostori Q°, Z2, Z3.

(4) Kolik existuje bézi podprostoru {((1,1,2,0)7, (4,1,3,1)7, (1,3,2,1)T) vek-
torovych prostort Zs a Z4?

(5) Uréete dimenze podprostortt U, V, U+V a UNV vektorovych prostort Z3
nad télesem Zs a Z3 nad télesem Zr, jestlize U = ((1,2,1,3)%,(1,2,4,1)%,
(3,4,1,007(a V = ((4,1,2,3)7, (0,3,3,1)7, (1,2,1,3)7).

(6) Uvazujme v linedrnim prostoru ZZ nad télesem Zj posloupnosti vektort

)vBQ:( )7

), Bs = ( )

) ) ) 3

—_ O = AN

o N BN
N = FNW
—_ N = N
W O N — N W
W= s N

a oznatme By kanonickou bdzi linedrntho prostoru Z2 nad télesem Zs.
(a) Ovétte, ze je B; pro kazdé i = 1,2,3,4 baze Z3,
(b) najdéte matice pfechodu [Id]g; pro véechna i,j € {0,1,2,3,4},
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(c) najdéte pro kazdé i € {0,1,2,3,4} bdze C a D, aby

3 2 2
g = [4)g, = {2 3 2
2 2 3

(7) Urcete nad télesy R, Zs a Z7; hodnost matice A = , matice

W NN
W= O
_— O =

A+AaA-A.

(8) Najdéte nad télesy R, Zs a Zr vSechna feseni homogenni soustavy rovnic s

matici A z pfedchozi ulohy.

(9) Najdéte nad télesy Q, Zs a Z; viechna feSeni nehomogenn{ soustavy rovnic

s matici (1 0 122 ‘2>
2 0 21 1 |0

(10) Je-li podprostor U = ((2,4,0,1,4)7,(1,2,1,0,3)T) vektorového prostoru
Z32 nad télesem Zs, najdéte bazi néjakého takového podprostoru V, aby
U+V=Z}aUNV = {0}

(11) Uvazujme podprostor W = ((1,6,2,4,5)T) vektorového prostoru Z2 nad
télesem Z,. Najdéte baze néjakych takovych podprostori U a V, aby
dim(U)T =dim(V)T =3, U+V=7Z2aUNV =W.

(12) Kolika zptisoby lze linedrné nezévislou posloupnost ((1,2,2,1)7, (2,1,1,0)7)
doplnit na bazi (chdpanou jako posloupnost, tj. zalezi na poradf prvku) vek-
torového prostoru Z3?

(13) Bud k < n pfirozena &isla, p prvocislo a U podprostor dimenze k vekto-
rového prostoru Zy nad télesem Zj,. Urcete kolik existuje podprostori V
prostoru Z?, pro néz plati, ze U +V =ZZ a U+ V = {0}.

(14) Dokazte, ze lze nad télesem Q pfevést posloupnosti elementarnich radkovych
Uprav matici A = G ? i’) na matici B = G g _51>

(15) Uvazujme matice A a B z predchoziho pifkladu. Najdéte néjakou posloup-
nosti elementarnich fadkovych tprav, pomoci nichz lze pfevést matici A na
matici B.

(16) Necht f : Z1 — Z32 je zobrazeni urcené predpisem g((w1,2,23,24)) =
(221 +3x2+ 623+ 4,621 + 522+ 23+ 34, 321 + 322+ 303+ 524). Spocitejte

2
dimenze a baze jadra Ker f a obrazu Imf, rozhodnéte, zda [ 3| € Imf a
6
.« 1v . K,y B K,y B . . . 3
najdéte matice [f]x!, [flk,, [flo* a [f]¢, jestlize K3 a Ky jsou kanonické
3| (o) [5) [2 AWAWE
bézeaB:( ) ) ) )702( 1 ) 6 ’ 3 )
5 4 0 0 1 4 0
6 0 0 0
2 1 2 0 1 1 0 2
ey . . |1 1 01 1211 2
(17) Spocitejte determinant matic A = 121 2| B = 1192 2|
2 1 10 2 1 01

A7 A-BaA B! nadtélesy R, C, Zs, Zs a Zr.
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(18)

(19)

Najdéte pro libovolnd a € Q nad Q rekurentni vzorec pro vypocet deter-
minant ¢tvercové matice G, = (g;;) stupné n, kde ¢g;; = 1, gsi+1 = a a
gi+1; = b a jinde je g;; = 0.

Rozhodnéte, zda jsou nad télesy Q, Zs, Zs a Z7 reguldrni matice A =

teny g
2 1 0),B= a B3,
9 1 9 1 101
1 1 10
Najdéte nad télesy Q, Zs, Zs a Z7 adjungované matice k maticim z piredchozi

dlohy.
a 2+4+a 1
Rozhodnéte, pro kterd a € Z; je nad Zr matice | 3a + 2 1 a
2¢> a+6 2+4a
regulérni.
Najdéte pro vSechna a € Z7, pro néz je to mozné, inverzni matici k matici
z piedchozi tlohy.

-1 ~1
Spocitejte ((; ;) - <;’ i) - <g i) . <1 ;1))—1 nad télesy R, Zs

aZ7.



