ZkouSeny nejprve v pisemném testu strucné zodpovi 10 otdzek na znéni definic
a vét, znalost zakladnich prikladi a aplikace teorie a elementarni pocetni tlohy a
poté dostane dvé teoretické otdzky, jednu z prvni pliky semestru a jednu z druhé
pulky semestru, na které si pripravi odpovédi. SpiSe nez technické detaily dikazu
je tfeba znat jejich zakladni myslenku.

Nize jsou uvedeny nejprve teoretické otazky a dale seznam otazek, z nichz bude
sestaven tvodni test. Nutnou podminkou absolvovani zkousky je aspon padesati-
procentni Gspésnost v testu:

Otéazka 1:

1. Booleovy algebry, Booleovy okruhy. Popis kongruenci a podalgeber na Boole-
ovych algebrach pomoci Booleovych okruh.

1. Vztah ireducibilnich prvkl a prvocinitelt komutativniho monoidu s kracenim.
Jednoznacnost ireducibilniho rozkladu.

1. Rozklad prvk oboru integrity hlavnich idedld na prvocinitele.

1. Eukeidovsky obor: ptiklady, jeho idedly, hledani nejvétsich spoleénych délitela
a vztah k UFD obortm.

1. Struktura kone¢né multiplikativni grupy télesa.

1. Konstrukce korenového a rozkladového nadtélesa polynomu.

1. Minimélni polynom algebraického prvku: existence a jeho vztah ke kofenovym
nadtélestim.

1. Vztah stupné minimdalniho polynom algebraického prvku a jednoduchého
rozsifeni.

Otézka 2:

2. Jednoznacnost kotfenového a rozkladového nadtélesa polynomu.

2. Existence algebraického uzavéru.

2. Galoisovy grupy Galoisovych rozsifeni a vztah Galoisovych grup pak Gal(V/U),
Gal(V/T) a Gal(U/T) pro Galoisova rozsifeni T CU C V.

2. Regitelnost polynomu v radikélech a Galoisova grupa jeho rozkladového nad-
télesa.

2. Konecné téleso jako rozkladové nadtéleso télesa Z,.

2. Existence ireducibilniho polynomu stupné n nad koneénym komutativnim
télesem.

2. Nastin algoritmu bezctvercového rozkladu polynomu nad koneénym télesem.

2. Nastin algoritmu ireducibilni rozklad bezctvercového polynomu nad koneénym
télesem.

Otazky testu:

1. BOOLEOVY OKRUHY

Definujte Booletv okruh.



Kdy je Booletv okruh oborem integrity?

Uvedte piiklad Booleova okruhu.

Popiste konstrukci Booleova okruhu na Booleové algebre.

Popiste konstrukci Booleovy algebry na Booleové okruhu.

Jak souvisi kongruence a podalgebry Booleovy algebry a Booleova okruhu?
Kolik kongruenci existuje na Booleové algeb¥e o 2" prvka?

Kolik kongruenci existuje na Booleové okruhu o 2" prvka?

2. DELITELNOST

Zavedte relace déleni a asociovanosti na komutativnim monoidu s kracenim.

Zavedte relace déleni a asociovanosti na oboru integrity.

Popiste relaci déleni a asociovanosti na oboru integrity pomoci ideald.

Kdy tvofi relace déleni na komutativnim monoidu s kracenim usporadani?

Definujte v komutativnim monoidu s kracenim nejvétsi spolecny délitel.

Definujte v komutativnim monoidu s kracenim ireducibilni prvek.

Definujte v komutativnim monoidu s kracenim prvocinitel.

Je v oboru integrity kaZzdy prvocinitel ireducibilnim prvkem? Pokud ne, uvedte pfiklad.

Je v oboru integrity kazdy ireducibilni prvek prvodinitelem? Pokud ne, uvedte piiklad.

Vyslovte tvrzeni o existenci a jednoznacnosti ireducibilniho rozkladu v oborech integrity
hlavnich ideald.

3. OBORY HLAVNICH IDEALU

Co je obor integrity hlavnich idedla?

Definujte obor UFD.

Uvedte piiklad oboru integrity, ktery neni oborem integrity hlavnich ideéla.
Uvedte piiklad oboru integrity, ktery neni eukleidovsky.

Definujte eukleidovsky obor integrity.

Uvedte néjakou eukleidovskou funkci na podokruhu Z[i] okruhu komplexnich éisel.
Uvedte néjakou eukleidovskou funkci na oboru polynomi R[z] s redlnymi koeficienty.
Rozhodnéte, zda je obor Z[i] eukleidovsky. Struéné vysvétlete.

Rozhodnéte, zda je obor Z[v/5] eukleidovsky. Struéné vysvétlete.

Rozhodnéte, zda je obor Z[z] eukleidovsky. Stru¢né vysvétlete.

Rozhodnéte, zda je obor Z:[z] eukleidovsky. Stru¢né vysvétlete.

Rozhodnéte, zda je obor Q[z] eukleidovsky. Stru¢né vysvétlete.

Rozhodnéte, zda je obor Zr[z] eukleidovsky. Stru¢né vysvétlete.

Je v eukleidovském oboru kazdy prvocinitel ireducibilnim prvkem?

4. POLYNOMY A MOCNINNE RADY

Definujte nasobeni v okruhu formdalnich Laurentovych rad.

Které prvky oboru formélnich mocninnych fad nad oborem jsou invertibilni?
Které prvky oboru forméalnich mocninnych fad nad télesem jsou invertibilni?
Definujte stupen polynomu.

Uvedte piiklad polynomi, pro néz degp - q < degp + deggq.

Pro které okruhy R plati, ze deg(p + ¢) < max(degp,degq) Vp,q € R[z]?

Pro které okruhy R je R[z] je obor integrity?

Je stupeni oboru polynomii nad télesem eukleidovskou funkci? Stru¢né vysvétlete.



Lze polynom X'7 4+ X* + 2 vyd&lit se zbytkem polynomem 2X? 4 1 v oboru Z[z]?
Lze polynom X'7 + X* 4+ 2 vydélit se zbytkem polynomem 2X2 + 1 v oboru Q[z]?
Lze polynom X'7 + X* 4 2 vydélit se zbytkem polynomem 2X? + 1 v oboru Z3[z]?
Definujte dosazovaci homomorfismus na komutativnim okruhu polynomi.
Definujte kofen a vicendsobny kofen polynomu.

Co znamena, Ze se polynom rozklada na kofenové ¢initele?

Jak souvisi stupen polynomu nad oborem a pocet jeho kofend?

Definujte derivaci polynomu.

Popiste vicendsobny kofen polynomu pomoci derivace.

M4 polynom X'? — & vicendsobny kofen v oboru Zj[z]? Struéné zdivodnéte.

M4 polynom X'? — 1 vicendsobny koten v oboru Zs[z]? Stru¢né zdtvodnéte.

M3 polynom X'' — 1 vicendsobny ko¥en v oboru Zsz[x]? Stru¢né zdivodnéte.

M4 polynom X2z vicendsobny kofen v oboru Zi1[z]? Stru¢né zdiivodnéte.

M4 polynom X221 vicendsobny kofen v oboru Zi;[z]? Stru¢né zdtivodnéte.

M3, polynom X?? — z vicendsobny kofen v oboru Zi1[z]? Stru¢né zdivodnéte.

M4 polynom X?? — 1 vicenasobny kofen v oboru C[z]? Stru¢né zdivodnéte.

5. KORENOVA A ROZKLADOVA NADTELESA

Uvedte definici kofenového a rozkladového nadtélesa polynomu.

Definujte stupen rozsifeni téles.

Vyslovte tvrzeni o existenci kofenového nadtélesa polynomu.

Vyslovte tvrzeni o existenci a jednoznac¢nosti rozkladového nadtélesa polynomu.

Je stupent kofenového nadtélesa polynomu jednozna¢né uréen polynomem? Strucné
vysvétlete.

Je stupen kofenového nadtélesa ireducibilniho polynomu jednozna¢né urcen polyno-
mem? Struéné vysvétlete.

Je stupenl rozkladového nadtélesa polynomu jednozna¢né urcen polynomem? Strucné
vysvétlete.

Uréete stupeii rozsiteni kofenového nadtélesa polynomu 22 + 1 nad télesem Q. Stru¢né
zdivodnéte.

Uréete stupeii rozsiteni kofenového nadtélesa polynomu z> + 1 nad télesem R. Stru¢né
zdivodnéte.

Urdete stupeii roziifeni kofenového nadtélesa polynomu z2 +1 nad télesem Z3. Struéné
zdtvodnéte.

Existuje prvek fadu 5 v multiplikativni grupé télesa Zg7? Struéné zdivodnéte.

Existuje prvek fadu 66 v multiplikativni grupé télesa Zg7? Stru¢né zdivodnéte.

Existuje prvek fadu 6 v multiplikativni grupé télesa Zeg;? Stru¢né zdivodnéte.

Existuje prvek fadu 11 v multiplikativni grupé télesa Zg7? Stru¢né zdivodnéte.

Existuje prvek fadu 12 v multiplikativni grupé télesa Zg7? Stru¢né zdivodnéte.

6. MINIMALNf POLYNOMY A ALGEBRAICKE PRVKY

Definujte algebraicky prvek a algebraické rozsifeni téles.

Co je minimalni polynom algebraického prvku nad télesem?

Je-li T C U rozsifeni téles a a € U, uvedte postacujici podminku, za niz T[a] # T(a).
Je-li T C U rozsifeni téles a o € U, popiste kdy T'[a] = T ().

Je-li T C U rozsifeni téles a a € U, popiste kdy je [T'(a) : T'] kone¢né.

Jak souvisi stupeft minimalniho polynomu algebraického prvku se stupném rozsifeni?



Rozhodnéte, zda je prvek v/5+ /13 € R algebraicky nad télesem Q. Stru¢né zdavod-
néte.

Rozhodnéte, zda je prvek 2-7+3€eR algebraicky nad télesem Q. Stru¢né zdivodnéte.

Urcete stupeni minimalniho polynomu prvku ¢ € C nad télesem Q. Stru¢né zdivodnéte.

Urcete stupeni minimélniho polynomu prvku i € C nad télesem R. Stru¢né zdivodnéte.

Uréete stupeii minimalnfho polynomu prvku ¢ — v/15 € C nad télesem R. Stru¢nd
zdtvodnéte.

Urcete stupen minimélniho polynomu prvku
zdtuvodnéte.

7517 € R nad télesem Q. Strucné

7. ROZKLADOVA NADTELESA A GALOISOVA TEORIE

Definujte pojem rozkladového nadtélesa polynomu.

Vyslovte tvrzeni o existenci a jednoznac¢nosti rozkladového nadtélesa polynomu.

Je pro prvocislo p kazdé kofenové nadtéleso polynomu X? — 1 nad Q Galoisovym
roz§ifenim? Vysvétlete.

Jak vypadé rozkladové nadtéleso polynomu X2 + 1 nad télesem R?

Jak vypadé rozkladové nadtéleso polynomu X2 + 1 nad télesem Q?

Jak vypadé rozkladové nadtéleso polynomu X? — 2 nad télesem R?

Jak vypadé rozkladové nadtéleso polynomu X2 — 2 nad télesem Q?

Definujte Galoisovo rozsifeni.

Je rozsifeni Q C Q[v/5] Galoisovo?

Je rozsiteni Q C Q[V/5] Galoisovo?

Najdéte asponi dva rizné prvky Galoisovy grupy rozsiteni Zs C F, kde F je konecné
téleso o 125 prvcich. (Uvazte endomorfismy na télesech kladné charakteristiky.)

8. ABELOVA-RUFFINIHO VETA A GALOISOVY GRUPY

Definujte Galoisovu grupu rozsifeni téles.

Existuje néjakd nekonecna Galoisovu grupa Galoisova rozsifeni? Stru¢né vysvétlete.

Je vypad4 Galoisova grupa rozsifeni Q C Q[v/3]?

Je vypadé Galoisova grupa rozsifeni Q C Q[¥/2]?

Je vypada Galoisova grupa rozsifeni R C C?

Pro T C U C V Galoisova rozsifeni komutativnich téles vyslovte tvrzeni o vztahu
Galoisovych grup pak Gal(V/U), Gal(V/T) a Gal(U/T).

Co znamena, 7e je polynom fFeSitelny v radikalech?

Vyslovte tvrzeni o vztahu feSitelnosti polynomu v radikdlech a feSitelnosti vhodné
grupy.

Vyslovte n&jakou verzi Abelovy-Ruffiniho véty o feSitelnosti polynomi.

9. KONECNA TELESA

Vyslovte tvrzeni o existenci a jednoznacnosti kone¢nych komutativnich téles dané veli-
kosti.

Kolik existuje neizomorfnich téles o 50 prvcich? Stru¢né zdivodnéte.

Kolik existuje neizomorfnich téles o 49 prvcich? Stru¢né zdivodnéte.

Kolik existuje neizomorfnich téles o 47 prvcich? Stru¢né zduvodnéte.

Vyslovte tvrzeni o existenci ireducibilnich polynomi nad kone¢nymi komutativnimi
télesy.



Existuje ireducibilni polynom stupné 2 nad télesem o 4 prvcich?

Vyslovte tvrzeni o existenci podtéles koneénych komutativnich téles.

Kolik podtéles obsahuje 64-prvkové téleso? Stru¢né zduvodnéte.

Existuje podtéleso o ¢tyfech prvcich 32-prvkového télesa? Strucné zdivodnéte.
Existuje podtéleso o ¢tyfech prvcich 16-prvkového télesa? Struéné zdiavodnéte.

10. IREDUCIBILNI ROZKLADY POLYNOMU

Co je bezctvercovy rozklad a je k dispozici pro kazdy nekonstantni polynom?
Je polynom z'° + 32° + 4 nad télesem Zs bezétvercovy?

Je polynom 5 4+ 3z% 4+ z + 3 nad télesem Zs bezétvercovy?

Je polynom z° + 2% 4 2z + 1 nad télesem Zs bezétvercovy?

Najdéte ireducibilni rozklad polynomu z* — z nad télesem Z.

Popiste ireducibilni rozklad polynomu z! — z nad &tyéprvkovym télesem.
Vyslovte Cinskou vétu o zbytcich pro polynomy nad koneénymi télesy.

Pro kterd kone¢né télesa je zobrazeni t — ° izomorfismus?

Pro kterd konetn4 télesa je zobrazeni t — t%* identita?
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