
Zkou¹ený nejprve v písemném testu struènì zodpoví 10 otázek na znìní de�nic
a vìt, znalost základních pøíkladù a aplikace teorie a elementární poèetní úlohy a
poté dostane dvì teoretické otázky, jednu z první pùky semestru a jednu z druhé
pùlky semestru, na které si pøipraví odpovìdi. Spí¹e ne¾ technické detaily dùkazù
je tøeba znát jejich základní my¹lenku.

Ní¾e jsou uvedeny nejprve teoretické otázky a dále seznam otázek, z nich¾ bude
sestaven úvodní test. Nutnou podmínkou absolvování zkou¹ky je aspoò padesáti-
procentní úspì¹nost v testu:

Otázka 1:

1. Booleovy algebry, Booleovy okruhy. Popis kongruencí a podalgeber na Boole-
ových algebrách pomocí Booleových okruhù.

1. Vztah ireducibilních prvkù a prvoèinitelù komutativního monoidu s krácením.
Jednoznaènost ireducibilního rozkladu.

1. Rozklad prvkù oboru integrity hlavních ideálù na prvoèinitele.
1. Eukeidovský obor: pøíklady, jeho ideály, hledání nejvìt¹ích spoleèných dìlitelù

a vztah k UFD oborùm.
1. Struktura koneèné multiplikativní grupy tìlesa.
1. Konstrukce koøenového a rozkladového nadtìlesa polynomu.
1. Minimální polynom algebraického prvku: existence a jeho vztah ke koøenovým

nadtìlesùm.
1. Vztah stupnì minimálního polynom algebraického prvku a jednoduchého

roz¹íøení.

Otázka 2:

2. Jednoznaènost koøenového a rozkladového nadtìlesa polynomu.
2. Existence algebraického uzávìru.
2.Galoisovy grupy Galoisových roz¹íøení a vztah Galoisových grup pakGal(V=U),

Gal(V=T ) a Gal(U=T ) pro Galoisova roz¹íøení T � U � V .
2. Øe¹itelnost polynomu v radikálech a Galoisova grupa jeho rozkladového nad-

tìlesa.
2. Koneèné tìleso jako rozkladové nadtìleso tìlesa Zp.
2. Existence ireducibilního polynomu stupnì n nad koneèným komutativním

tìlesem.
2. Nástin algoritmu bezètvercového rozkladu polynomu nad koneèným tìlesem.
2. Nástin algoritmu ireducibilní rozklad bezètvercového polynomu nad koneèným

tìlesem.

Otázky testu:

1. Booleovy okruhy

De�nujte Booleùv okruh.
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Kdy je Booleùv okruh oborem integrity?
Uveïte pøíklad Booleova okruhu.
Popi¹te konstrukci Booleova okruhu na Booleovì algebøe.
Popi¹te konstrukci Booleovy algebry na Booleovì okruhu.
Jak souvisí kongruence a podalgebry Booleovy algebry a Booleova okruhu?
Kolik kongruencí existuje na Booleovì algebøe o 2n prvkù?
Kolik kongruencí existuje na Booleovì okruhu o 2n prvkù?

2. Dìlitelnost

Zaveïte relace dìlení a asociovanosti na komutativním monoidu s krácením.
Zaveïte relace dìlení a asociovanosti na oboru integrity.
Popi¹te relaci dìlení a asociovanosti na oboru integrity pomocí ideálù.
Kdy tvoøí relace dìlení na komutativním monoidu s krácením uspoøádání?
De�nujte v komutativním monoidu s krácením nejvìt¹í spoleèný dìlitel.
De�nujte v komutativním monoidu s krácením ireducibilní prvek.
De�nujte v komutativním monoidu s krácením prvoèinitel.
Je v oboru integrity ka¾dý prvoèinitel ireducibilním prvkem? Pokud ne, uveïte pøíklad.
Je v oboru integrity ka¾dý ireducibilní prvek prvoèinitelem? Pokud ne, uveïte pøíklad.
Vyslovte tvrzení o existenci a jednoznaènosti ireducibilního rozkladu v oborech integrity

hlavních ideálù.

3. Obory hlavních ideálù

Co je obor integrity hlavních ideálù?
De�nujte obor UFD.
Uveïte pøíklad oboru integrity, který není oborem integrity hlavních ideálù.
Uveïte pøíklad oboru integrity, který není eukleidovský.
De�nujte eukleidovský obor integrity.
Uveïte nìjakou eukleidovskou funkci na podokruhu Z[i] okruhu komplexních èísel.
Uveïte nìjakou eukleidovskou funkci na oboru polynomù R[x] s reálnými koe�cienty.
Rozhodnìte, zda je obor Z[i] eukleidovský. Struènì vysvìtlete.
Rozhodnìte, zda je obor Z[

p
5] eukleidovský. Struènì vysvìtlete.

Rozhodnìte, zda je obor Z[x] eukleidovský. Struènì vysvìtlete.
Rozhodnìte, zda je obor Z2[x] eukleidovský. Struènì vysvìtlete.
Rozhodnìte, zda je obor Q[x] eukleidovský. Struènì vysvìtlete.
Rozhodnìte, zda je obor Z7[x] eukleidovský. Struènì vysvìtlete.
Je v eukleidovském oboru ka¾dý prvoèinitel ireducibilním prvkem?

4. Polynomy a mocninné øady

De�nujte násobení v okruhu formálních Laurentových øad.
Které prvky oboru formálních mocninných øad nad oborem jsou invertibilní?
Které prvky oboru formálních mocninných øad nad tìlesem jsou invertibilní?
De�nujte stupeò polynomu.
Uveïte pøíklad polynomù, pro nì¾ deg p � q < deg p+ deg q.
Pro které okruhy R platí, ¾e deg(p+ q) � max(deg p;deg q) 8p; q 2 R[x]?
Pro které okruhy R je R[x] je obor integrity?
Je stupeò oboru polynomù nad tìlesem eukleidovskou funkcí? Struènì vysvìtlete.
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Lze polynom X17 +X4 + 2 vydìlit se zbytkem polynomem 2X2 + 1 v oboru Z[x]?
Lze polynom X17 +X4 + 2 vydìlit se zbytkem polynomem 2X2 + 1 v oboru Q[x]?
Lze polynom X17 +X4 + 2 vydìlit se zbytkem polynomem 2X2 + 1 v oboru Z3[x]?
De�nujte dosazovací homomor�smus na komutativním okruhu polynomù.
De�nujte koøen a vícenásobný koøen polynomu.
Co znamená, ¾e se polynom rozkládá na koøenové èinitele?
Jak souvisí stupeò polynomu nad oborem a poèet jeho koøenù?
De�nujte derivaci polynomu.
Popi¹te vícenásobný koøen polynomu pomocí derivace.
Má polynom X12 � x vícenásobný koøen v oboru Z3[x]? Struènì zdùvodnìte.
Má polynom X12 � 1 vícenásobný koøen v oboru Z3[x]? Struènì zdùvodnìte.
Má polynom X11 � 1 vícenásobný koøen v oboru Z3[x]? Struènì zdùvodnìte.
Má polynom X22 � x vícenásobný koøen v oboru Z11[x]? Struènì zdùvodnìte.
Má polynom X22 � 1 vícenásobný koøen v oboru Z11[x]? Struènì zdùvodnìte.
Má polynom X22 � x vícenásobný koøen v oboru Z11[x]? Struènì zdùvodnìte.
Má polynom X22 � 1 vícenásobný koøen v oboru C[x]? Struènì zdùvodnìte.

5. Koøenová a rozkladová nadtìlesa

Uveïte de�nici koøenového a rozkladového nadtìlesa polynomu.
De�nujte stupeò roz¹íøení tìles.
Vyslovte tvrzení o existenci koøenového nadtìlesa polynomu.
Vyslovte tvrzení o existenci a jednoznaènosti rozkladového nadtìlesa polynomu.
Je stupeò koøenového nadtìlesa polynomu jednoznaènì urèen polynomem? Struènì

vysvìtlete.
Je stupeò koøenového nadtìlesa ireducibilního polynomu jednoznaènì urèen polyno-

mem? Struènì vysvìtlete.
Je stupeò rozkladového nadtìlesa polynomu jednoznaènì urèen polynomem? Struènì

vysvìtlete.
Urèete stupeò roz¹íøení koøenového nadtìlesa polynomu x2+1 nad tìlesem Q. Struènì

zdùvodnìte.
Urèete stupeò roz¹íøení koøenového nadtìlesa polynomu x2+1 nad tìlesem R. Struènì

zdùvodnìte.
Urèete stupeò roz¹íøení koøenového nadtìlesa polynomu x2+1 nad tìlesem Z3. Struènì

zdùvodnìte.
Existuje prvek øádu 5 v multiplikativní grupì tìlesa Z67? Struènì zdùvodnìte.
Existuje prvek øádu 66 v multiplikativní grupì tìlesa Z67? Struènì zdùvodnìte.
Existuje prvek øádu 6 v multiplikativní grupì tìlesa Z67? Struènì zdùvodnìte.
Existuje prvek øádu 11 v multiplikativní grupì tìlesa Z67? Struènì zdùvodnìte.
Existuje prvek øádu 12 v multiplikativní grupì tìlesa Z67? Struènì zdùvodnìte.

6. Minimální polynomy a algebraické prvky

De�nujte algebraický prvek a algebraické roz¹íøení tìles.
Co je minimální polynom algebraického prvku nad tìlesem?
Je-li T � U roz¹íøení tìles a � 2 U , uveïte postaèující podmínku, za ní¾ T [�] 6= T (�).
Je-li T � U roz¹íøení tìles a � 2 U , popi¹te kdy T [�] = T (�).
Je-li T � U roz¹íøení tìles a � 2 U , popi¹te kdy je [T (�) : T ] koneèné.
Jak souvisí stupeò minimálního polynomu algebraického prvku se stupnìm roz¹íøení?
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Rozhodnìte, zda je prvek
p
5+ 11

p
13 2 R algebraický nad tìlesem Q. Struènì zdùvod-

nìte.
Rozhodnìte, zda je prvek 2�

3

7 +3 2 R algebraický nad tìlesem Q. Struènì zdùvodnìte.
Urèete stupeò minimálního polynomu prvku i 2 C nad tìlesemQ. Struènì zdùvodnìte.
Urèete stupeò minimálního polynomu prvku i 2 C nad tìlesemR. Struènì zdùvodnìte.
Urèete stupeò minimálního polynomu prvku i � p

15 2 C nad tìlesem R. Struènì
zdùvodnìte.

Urèete stupeò minimálního polynomu prvku 1p
15�11

2 R nad tìlesem Q. Struènì
zdùvodnìte.

7. Rozkladová nadtìlesa a Galoisova teorie

De�nujte pojem rozkladového nadtìlesa polynomu.
Vyslovte tvrzení o existenci a jednoznaènosti rozkladového nadtìlesa polynomu.
Je pro prvoèíslo p ka¾dé koøenové nadtìleso polynomu Xp � 1 nad Q Galoisovým

roz¹íøením? Vysvìtlete.
Jak vypadá rozkladové nadtìleso polynomu X2 + 1 nad tìlesem R?
Jak vypadá rozkladové nadtìleso polynomu X2 + 1 nad tìlesem Q?
Jak vypadá rozkladové nadtìleso polynomu X3 � 2 nad tìlesem R?
Jak vypadá rozkladové nadtìleso polynomu X3 � 2 nad tìlesem Q?
De�nujte Galoisovo roz¹íøení.
Je roz¹íøení Q � Q[

p
5] Galoisovo?

Je roz¹íøení Q � Q[ 3
p
5] Galoisovo?

Najdìte aspoò dva rùzné prvky Galoisovy grupy roz¹íøení Z5 � F , kde F je koneèné
tìleso o 125 prvcích. (Uva¾te endomor�smy na tìlesech kladné charakteristiky.)

8. Abelova-Ruffiniho vìta a Galoisovy grupy

De�nujte Galoisovu grupu roz¹íøení tìles.
Existuje nìjaká nekoneèná Galoisovu grupa Galoisova roz¹íøení? Struènì vysvìtlete.
Je vypadá Galoisova grupa roz¹íøení Q � Q[

p
3]?

Je vypadá Galoisova grupa roz¹íøení Q � Q[ 3
p
2]?

Je vypadá Galoisova grupa roz¹íøení R � C?
Pro T � U � V Galoisova roz¹íøení komutativních tìles vyslovte tvrzení o vztahu

Galoisových grup pak Gal(V=U), Gal(V=T ) a Gal(U=T ).
Co znamená, ¾e je polynom øe¹itelný v radikálech?
Vyslovte tvrzení o vztahu øe¹itelnosti polynomu v radikálech a øe¹itelností vhodné

grupy.
Vyslovte nìjakou verzi Abelovy-Ru�niho vìty o øe¹itelnosti polynomù.

9. Koneèná tìlesa

Vyslovte tvrzení o existenci a jednoznaènosti koneèných komutativních tìles dané veli-
kosti.

Kolik existuje neizomorfních tìles o 50 prvcích? Struènì zdùvodnìte.
Kolik existuje neizomorfních tìles o 49 prvcích? Struènì zdùvodnìte.
Kolik existuje neizomorfních tìles o 47 prvcích? Struènì zdùvodnìte.
Vyslovte tvrzení o existenci ireducibilních polynomù nad koneènými komutativními

tìlesy.
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Existuje ireducibilní polynom stupnì 2 nad tìlesem o 4 prvcích?
Vyslovte tvrzení o existenci podtìles koneèných komutativních tìles.
Kolik podtìles obsahuje 64-prvkové tìleso? Struènì zdùvodnìte.
Existuje podtìleso o ètyøech prvcích 32-prvkového tìlesa? Struènì zdùvodnìte.
Existuje podtìleso o ètyøech prvcích 16-prvkového tìlesa? Struènì zdùvodnìte.

10. ireducibilní rozklady polynomù

Co je bezètvercový rozklad a je k dispozici pro ka¾dý nekonstantní polynom?
Je polynom x10 + 3x5 + 4 nad tìlesem Z5 bezètvercový?
Je polynom x5 + 3x2 + x+ 3 nad tìlesem Z5 bezètvercový?
Je polynom x5 + x2 + 2x+ 1 nad tìlesem Z5 bezètvercový?
Najdìte ireducibilní rozklad polynomu x4 � x nad tìlesem Z2.
Popi¹te ireducibilní rozklad polynomu x4 � x nad ètyøprvkovým tìlesem.
Vyslovte Èínskou vìtu o zbytcích pro polynomy nad koneènými tìlesy.
Pro která koneèná tìlesa je zobrazení t! t5 izomor�smus?
Pro která koneèná tìlesa je zobrazení t! t64 identita?
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