1. cviceni

Ctvetici G = (G, x, , e) iikdme grupa, jestlize G je mnozina, * binarni a’ unarni
operace na G a e € G, které pro kazdé a, b, c € G splnuji podminky:

ax(bxc)=(axb)*xc, axe=exa=a axad =d xa=c¢

Grupu nazyvame abelovskou, pokud navic a * b = b * a pro vSechna a,b € G.
Je-li G = (G, *, ,e) grupa a H C G spliiuje pro vSechna a,b € H

ecH, d€H, axbcH
pak se H = (H, %y, |g, ) nazgva podgrupa grupy G (znac¢ime H < G).

1. Ozna¢me S,, mnozinu vSech permutaci (tj. bijekci) na mnoziné {1,...,n},
o jejich sklddani a ~! invertovani. Necht A, = {o € S,|sgno = 1}, o¢islujme
postupné vrcholy ¢tverce {1,2,3,4} a oznaéme Dg mnozinu vSech permutaci
vrcholt ¢tverce, které odpovidaji geometrickym symetriim.
(a) Dokazte, Ze S,, = (S,, 0,7 ! ,id) je grupa a A, tvoii jeji podgrupu.
(b) Napiste vSechny prvky Dsg. Jedna se o podgrupu S,?

2. Uvazujme ¢tvercové matice nad télesem T stupné n a ozna¢me G L, (T)
vSechny takové regularni matice, SL,(T) vSechny takové matice s determi-
nantem 1 a O,(T) viechny takové matice A splitujici podminku A- AT = I,,.
(a) Dokazte, ze GL,(T) = (GL,(T),-," ', I,,), SL,(T) = (SL,(T),-, ", I,
a 0,(T) = (0,(T),-,~', I,,) jsou grupy.
(b) Které z grup GL,(T), SL,(T), O,(T) tvoii podgrupu jiné z téchto
grup (v zavislosti na télese T)?

3. Na mnoziné ) = {£1, +i, +j, +k} definujme operaci nasobeni vzorci
==k ==1ij=kjk=iki=]j

a dale pravidly (—1)z = z(~1) = —z, 2y = —(y2), (—2)y = 2(~y) = —(y2)
pro vSechna x,y € {+i,+j, £k}, kde — méni znaménko. Dokazte, Ze lze na
Q jednoznac¢né definovat invertovani ~!, tak ze Q = (Q,-,”',1) je grupa.
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Jak k tomu lze vyuzit ztotoznéni prvki s maticemi 1 <> I, 7 <>

0 1 0 2
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j e (_1 O)’ k <+ <z O) v grupé GL,y(C)*

4. Necht (R, +,—,-,0,1) je komutativni okruh s jednotkou a R* je mnoZina
vSech jeho invertibilnich prvkt. Dokazte, Ze (R, +,—,0) a (R*,-,7! 1) jsou
abelovské grupy. Jak vypadaji vSechny podgrupy grupy (Z, +, —,0)?



Reseni:
1. (a) Skladani i invertovani (sudych) permutaci je (sudd) permutace,
identita je suda permutace,

(b) Ds = {id, (1234), (13)(24), (1432), (14)(23), (12)(43), (13), (24)} tvoii
z geometrického nahledu podgrupu Sj.

2. (a) Plyne z poznatki z linedrni algebry,

(b) GL,(T), SL,(T) < GLn(T), On(T) < GL(T) vzdy, O,(T) <
SL,(T) pokud je T charakteristiky 2.

3. Pro uvedené ztotoznéni snadno ukazeme, Ze je QQ podgrupa grupy

GL»(C)

4. Plyne pfimo z axiomu komutativniho okruhu. Podgrupy grupy (Z, 4, —, 0)
jsou pravé ideédly oboru (Z,+,—,-,0,1) , tedy mnoziny nZ pro n €
Nu {0}.



