5. cvicenl

1. Rozhodnéte, zda jsou izomorfni nasledujici dvojice grup.
(a) Zg a iy X Z3, (b) 7% a ZB, (C) @ a @2, (d) R a RQ, (e) GLQ(ZQ) a Sg.

2. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici grupy cyklické: As, Ss, Zi,, Z3,.

3. Napiste vSechny podgrupy grupy (a) Zis, (b) Z3; . Jak jsou podgrupy
uspotradany inkluzi?

4. Spocitejte, kolik podgrup maji grupy (a) Zsso, (b) Zg;.



Reseni:

1. (a) Ano, protoze obé grupy Z¢ = (1) a Zs x Z3 = ((1,1)) jsou cyklické
radu 6.
(b) Ne, Z* = ((1,0),(0,1)) je generovana dvéma prvky, zatimco Z3
je generovan aspoi tiiprvkou mnozinou, protoze Z* < Q* = LO(Z3)
a tudiz mnozina generatord Z* tvoii mnoZinu generatori racionalniho
vektorového prostoru Q? (izomorfni obraz mnoZiny generatorti grupy
je opét mnozina generatoru, tedy uvedend vlastnost je invariant).

(c) Ne, protoze grupa Q? obsahuje podgrupu izomorfni grupé Z* a
grupa Q takovou podgrupu neobsahuje, takova vlastnost je opét inva-
riantem.

(d) Ano, protoze R a R? lze chapat jako raciondlni vektorové prostory
se stejné mohutnou nespocetnou bézi (jeji existence ovSem zavisi na
axiomu vybéru), jsou proto izomorfni jako vektorové prostory, a tudiz
i jako grupy.

(e) Ano, vSechny permutace tfiprvkové mnoziny nenulovych vektorti
72 jsou linedrni zobrazeni a zobrazeni, které permutaci pfifadi matice
vyhledem k pevné bazi reprezentujici tato linearni zobrazeni Z2 — 73
dava grupovy izomorfismus.

2. Az =((123)) aZ;, =(3) jsou cyklické, zatimco Z}, = Z2 ani (neko-
mutativni) S cyklické nejsou.

3. (a) {0} lezi ve vSech podgrupach a vSechny podgrupy obsahuje celé Zsg,
dale (9) C (3), (6) C (3),(2).

(b) Protoze

2 =1, (=1)* =1 (mod 23),
(=2)" #£1, 22 #1, (—2)* # 1 (mod 23)
dostavame, ze (1) C (2),(22) C (21) = Z3,

4. Obé grupy jsou cyklické, proto maji tolik podgrup, kolik ma rad grupy
deélitelt, tj. (a) 12, (b) 8.



