1. cviceni
1. Rozhodnéte, zda je
(a) mnoZina Z x Z se standardnimi operacemi +, —, - po slozkéch,

(b) mnozina Z se standardnimi operacemi +, — a s operaci = -y = 0,

(c) mnozina P(X) = {Y : Y C X}, A,—,N,0) s operacemi symetrické
diference A, priniku N a s od¢itanim —Y =Y,

(d) (Q*,, 7', +,1), kde Q* = {a € Q:a > 0},
komutativnim okruhem s jednotkou, oborem integrity nebo télesem.
2. Rozhodnéte, zda nasledujici podmnoziny tvori podokruh télesa C:
{a+0V2: a,beZ}, {a+bV2: a,beZ}, {a+bC: abeZ},

{a+bw: a,beZ}, {a—l—b\/§+0\/§+d\/6: a,b,c,d € 7},

kde ¢ = e™/* a w = ¥™/3,

Ndvod: Vimnéte si, Ze w?> = —1 — w.
3. Rozhodnéte, zda nasledujici podmnoziny tvori podtéleso télesa C:
{a+bvV2: a,beQ}, {a+bV2+cV4d: a,beQ}, {a+bw: abeQ},
kde w = €2™/3,

4. Dokazte, ze komutativita sc¢itani plyne z ostatnich axiomt komutativnich
okruhti s jednotkou.

5. Dokazte pro libovolnou asociativni operaci * na mnoziné A, ze hodnota
vyrazu ap * ag * - -+ % @, pro ay,...,a, € A nezalezi na uzavorkovani.



Reseni:
1. (a), (c) jsou okruhy, nikoli obory ani télesa (s vyjimkou | X| =1 v (c)),
(b),(d) nejsou ani okruhy (neexistuje jednotka).

2. {a+by/2: a,b€Z} ani {a+b(: a,b€ Z} nejsou podokruhy, ostatni
mnoziny jsou.

3. vSechny tfi mnoziny jsou podtélesa télesa C.

4. Vyuzijeme-li distributivity dostaneme:
1+a)1+0)=14+a)l+(1+a)b=1+a+b+ab,
(1+b)(1+a)=(1+b1+(1+ba=1+b+a+ ba,

Diky komutativité nasobeni plati, ze
l4a+b+ab=1+b+a+ab
a zbyva odecist prvek 1 zleva a prvek ab zprava.

5. Indukci podle n dokazeme, ze kazdy vyraz s hodnotami aq,...,a, € A
je roven vyrazu aj * (ag* (az* (- -*ay,)...)). Pron < 3 to ziejmé plati.
Necht n > 3. Mame-li vyraz tvaru a; *u, kde u je vyraz délky n— 1, pak
u je roven pozadovanému tvaru podle indukéniho predpokladu, a tudiz
tvrzeni plati. V opa¢ném piipadé lze vyraz napsat ve tvaru (u* v) % w,
kde u jsou vyrazy kratsi nez n, tedy u = aq * z pro vhodny vyraz z
podle indukéniho predpokladu, proto z asociativity plyne

(usxv)xw=ux*x(V*w)=(a;*2)* (V*xw)=ay*(z*(v*xw)).

Zavér nyni dostaneme tvahou z prvni c¢asti dikazu.



