9. cviceni

1. Pro kazdé a,b € Z dokazte, ze NSD(a, b)Z je vzhledem k inkluzi nejmensi
idedl okruhu celych ¢isel Z obsahujici idedly aZ i bZ a ze NSN(a,b)Z je
nejvetsi ideal okruhu Z obsazeny v idedlech aZ i bZ. Plati obdobné tvrzeni
v kazdém eukleidovském oboru?

2. Necht [ a J jsou idedly néjakého komutativniho okruhu. Dokazte, Ze
I'+J :={i+jlie€lje J} je nejmensi idedl obsahujici I i J a ze
I'NJ je nejvétsi idedl obsazeny I i J (vzhledem k usporadéani inkluzi). Kdy
je idealem [ U J?

3. Necht Ip C I; C I, C ... je posloupnost idedli néjakého komutativniho
okruhu. Dokazte, ze I =, I, je opét ideal. Kdy je I hlavni?

4. Najdéte v okruhu Z generatory hlavnich idealt:
(a) 15Z + 24Z, (b) 15ZN24Z, (c)(100Z + 60Z + 16Z) N 21Z N 9Z.

5. Ovéite, Ze (a) 2Z[x] + xZ[z] v oboru Z[z], (b) zQ|x,y] + yQ|x, y] v oboru
Q[z, y] nejsou hlavni idealy.



Reseni:

1. Nejprve siv z/y < yZ C zZ. Je-li ¢ := NSD(a, b) a dZ ideal obsahujici
aZ U UZ (Z je obor hlavnich idedlt), pak d/a, b, a protoze je d nejvétsi
spoleény délitel, dostavame, Ze d/c, a proto ¢Z C dZ.

Duélné, jestlize g :== NSN(a,b) a hZ C aZ N bZ, pak a,b/g, a protoze
je h nejmensi spoleény nasobek, dostavame, ze g/h a hZ C gZ.

Uvaha projde v jakémkoli Eukleidovském oboru (dokonce i v OTHI).

2. Vyuzijeme charakterizaci, ze M je ideal komutativniho okruhu R <
Va,b e M,Vr,s € R:ar+bs € M.
Pokudi—l—@?—t} € I+ J pro i,? €la j,} € Ja,r,s € Rpak
(t+)r+ (G +7)s = (ir+is)+ (jr + js) € I + J. Pro kazdy ideal
M obsahujici I a J navic plati, ze Vi € I, € J i+ j € M, tedy
I+JCM.
Pokud a,b € INJ CI,Jars€ R, potomar+bs€liar+bseJ,
tudiz ar+bs € INJ. pak (i+j)r+(i+7)s = (ir+is)+(jr+js) € I+J.
Mnozina I U J je zjevné nejvétsi obsazena jak v I, tak v J.
I+ Jjeidedl & I C J nebo J C I.

3. Necht a,b € I ar,s € R, pak existuje takové n, ze Vk > n a,b € I,, a
tedy ar +bs € I, C 1.
I je hlavni <& I C J nebo J C [ existuje takové n, ze Vk > n [, =
I, = I je hlavni ideal.

4. (a) 3Z, (b) 120Z, (c)2527Z

5. Sporem:
(a) ptipadny generator hlavniho idedlu by byl spoleény délitel 2 a = v
oboru Z[z], tedy 1 nebo —1, ovSem +1 ¢ Z[z]| + 2Z[x]
(b) pfipadny generator hlavniho idedlu by byl spoleény délitel z a y
v oboru Q[z], tedy nenulovy konstantni polynom ¢ € Q \ {0}, ovSem
q ¢ #Qlz,y] + yQlz, y.



