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CvicCeni z algebry
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Uloha 1.1. Rozhodnéte, zda je

(a) mnozina Z x Z se standardnimi operacemi +, —, - po slozkéch,
(b) mnozina Z se standardnimi operacemi +, — a s operaci z -y = 0,

(c) mnozina P(X) = ({Y : Y C X},A,—,N,0) s operacemi symetrické diference A, priniku N a s
odéitanim —Y =Y,
(d) (QF,,7 1, +,1), kde Q" ={a € Q:a >0},
komutativnim okruhem s jednotkou, oborem integrity nebo télesem.
Uloha 1.2. Rozhodnéte, zda nésledujici podmnoziny tvoii podokruh télesa C:
{a+bV2: a,beZ}, {a+bV2: a,beZ}, {a+bC: abe 7},
{a+bw: a,beZ}, {a+bV2+cV3+dV6: a,b,c,dc L},

kde ¢ = e™/* a w = /3,

Ndvod: Vsimnéte si, Ze w? =

-1 —-w.

Uloha 1.3. Rozhodnéte, zda nésledujici podmnoziny tvoif podtéleso télesa C:
{a+bvV2: a,beQ}, {a+bV2+cV4: a,beQ}, {a+bw: abeQ},

kde w = 2™/3,

Uloha 1.4. Dokazte, ze komutativita sé¢itani plyne z ostatnich axiom® komutativnich okruhti s jednot-
kou.

Uloha 1.5. Dokazte pro libovolnou asociativni operaci * na mnoziné A, ze hodnota vyrazu a;*xas*- - -xa,
pro ay,...,a, € A nezalezi na uzavorkovani.

Reseni:
1. (a), (c¢) jsou okruhy, nikoli obory ani télesa (s vyjimkou |X|=1 v (c)),
(b),(d) nejsou ani okruhy (neexistuje jednotka).

2. {a+bv/2: a,b€ Z} ani {a +b(: a,b € Z} nejsou podokruhy, ostatni mnoziny jsou.
3. vSechny tfi mnoziny jsou podtélesa télesa C.

4. Vyuzijeme-li distributivity dostaneme:
1+a)1+0)=14a)l+(1+a)b=1+a+b+ab,
(1+b)(1+a)=(1+b1+(1+ba=1+b+a+ ba,
Diky komutativité nasobeni plati, ze
l4a+b+ab=1+b+a+ab
a zbyva odecist prvek 1 zleva a prvek ab zprava.
5. Indukei podle n dokdzeme, Ze kazdy vyraz s hodnotami ay,...,a, € A je roven vyrazu a; * (a *
(a3 * (---*ay)...)). Pron <3 to zfejmé plati. Necht n > 3. Mame-li vyraz tvaru a; * u, kde u
je vyraz délky n — 1, pak u je roven pozadovanému tvaru podle indukéniho predpokladu, a tudiz

tvrzeni plati. V opa¢ném piipadé lze vyraz napsat ve tvaru (u * v) * w, kde u jsou vyrazy kratsi
nez n, tedy u = ay * z pro vhodny vyraz z podle indukéniho predpokladu, proto z asociativity

plyne
(uxv)*xw=ux*x(v*xw)=(a;*2)* (V*xw)=ay*(z*(vrw)).

Zaveér nyni dostaneme tvahou z prvni ¢asti dikazu.
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Uloha 2.1. Uvazujme obor integrity (R, 4+, —, -, 0) a ozna¢me (Q, +, —, -, %) jeho podilové téleso. Ovéite,
ze
(a) &2 = Z—;’ pro kazdé § € Q a z,y € R\ 0,

(b) jsou operace na podilové télese dobte definované,

(c) je (@,+,—,, ) opravdu téleso.

Uloha 2.2. Dokaite, ze podilové téleso oboru Z[i] lze ztotoznit s télesem Q[i] (nejprve tvrzeni presnd
zformulujte!).

Uloha 2.3. Ovéite, Ze operace s polynomy spliiuji axiomy komutativniho okruhu.

Uloha 2.4. Kdybychom symbolem ¢ oznagili nikoli t¥idu ekvivalence, nybrz dvojici (a, b) € Rx (R\{0})
a kdybychom operace +, —, - zavedli stejné jako u podilovych téles, které axiomy oboru integrity by pro
R x (R\ {0}) neplatily?

Reseni:
L (a) 2 = % S (a-x,b-x)~(a-y,b-y) & axby = bray, coz plyne z komutativity nésobeni.
ay __ ag ca . c2 a; . ¢ _ aicr _ aicibeds __ az | c2 a1 01 _ aidi+bicn __
(b) mecht gt = §2 a b = 2, pak gt - G- = 0 = PURE = oG A Ta = Yha =
— aibodidotbibadocs _ agbididotbibadica _ a2 4 c2
b1d1b2d2 b1 d1b2d2 b2 d2 :
a4 ¢ _ adtbe _ cbtda _ ¢ 4 a a c _a _ca__c K a
©f+i=" =" —ito i i=h—-&—aq ®
2 e . adf+b(cf+de) . (ad+bc)f+bde . g 2 E
s Gt = bdf - bdf =G+ 5
2.(2.2)_‘1(06)_(ac)e_(g.g).z
b \d " F) T Tvdf T wdf — \b "d) P
a4 0_@altb0 _a a 1 _al_a a4y —a_ot(zg __0 _0
b T1T T b T bbb 1 b b'b D bbb 17
9.9+2.£_acbf+bdae_a0f+ad6_2.w_g.(£+g)
b d T b Ff T T bdf  bdf b _df b \da T F)
2. zobrazeni, které formalnimu zlomku 2% kde a,b,c,d € Z, b # 0 # d, pfitadi jeho komplexni
c+di’ » Uy &y ) ’
vyhodnoceni “jr’g’ = (a + bi)(c — di)c® + d* € QJi] je bijekce prevadgjici operace + a - v podilovém

télese oboru Z[i] na operace + a - v télese Qli].

3. Mame-li p =" poa™, q= ), gx", v =) rox" € R[], pak
P+q=>,Pnt+@)2" =, (g +pu)2" = q+p,
Poa=2 e Pi 4)3" =22, @i )T =D 4,
(p+@)+r =2 ((Pntqn)+rn)a" =3, (Pnt(gn+70))2™ = p+(q+7). (p-q) 7 =22, j=nDi-
G =32, ik i @ TR)T =P (7)),
p+0=p,p-1=p,p+(—p) =0,
r- (p + Q) =Tr- Zn(pn + Qn)$n = Zn(zzl:o T - (pn—i + QN—i))xn = = n(Z?:O T 'pn—i)J:n +
Zn(Zi:O L qn*l)zn =p-r + q-r,

4. Platily by vSechny axiomy kromé axiomu opac¢ného prvku a axiomu distributivity.
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Uloha 3.1. Vydélte se zbytkem polynomy
(a) 2t +32% + 422 + v+ 3 : 22+ 2 v okruhu R[] a Z;|z],

(b) 2* + 2>+ : 2>+ + 1 v okruhu Q[z] a okruhu Zy[z],
(c) 2%+ 2%+2"+ 25+ 2+ 22 + 2 ¢ x+ 1 v okruhu Zy[x],

(d) 2" —1 : 2% — 1 v okruhu polynomt nad libovolnym oborem.
Uloha 3.2. Urcete nasobnost kofenu 2 polynomu

(a) z° — 62" + 112 — 22% — 127 + 8 v okruhu R|x]
(b) x° + x* + 423 + 52 4+ 22 + 1 v okruhu Z;[z],

(¢) a° + 22 4+ 2* + 2 v okruhu Zs[x].
Uloha 3.3. Dokaite, 7e pro kazdé dva polynomy f, g nad libovolnym oborem plati Leibnitzovo pravidlo
(f-9)=f-9+f-4g.
Uloha 3.4. Uvazujme zobrazeni D : R[z] — R[z], kde R je obor, spliiujici pro kazdé c € R a f,g € R[z]
podminky D(c) = 0, D(z) = 1, D(f +g) = D(f) + D(g), D(f +g) = D(f) + D(g) a D(f - g) =
D(f)-g+ [ D(g). Dokazte postupné pro kazdé c € R n € N, ze
(a) D(c- f) =c-D(f), (b) D(z") =n-z"!, (c) D je nutnd pravé derivace.

Uloha 3.5. Dokaite, ze jsou-li polynomy f, f' nesoudélné, pak f nemé vicenasobny kofen.

Reseni:
1 (a) 2*+32° +42® + 2+ 3= (2 + 2)(2* + 3x + 2) + (—Bz — 1) v R[z] a
ot +32% +42? + 1 + 3 = (22 + 2)(2* + 3x + 2) + 4 Zs[x]

(b) 2t +2?+x = (22 +2+1) (22 —2+1)+(2—1) v Q[z] a 2+ 22 +2 = (22 +2+1)(2*+2+1)+(z+1)
\% ZQ[ ]
)

)z +2+ 2"+ 2+ 23+ +o=(r+ 1)@+ 28 +2° + 22+ 1) +1,
(d) Vydélime-li se zbytkem n = ¢k + r, kde 0 < r < k, pak
g — 1= g (b 1)+ (27 — 1)

2. (a) 3, (b) 3, (c) 4.

3. Staci si vS§imnout, zZe

(") -2l + 2" (27) = ne™T 4 ma™ T = (i 4 §)a™ T = (07) = (2 - 27),

(f-9) = zfngm Zfzg] al 4 a2i(a?)) =
=(Q_ fu) 'ZW”ZM 9 =1 g+ f-d
7 j i j

4. (a) D(c- f)=D(c) - f+c-D(f)=0-f+c-D(f)=c-D(f),
(b) indukei: D(z) = 1 = 12° a pokud D(z" ') = (n — 1)2" 2, pak D(z") = D(z - z2"!) =
D(z)- 2" ' +az-Da" ) =2+ (n—Dz-2"2=n 2"}
(c) DX, fiz®) = 32, fiD(a') = 32, fiia'™") = (32, fix?)'.
5. Ma-li f vicenasobny kofen «a, pak existuje g, pro kter f = (z —a)?g, a protoze f' = ((z —a)?g)’ =
2(x —a)g + (x — )?¢’ je (xr — «) spoleény délitel f, tudiz f, f’ jsou soudélné.
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Uloha 4.1. Spoditejte nejvétsi spolecny délitel a pifslusné Bézoutovy koeficienty
(a) cisel 539 a 84 v Z,

(b) cisel 256 a 27 v Z,
(c) ¢isel 22 —1a 23 —1v Z,
(d) polynomt z* + 22 + x4+ 1 a 2* + 2z + 2 v okruhu Z3[x] a v okruhu Zs|x].

Uloha 4.2. Spoctéte 237! v télese Zsr a v okruhu Zsg.

Uloha 4.3. Najdéte viechna z € Z spliujici
(a) 5z 4+ 3 =9z + 13 (mod 17),
(b) 10z +5=7 (mod 14),
(c) 22+ 5z =0 (mod 19),

(d) 22+ 10z =11 (mod 17).

Uloha 4.4. Najdéte viechna z,vy, z € Z spliujici 22 + y% + 22 = 15w? (ndvod: feste nejprve kongruenci
modulo 8).

(539,84) =7 =15-539 — 32- 84,
b) NSD(256,27) = 1 = —2- 256 + 19 - 27,

(292 — 1,230 —1) =1 = (=2)(22 — 1) + (1 + 2% + 262)(231 — 1),
P4+ tr+ 1,22 +20+2) =

=2z + 1)@+ 22+ x+1)+ (22 + 2+ 2)(2® + 2x + 2) v Zs[z],
=z+3=1x"+2"+ 2+ 1)+ (4o + 1)(2* + 22 + 2) v Zs[z].

Z,
)
E

2. 2371 =29 v Zy; 2237 = 17 v Zs.

(a) =6 (mod 17), tj. x € {6 + 17z| z € Z},
(b) 2 =3 (mod 7), tj. x € {3+ 72| z € Z},
(c) z €{192| z € Z} U {14+ 19z] z € Z},

(d) 2 e {1+172| z € Z} U{6 + 172| z € Z},

4. nutnd podminka: z% + y? + 22 + w? = 0 (mod 8) a a®* = 1 (mod 8) pro a liché a* = 0 nebo 4
(mod 8) pro a sudé = x,y, z,w sudé. Nyni vytkneme ze vSech neznamych ¢islo 2 a vykratime
¢islem 4 a feSime stejnou rovnici =z =y =2 =w = 0.



5

3

3
Uloha 5.1. Spoctéte (a) 3% modulo 28 a (b) 100" modulo 39 a modulo 40.
Uloha 5.2. Najdéte viechna x,y € Z spliiujici 2% + 2 + 2y =1 (mod 7).

Uloha 5.3. Najdéte vSechna z € Z, pro ktera plati
(a) x=5 (mod 7), x =4 (mod 8), z =2 (mod 9),
(b) 10x =6 (mod 32) a 3z =1 (mod 5).

Uloha 5.4. Najdéte vsechna x € Z spliiujici
(a) 22 = 36 (mod 45) (b) 2?2 = —1 (mod 65) .

Uloha 5.5. Dokazte vzorecek o(I1r_, pi) = [1_, o(¥}") = [15_,(pi — 1)p/"~" pro Eulerovu funkei, kde
p1 < pg < --- < pi jsou prvocisla.

Reseni:
3

1. (a) 3% =27 (mod 28),
(b) 100%” =1 (mod 39), 100" =0 (mod 40)
(

2. 2#0 (mod 7),y = —1 (mod 7).
3. (a) x =236 (mod 504), (b) z =7 (mod 80).

4. (a) v = £6 (mod 15), tj. x € {+6 + 15k| k € Z},
(b) z = £8 (mod 65) nebo 2z = £18 (mod 65).
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Uloha 6.1. Srovnejte obory inkluzi a popiste vSechny jejich prvky
(a) Z[V6], Z[V?24] a Z[V2,V/3],
(b) Q[v6], Q[v24] a Q[v2, V3],
(¢) Q[/s] a Q(+/s) pro libovolné s € N.

Uloha 6.2. Najdéte celodiselny polynom stupné 4, jehoz kofenem je &slo v2 + /3 a dokaite, ze

ZIV2+ V3] =

= {p(V2+V3)| p € Z[z],degp < 3} = {a+ bV2 + (b+ 20)v/3 + 2dV6| a,b, c,d € Z}.

Uloha 6.3. Rozhodnéte, zda plati rovnosti

(2) Z[V2, V3] = Z[V2+ V3], (b) Q(v2,V3) =Q[vV2+ V3]
Uloha 6.4. Dokazte, Ze algoritmus déleni se zbytkem v oboru Z[i] pracuje spravné, tj. pokud pro
u,v € Z[i] \ 0 najdeme a,b € Q, pro kterd * = a + bi, a polozime ¢ = [a] + [b]i € Z[i] a 2 = v — qu, pak
v(z) <v(v).

ResSeni:

1.

(a) Z[V6] = {a +bV6| a,b € Z}, Z[V/24] = {a +20V/6] a,b € Z}, Z[v/2,V/3] = {a + bvV2 +cV/3 +
dv6| a,b,c,d € Z},

Z[V24) € ZIV6] € Z[V2,V3],

(b) Q[V6] = Q[v24] = {a + bV/6| a,b € Q} C Q[v2,V3] =
= {a+bV2 + /3 + dV6| a,b,c,d € Q}

(c) Q[¥/5] = Q(s) = {a+bYs+cVs?| a,b,c € Q}

cat =102+ 1 = Z[V2 + V3] = {p(V2 + V3)| p € Zz], degp < 3},

(V2+v3)2=5+2V6, (V2+v3) =11v/2+ 9V3
= Z[V2 +/3] C {a+bvV2+ (b+2c)V3 +2dV6| a,b,c,d € 7},

2ev3 = 11¢(v2 +V3) — c(11v2 + 9v3) € Z[V2 + V3], b(vV2 + V3) € Z[V2 + V3] = b2 + (b +
2¢)V3 € Z[vV2 + V3],

(V2+V3)2=5+2V6 € Z[V2 + V3] = 2dV6 € Z[v2 + V3]
= {a+bv2+ (b+2¢)V3 +2dV6| a,b,c,d € Z} C Z[\V2 + /3]
(

HH =512 =1=211P =15 —all* = (a—[a])* + (0 [b])* < ; +

= v(r) = |Irl* < 3llv]?* = v(v) = v(r) < v(v).

a) ne, (b) ano.

<

=
N =
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Uloha 7.1. Vydélte v oboru Z[i] se zbytkem

(a) 5+ T7i): (3—14), (b) (3+2i):(1—2i), (c)(3+2i):(L+1).

Uloha 7.2. Spocitejte v Z[i] (pomoci Eukleidova algoritmu nebo normy)

(a) NSD(5 + 7i,3 —4), (b) NSD(6 — 74,7 +1), (c) NSD(8 + 5i,4 + i).

Uloha 7.3. Dokazte pro prvoéislo p, ze

(a) je prvocinitelem v oboru Z[i], pravé kdyz p = 3 (mod 4),
(b) je-li p =1 (mod 4), pak existuji prvocinitele a + bi, a — bi € Z[i], pro které p = (a + bi)(a — bi).
(Navod: dokazte a vyuZijte tvrzeni (p — 1)! = —1 (mod p))

Uloha 7.4. Uréete v oboru Z[i] rozklad ¢isel 3,5,6,7,20, 21,101, 157 na prvocintele.

Reseni:

a) 1+14, (b) 2414, (c) 1

. Pokud p = (a + bi)(a — bi) = a® + V?, pak je pravé jedno z ¢isel, napifklad a liché, proto p = 1

(mod 4). ProtoZe v(p) = p?, je prvoéislo soucinem nejvyse dvou prvocinitelii (s normou p), proto
pokud p = 3 (mod 4), je p prvocinitel.

Jestlize p =1 (mod 4), pak je p%l sudé a proto

p—1

2

~1=(p-1!=]]i(-9)

i=1

(E)Q

2

(mod p),

tedy existuje ¢ spliujici p/c? + 1 = (¢ +i)(c — 7). Hledané a + bi je NSD(p, ¢ + 1) v Z][i].

3,5 =0240)2-1),6=1+i)(1—14)-3,720=1+0)21—-*Q2+)2—1d),2l =3-7,

101 = (10 + i)(10 — 4), 157 = (11 + 64)(11 — 6i)
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Uloha 8.1. Spoditejte ireducibilni rozklady
(a) 10 — 67, 94 3i a 11 + 2¢ v oboru Z[i],
(b) 23 — 2 a 2* — 22 — 2 v oborech Clz], R[z], Q[z], Z3[z], Zs][z].

Uloha 8.2. Popiste viechny ireducibilni polynomy (a) v C[z], (b) v R[z].
Uloha 8.3. Uréete v Z[iv/2] ireducibilni rozklady 3 — iv/2,1 — 2i1/2,2,3,5 — iv/2.

Uloha 8.4. Dokaite, Ze spravnost obdoby algoritmu déleni se zbytkem v oborech Z[\/s] pro s = —2,2, 3.
Proc¢ totéz nemuze fungovat pro s = —3,57

Reseni:
1. (a) 10—6i=—(14+14)3-(44+14),9+3i=3-(1+14)-(2—1) all+2i=—(1+ 2i)3,
(b) 2 = 2 = (z — V2)(x — V2eF ) (x + V2eF) v Clal,
23— 2= (v — v/2) (2% + V2x + V/4) v Rz] 2° — 2 je ireducibilni v Q[z],
P -2=23+1=(r+1)3vZr]ax®—2=(x+2)(2*+3z+4) v Zs[z].
=22 - 2= (22 4+ 1)(2? - 2) = (z +4)(z — i) (z + vV2)(x — V2) v C[z],
vt — 22— 2= (22 4+ 1)(z +vV2)(z — V2) v R[z],
pt— 2% 2= (22 +1)(2* — 2) v Qlx],
(z° +1)% v Zsla],
ot —1? —2=(x+42)(x — 2)(a® — 2) v Zs[z].

-2 —2=

2. (a) nenulové komplexni nésobky x + a (b) nenulové realné nasobky = + a a (z — b)(z — b) =
x? — Re(b) + |b* pro b € C\ R.

3. 3 —iv/2 je ireducibilni, 1 — 2iv/2 = —(1 +iv/2)?, 2 = —(iv/2)?,
3=(14+ivV2)(1—iv2), 5 —ivV2=—(1+iV2)%.



9

Uloha 9.1. Pro kazdé a,b € Z dokazte, ze NSD(a,b)Z je vzhledem k inkluzi nejmensi idedl okruhu
celych ¢isel Z obsahujici idedly aZ i bZ a 7e NSN(a, b)Z je nejvétsi idedl okruhu Z obsaZeny v idealech
aZ i bZ. Plati obdobné tvrzeni v kazdém eukleidovském oboru?

Uloha 9.2. Necht I a J jsou idealy néjakého komutativniho okruhu. Dokazte, ze I + .J := {i + j| i €
I,j € J} je nejmensi idedl obsahujici 1 i J a ze I N J je nejvétsi idedl obsazeny I i J (vzhledem k
uspotradani inkluzi). Kdy je idedlem I U J?

Uloha 9.3. Necht [, CI; C L, C ... je posloupnost idealti néjakého komutativniho okruhu. Dokazte,
ze I =, I, je opét ideal. Kdy je I hlavni?

Uloha 9.4. Najdéte v okruhu Z generatory hlavnich ideali:
(a) 15Z + 247, (b) 15ZN247Z, (c)(100Z + 60Z + 16Z) N 21Z N 9Z.

Uloha 9.5. Ovéite, Ze (a) 2Z[x] + zZ[z] v oboru Z[x], (b) 2Q[x,y] + yQ[z,y] v oboru Q[xz, ] nejsou
hlavni idealy.

Reseni:

1. Nejprve si v z/y < yZ C xZ. Je-li ¢ := NSD(a,b) a dZ ideal obsahujici aZ U bZ (Z je obor
hlavnich ideédld), pak d/a,b, a protoze je d nejvétsi spolecny délitel, dostavame, ze d/c, a proto
cZ C dZ.

Duélné, jestlize g := NSN(a,b) a hZ C aZ N bZ, pak a,b/g, a protoZe je h nejmensi spolecny
nasobek, dostavame, ze g/h a hZ C gZ.

Uvaha projde v jakémkoli Eukleidovském oboru (dokonce i v OIHI).

2. Vyuzijeme charakterizaci, ze M je ideal komutativniho okruhu R < Va,b € M,Vr,s € R :
ar +bs € M.
Pokud i+j,i4j € I+Jproi,i € [aj,j € Ja,r s € Rpak (z’+j)r—|—(7+})s = (ir+7&)—|—(jr+}s) €
I+ J. Pro kazdy ideal M obsahujici [ a J navic plati,zeVi € I,j € J:1+j € M, tedy I+J C M.

Pokud a,b € INJ CI,Jar,s€ R, potomar+bs € Iiar+bs€ J,tudiz ar +bs € I NJ. pak
(t+j)r+(GE+j)s=(ir+is)+ (jr+js) € I + J. Mnozina I U J je zjevné nejvétsi obsazena jak
v I, tak v J.

I+ Jjeidedl & I C J nebo J C I.

3. Necht a,b € I ar,s € R, pak existuje takové n, ze Vk > n a,b € I,,, a tedy ar +bs € I}, C I.
I je hlavni < I C J nebo J C [ existuje takové n, ze Vk > n I, = I,, = I je hlavni ideal.

4. (a) 3Z, (b) 120Z, (c)252Z

5. Sporem:

(a) pfipadny generator hlavniho idedlu by byl spoleény délitel 2 a = v oboru Z[z], tedy 1 nebo
—1, ovSem +1 ¢ Z[z] + 2Z[z]

(b) ptipadny generator hlavniho idedlu by byl spoleény délitel z a y v oboru Q[z], tedy nenulovy
konstantni polynom ¢ € Q \ {0}, ovSem ¢ ¢ zQ[z, y] + yQ[z, y].

10



10

Uloha 10.1. Pro o, 3 € C ozna¢me I = {p(z,y) € Clz,y]| p(a, ) = 0}.
(a) Ovéite, ze je I ideél oboru Clz, y],
(b) dokazte, ze I = (v — a)Clz,y| + (y — 5)Clz, ],
(c) rozhodnéte, zda je I hlavni.
Uloha 10.2. Pro p(y) € C[y] a h(x,y) € C[z,y] dokaite, ze
(a) (z = p()|h(z,y) v Cla,y] < h(p(y),y) = 0,
(b) x — p(y) je ireducibilni v Clz, y].

Uloha 10.3. Urcete v oborech Z[z,y], R[z, %], C[z,y] ireducibilni rozklad polynomt
(a) 2 —y +2, (b) 22° —4y?, (c) 2% +¢°.

Reseni:

1. (a) Necht p,q € I a a,b € IC[x,y], pak [ap + bq](, 5) = ala, B)p(a, B) + b(a, B)q(a, B) =
a(a, 5) -0+ b(a, B) -0 =0,
(b) (z =), (y = pB) €I = (z — a)Clz,y] + (y — B)Clz,y] € I.

Vyuzijem déleni se zbytkem v (C|x])[y] polynomem y — 3 a v C[z] polynomem x —«. Necht h € I,
pak

dq € (Clz])ly] ar € (Clz])[y]: h = q(y — B) +r, deg,r <1=r € C[z],
dseClz]aceClx]: r=s(x —a)+c,deg,c<1=reC.

Nyni h = q(y — B) + s(x — a) + ¢, a protoze 0 = h(a, §) = ¢, dostavame h € (z — a)Clz, y] + (y —
A)Clz, y].
(c) Kdyby pClz,y] = I, pak by (z — a)|p a (y — a)|p = p € C*, tedy I = Clz,y], coz je spor.

2. (a) Dosazeni R := Cly| a a := p(y) do Tvrzeni 10.1 ze skript.
(b) Je-lia-b =z —p(y), pak BUNO b € C[y] a existuji ¢,d € C[y] a = cx+d = x—p(y) = bcx+bd
= be C.

3. (a) 2% — y + 2 je ireducibilni dle 2(b) v Clz,y] a tedy i v Z[z, y], Rz, y],
(b) 202 — 4y? = 2+ (2% — 2y%) v Z]x, y] a 202 — 4y* = (20 — 22y)(xz + V2y) v R[z,y] a Clx, y].
(c) 22 + y? je ireducibilni v Z[z,y], Rlz,y] a 22 + y* = (z + iy)(z — iy) v Clz, y].

11
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Uloha 11.1. Urcete v Z[z, y], R[z,y], C[z,y] ireducibilni rozklad polynomii

(a) ‘T - 2y )

( ) I - y )

(c) 2* +ay+y—1,

(d) 2¢° +y*r +yr? + 2 + Ty> + Ty —x — 2.
Uloha 11.2. Bud f € R[z] a a € R. Dokazte, 7e je polynom f ireducibilni v R[z] pravé tehdy, kdyZ je
polynom f(z + a) ireducibilni v R]z].

Uloha 11.3. Dokazte pomoci Eisensteinova kriteria a piedchoziho tvrzeni ireducibilitu polynomii v
Z|x]:
(a) 25 + 102° — 423 + 822 — 2,
(b) 28 + 2% + 1,
(c)aPt +aP? 4+ 4r4+1=2

Uloha 11.4. Napiste vSechny racionalni kofeny polynomu 2z* 4 2* — 2% + 3z + 3.

Reseni:

1. (a) 2% — 2y? je ireducibilni v Z[z, y], 2% + y? = (v + V2y)(z — V2y) v R[z,y] a Clz,y].
(b) 22 — y? je ireducibilni v C[z, y] a tedy i v Z[z,y], Rz, y],
() +zy+y—1=(z+1)(z+y—1),
(d) 203 + 9?0 +ya? + 22+ 7> +3y —2 — 2 =

=+ D22+ (> — D+ (2P + 72 + 3y — 2)
— (+ D)+ (y—Dz+ (2 + 5y — 2))
=y+1)(@—y—2)(r+2y+1)

2. Sta¢i dokézat f(z + a) je ireducibilni = f(z) je ireducibilni, obracenou implikaci dostaneme
pouzitim tvrzeni pro g(x) := f(z + a) a g(x + (—a)).
Dokazujeme nepiimo: necht f(z) = g(z)h(z) pro nekonstantni g a h, pak f(x+a) = g(xr+a)h(x+
a).

3. (a) plyne pfimo z Eisensteinova kriteria,

(b) pouzijeme Eisensteinovo kriterium pro (z + 1)% + (z + 1)3 + 1 = 2° + 62° + 152" + 2123 +
1822 + 9 + 3 a prvodislo 3,

(z4+1)P—1
(z+1)—1

(c) pouzijeme Eisensteinovo kriterium pro prvocislo p,

4. —1.

12
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Uloha 12.1. Najdéte vSechny polynomy f € Q[z] stupné < 4 spliujici
(a) f(0) =1, f(1) =0, f(2) =
(b) f=x+1 (mod 22+ 1) a f(0)=3
(c) f=1 (moda2*—1) a f=xz+1 (modz?+1).

Uloha 12.2. V télese F1o5 = {ag+a1a+axa?| a; € Zs} s pocitanim modulo o +a+1 v Zs[a] spoctéte

(a) (302 +4a+1) + (202 + 4),

(b) (3a? +4a+1) - (2a% +4),

(c) a™, (o)™ (a® +1)7H,

(d) feSeni linearni rovnice o+ z + (a + 1) = o
Uloha 12.3. V télese Fy = {ag + a1a| a; € Zs} s poéitanim modulo a2 + a + 1 v Zs[a] spoctéte Feseni
soustavy linearnich rovnic zadané matici

a+1
Q

Uloha 12.4. Najdéte v télese Fy = {ag + aja| a; € Z3} s pocitdnim modulo o? + 1 v Zs[a] prvek
u s vlastnosti, ze kazdy prvek v € Fy \ {0} 1ze napsat jako mocnina u a Najdéte ireducibilni rozklad
polynomt 28 — 1 v Fy[z].

a 1
a+1 a+1

a) 32 — x4+ 1+ cx(z — 1)(z — 2) pro libovolné ¢ € Q,
b) 22?2 + x + 3 + bx(x* + 1) pro libovolné b € Q,
¢) —32+ x4+ 1

2. (a) (Ba® +4a+1) + (202 +4) = 4a,
b) (3% +4a+1)- (202 +4) = 3a* + 2a + 1,
c)at=4a*+4, ()= +4a+1, (a®>+1)7! = 4a,
d)z=0a*+a

3. (0,a+1)7

4. Napiiklad o+ 1, 2° — 1 = [\ 0y (7 = 7)-

13
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Uloha 13.1. Je polynom (z; + 25 — o3 — 24) (21 — 22 + 23 — 24) (21 — 79 — 73 + 24) symetricky?
Uloha 13.2. Dokazte, Ze druhd mocnina determinantu Vandermondovy matice
Vizy, ..., x,) = (l’g_l)iJ:lw"n
je symetricky polynom vzhledem k proménnym x4, ..., z,.
Uloha 13.3. Vyjadiete symetrické polynomy
(a) 3z%yz + 3xy’z + 3wy2®, (b) 2 (y +2) + v (x + 2) + 22 (z +y)
jako soucet soucinil elementarnich symetrickych polynomu.

Uloha 13.4. Uvazujme monicky polynom f = 3" a;2° € R[z], ktery se v R rozkldd4 na line4rni ¢initele

(x—wuy)-...-(x—wu,). Vyjadiete soucet ¢tvercii jeho kofent uf+...+wu? pomoci koeficientt ag, . . ., a,_1.
Reseni:
1. Ano.
n(n—1) n(n—1)

2. det V(zy,... ,:cn)2 = Hi>]~<xi - l'j)Q =(-1)
pro vSechna o € S,,.

[igj(mi = 25) = (1) 7= Tl (w0 (i) — 24(8))

3. (a) 3x%yz + 3xy?z + 3wyz? = 35183,
(b) @*(y + 2) + ¥’ (x + 2) + 2°(x + y) = sTs2 — 253 — s153.

2 2 2
4. ui+...+u, =a;_, — 2ay_2.
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14 To nejlepsi z celého semestru

Uloha 14.1. Najdéte viechna x € Z, pro ktera plati x =5 (mod 7), z =4 (mod 8), z =2 (mod 9).
Uloha 14.2. Spocitejte ireducibilni rozklad prvku 9 + 3i v oboru Z[i].

Uloha 14.3. Najdéte v okruhu Z generator hlavniho idedlu (100Z + 60Z + 16Z) N 21Z N 9Z.

Uloha 14.4. Dokazte (pomoci Eisensteinova kriteria) ireducibilitu polynomu %+ 23 41 v oboru Z[z].

Uloha 14.5. Uvazujme monicky polynom f = 3" a;2° € R[z], ktery se v R rozkldd4 na line4rni ¢initele
(r—up)-...-(x—u,). Vyjadiete soudet ¢tvercii jeho kofenti u?+. ..+u? pomoci koeficientti ag, . . . , @, _1.

Uloha 14.6. Najdéte vSechna z,y, z € Z spliujici 22 +y? + 22 = 15w? (nvod: feste nejprve kongruenci
modulo 8).

Reseni:

1. x =236 (mod 504), , tj. z € {236 + 504k| k € Z}.
2.943i=3-(1414)-(2—1)

3. 252Z.

4. Pouzijeme Eisensteinovo kriterium pro (z+1)%+(z+1)3+1 = 2°4+62°+ 1524+ 2123+ 1822+ 92 +3
a prvocislo 3.

5o uf+...+ud=a2 | —2a, .

6. nutna podminka: x? + y* + 2% + w? = 0 (mod 8) a a* = 1 (mod 8) pro a liché a®* = 0 nebo 4
(mod 8) pro a sudé = x,y, z,w sudé. Nyni vytkneme ze vSech nezndmych ¢islo 2 a vykratime
¢islem 4 a Tesime stejnou rovnici =z =y=z=w =0
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