5. cvideni
Ve skole:

1. Necht p a ¢ jsou dva nenulové polynomy nad télesem 7. DokaZte tvrzeni:

(a) Jestlize p déli g a zéroveni ¢ déli p, pak existuje nenulovy prvek v télesa
T, pro ktery p = vq.

(b) Nejvétsi spoleény délitel p a ¢ je urcen jednoznacné az na nasobek
nenulovym prvkem télesa.

2. Uvazujme obor integrity (R, +,-,—,0,1) a oznaéme (Q,+,-,—, 2, 1) jeho
podilové téleso. Ovéite, ze

(a) %:Z—é’prok&idé%Gan>y€R\{0}7

(b) jsou operace na podilovém télese dobie definované.

3. Dokazte, ze podilové téleso oboru Z[i] l1ze ztotoznit s télesem Q[i] (nejprve
tvrzeni pfesné zformulujte!).

Ulohy pro samostatné pocitani:

4. Dokazte, ze je podilové téleso (Q, +, -, —, %, %) opravdu téleso.

5. Kdybychom symbolem 7 oznacili nikoli tifidu ekvivalence, nybrz dvojici
(a,b) € R x (R \ {0}) a kdybychom operace +, —,- zavedli stejné jako u

podilovych téles, které axiomy oboru integrity by pro R x (R\{0}) neplatily?



Reseni:

1.

(a) Protoze p déli ¢ existuje polynom u, pro ktery ¢ = up, a podobné
protoze ¢ déli p existuje polynom v, pro ktery p = vq. Dosadime-li do
druhého vztahu za g dostavame p = vup, proto p(1 — vu) = 0 a tudiz

1 —vu = 0, nebof T'[z] je obor. Protoze 1 = vu, musi byt wu i
polynomy stupné nula, tedy u,v € T™.

(b) Necht a je néjaky nejvétsi spolecny délitel p a ¢ a b je

v nutné

nejvetsi

spolecny délitel p a ¢ ziskany Eukleidovym algoritmem. Protoze b =
up + vq, kde u a v jsou Bézoutovy koeficienty, musi a délit b, tedy
b = wa pro vhodny polynom wu. Protoze z definice jsou polynomy a
a b z definice stejného stupné, musi byt v nutné stupné nula, tedy

ueT\{0}.
(@) tr =42 < (a-z,b-x)~ (a yb-y) & axby = bray, coz plyne z
komutativity nasobeni.
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Zobrazeni, které formalnimu zlomku % kde a,b,c,d € Z, b # 0 # d,

c+di?
pritadi jeho komplexni vyhodnoceni
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€ Q[i] €

je izomorfismus podilového télesa oboru Z[i] a télesa Q[i].
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Platily by vSechny axiomy kromeé axiomu opac¢ného prvku a
distributivity.
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