8. cvicenl
Ve skole:

1. Najdéte vSechna z € Z, pro ktera plati
(a) =5 (mod 7), z =4 (mod 8), z =2 (mod 9),
b) 2x +1=2 (mod 3), 3z +2 =3 (mod 4), 4z + 3 =2 (mod 5),
¢) 10z =6 (mod 32) a 3z =1 (mod 5),
d) 2" =2 (mod 5) a 2z® =1 (mod 7).

0
)z> =1 (mod 3) az?> =1 (mod 7),
) 22 = —1 (mod 65),

c) z2 = 36 (mod 45).

3. Najdéte vSechny kofeny polynomt
(a) 22 — 1 nad Zy, (b) 2% + 1 nad Zgs, (c) 22 + 3z + 2 nad Zy,.

Uloha pro samostatné pocitani:

4. Nechf jsou p a ¢ dvé rizna licha prvodisla.
(a) Dokazte, Ze mé polynom z® + 322 + 2x v okruhu Z,, pravé 9 kofen.
b) Rozhodnéte, zda existuji a,b € Z,,, aby mél polynom 2% + ax + b v
pq
okruhu Z,, pravé 3 kofeny.



ResSeni:

1. Poc¢itame pomoci dosazovaciho (Garnerova) algoritmu na vypocet vzort
Cinské véty o zbytcich:
(a) x =236 (mod 504), (b) x =11 (mod 60), (¢) z =7 (mod 80).
(d) Vsimneme si, Ze pro 5/x nebo 7/x kongruence splnény nejsou. Za

predpokladu, ze 5 ani 7 nedéli =z ekvivalentné upravime kongruence
pomoci Eulerovy véty na

1=2r (mod5), 2°=1 (mod7),

druh4 z kongruenci je diky kofenovym vlastnostem polynomu z? — 1
ekvivalentni podmince x = +1 (mod 7), odtud uz stejnym postupem
jako v (a)-(c) dostaneme, ze = 8 (mod 35) nebo z = 13 (mod 35).

2. (a) v e {£1+21k| k€ ZyU{8+21k| k € Z}y U {13 + 21k| k € Z}
(b) z = £8 (mod 65) nebo z = £18 (mod 65),
(¢) x = £6 (mod 15), tj. x € {+6 + 15k| k € Z}.

3. Vyuzijeme opét Cinskou vétu o zbytcich. Polynomialni rovnice pro (a)

a (b) jsme vyfesili uz v predchozi aloze.

(a) 22 — 1 mé koteny 1, 8,13, 20,

(b) 2% + 1 m4 kofeny 8, 18,47, 57,

(c) 2 + 3z +2 = (z + 1)(z + 2) m4 kofeny 5,6,12,13.

(

a) Oznacme F, : Z,; — Z, F, : Z,, — 7, zobrazeni dana piedpisem
F,(a) = (a)mod p, F,(a) = (a)mod ¢

anecht f = 23 + 322+ 22 = 2(x + 1)(x + 2). Pak je podle Cinské véty
o zbytcich zobrazeni a — (F,(a), F,(a)) bijekce mnozin Z,, a Z, x Z,,
navic a € Z,, je kofenem polynomu f nad okruhem Z,,, pravé kdyz je
F,(a) kofenem polynomu f nad télesem Z, a zarovetl je F,(a) kofenem
polynomu f nad télesem Z,. Protoze mé f nad télesem Z,, i nad télesem
nad télesem Z, pravé 3 kofeny a kazdé4 dvojice téchto kofenti odpovida
pravé jednomu kofenu nad Z,,, mé f nad okruhem Z,, pravé 3-3 =9
kofenii.

(b) Ne. Podle predchozi iivahy by musel mit polynom z? + ax + b nad
télesem Z, nebo Z, pravé 3 kofeny (a nad druhym télesem nutné pravé
jeden), coZ pro polynom stupné dva nad zadnym télesem neni mozné.



