SAMOOPRAVNE KODY

OBSAH

IMotivace a obsah kurzul
L. Vzdalenost a nosnost blokoveho kodul

[Algebraické kody|
[2.  Linearni kody]
[3.  MDS-kodyl
1.  Samodualni a propichnuté kody|
(.  Cyklicke kody]
6. GRS kody a jejich rezidualni kody]

S < Tof
= Tvod d i
8. Diskrétni informacni kanall
9. Kodovani zdroje|
[10.  Dekodovaci schémal

[L1.  Shannonovy vety o kapacité kanalu|

Kombi k& T I
[12.  Symetrické designy]
[L3. Golayovy pertektni kody]|
[14.  Reedovy-Mullerovy kodyi

MOTIVACE A OBSAH KURZU

Nasim tkolem je matematicky modelovat tlohu:

Efektivne a bez ztrat prenést informaci prostiednictvim informacniho kandlu
zdroje informace k prijemci.

Jak jednotlivé polozky tkolu chapat?
Prednaska je rozdélena podle dvojiho pristupu ke konceptu informace; zkoumame
- bud ,strukturu”, kterd informaci nese (kédu - textu) bez ohledu na jobsah”
— teorie (algebraickych) kédi,
- nebo ,méfime obsah/ztratu” informace chdpané jako ndhodna veli¢ina
— teorie informace (jako soudést teorie pravdépodobnosti).
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Konkretizace dalsich polozek tkolu:

informaéni kanal - fyzikdlni prostiedi, u néjz nas zajima mira jeho (ne)spolehlivosti

zdroj/pfijemce - strany komunikace (2 lidé, 2 stroje, vysila¢ pfijimac¢ apod.)

bezztratovost - informace zdroje a prijemce by méla byt ,stejnd”

efektivita - snaha o maximalizaci miry informace vzhledem k velikosti struktury, ktera
informaci "nese”

Rozvrh kurzu

(1) zakladni koncepty teorie kidi (vzdélenost, nosnost, linearita, dualita)
(2) algebraické konstrukce (cyklické kédy, (G)RS, BCH kédy)

(3) teorie informace (kédovéani zdroje, Shannonova teorie)

(4) kombinatorické a geometrické konstrukce (Golayovy kédy, RM kddy)

1. VZDALENOST A NOSNOST BLOKOVEHO KODU
Celou pfednasku predpokladame, ze F, = I je abeceda znakt zdroje i piijemce pro
kone¢né téleso fadu g = |F|.
T&N. Pro n € N budeme vektor v € F"” nazyvat slovo délky n a v soutadnicich ho

budeme zapisovat fadkové v = vvsy. .. v,.
Mnozina C C F" se nazyva blokovy kod délky n

Definice. Necht u,v € F" a C C F" je neprazdna mnozina slov. Pak
- d(u,v) = |{i | u; # v;}| se nazyva (Hammingova) vzddlenost slov u a v,
- polozme d(C) = min{d(u,v) |u,ve C,u# v} pro|C| > 1ad(C) =n+1pro|C| =1,
pak d(C) nazveme (Hammingova) vzddlenost kédu C,
- w(u) = d(u,0) se nazyva (Hammingova) viha slova u.
Poznamka 1.1. Jestlize u,v € F" pak
(1) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) pro kazdé w € F"
(2) d(u,v) =w(u—v)
Diikaz. (1) Ozna¢me D(u,v) = {i | u; # v;}, pak
D(u,v) C D(u,w) U D(w, V)
proto
d(u,v) = [D(w,v)| < | D, w) U D(w,v)| < d(u,w) + d(w,v).
(2) Staci uvazit, ze u; # v; < u; — v; # 0. O
T&N. Jestlize u € F a r je nezaporné celé ¢islo, pak
S(u,r) :={velF; |du,v)<r}
je g-arni koule o poloméru r se stredem u.
Velikost koule v prostoru Fy se znaci Vy(n,r) = [S(0,7)|.
Pozorovani. Jestlize u,v € F" a r € N pak

(1) S(u,r) =u+ S5(0,r) = u—V+S<V2,T),



(2) [S(u,r)| = [5(0,7)] = [S(v,7)].

T&N. Je-li 7 je nezdporné celé ¢islo, pak o kédu € C Fy fekneme, ze
- rozpoznd r chyb, pokud S(u,r) NC = {u} pro kazdé u € C,
- opravi v chyb, pokud S(u,r) N S(v,r) =0 pro kazdé u,v € C, u # v.
Poznamka 1.2. Je-li C C F” je aspon dvouprvkovy kéd a r € N pak
(1) C rozpozna r chyb < d(C) > r,
(2) C opravi r chyb < d(C) > 2r,
Diikaz. (1) d(C) > r < Yu # v € C plati, 7e d(u,v) >r < VueC: S(u,r)NC = {u}.
(2) DokaZzeme nepiimo.
(=) Necht d < 2r. Pak Ju # v € C spliwjici d(u,v) < 2r = pro D := {i | u; # v;}
dostavame |D| < 2r = 3B C D, pro néz |B| <r a |D\ B| < r. Definujme slovo w:
U; proi € B
w; =4 U proi€ D\ B
u; = v; jinde
Pak d(u,w) <rad(v,w) <r, protow € S(u,r) N S(v,r).
(<) Necht Ju # v € C a Iw € F" spliwjici w € S(u,r) N S(v,r). Pak
d(u,v) <d(u,w) +d(w,v) <2r

diky [I[1). 0
Pozorovani. Pokud kéd C opravi r chyb, u € C, v € S(u,r), pak S(v,r)NC = {u}

Predchozi ivaha vede k opravovacimu algoritmu: je-li v prijaté slovo, zvol u € C, pro
néz S(v,r)NC = {u} (opravnénost algoritmu ndm ukaze teorie informace).

Véta 1.3 (Hammingova nerovnost). Necht C C F" je aspon dvouprvkovy kéd, ktery
opravi r chyb. Pak 2r < d(C) a pro k = log, |C| plati, Ze V,(n,r) < g,

Diikaz. = 2r < d(C) = {S(u,7) | u € C} je disjunktni systém podmnozin F"

= V,(n,7)|C| = Z]Sur!—\U S(u,r)] < [F*] =g
ueC

Tudiz Vy(n,r) < & = ¢, O

Definice. Necht C C F", k = log,|C| a r je nezdporné celé Cislo. Cislo % se nazyva
nosnost kodu
Kéd C je r-perfekini, jestlize opravi r chyb a V,(n,r) = ¢" %, C je perfekini, jestlize
existuje r, pro néz je r-perfektni.
Pozorovani. Necht C C F", k = log, |C| > 0 a r je kladné celé ¢islo.
(1) e (0,1)ak=n&C=F7,
(2) C je r-perfektni < Fp = (J,oS(u,7),

(3) perfektni kéd je r-perfektni pro (jediné) r =
3

d(C)—1




Piiklad 1.4. (1) F" je O-perfektni kdd,

(2) {0} C F™ je n-perfektni kéd.
Véta 1.5 (Singletontiv odhad). Jestlize C C Fy, C # () a k = log, |C|, pak d(C) < n—k+1.
Diikaz. Necht A(n,d) := max{log,|C| | C C Fy,d(C) > d}. Pak pro kazdé C C F}
splijici d = d(C) plati, ze k < A(n,d).

Dokazujme indukei dle d > 1 tvrzeni Vn A(n,d) <n —d+ 1.

Protoze A(n,1) < A(n,d) < n, vidime, Ze tvrzeni pro d = 1 plati.

Za platnosti tvrzeni pro d — 1 dokazeme tvrzeni pro d > 2. Pro libovolny kéd C C Fy
spliujici d(C) > d definujme kdd

C:={vi...vp_ € IFZ_l | vy ... vp_1v, € C}.
Pak |C| = |C| protoze d > 2 a déle d(C) > d — 1, proto diky indukénimu ptedpokladu
An,d) < Aln—-1,d-=1)<(n—-1)—(d-1)+1=n—-d+1=
C

kE<An,dC) <n—-dlC)+1 = d(C)<n—Fk+1
U

Definice. Necht C C F7, k =log, [C| a d = d(C). C se nazyva MDS (maximum distance
separable), jestlize d =n — k + 1.

Piiklad 1.6. (1) F" i {0} jsou MDS i perfektni kédy.
(2) Pro n > 2 je tzv. paritni kéd C = {v € F} | > . v; = 0} MDS, nebot d(C) =2 a
k =mn — 1, ovSem nejedna se o perfektni kod.

T&N. Rekneme, Ze (blokové) kédy C,C C F” jsou permutacné ekvivalentni (prostied-
nictvim permutace o € S,), pokud ¢;...¢c, € C S ¢yq). .. Com) €C.

Pozorovani. Necht 0,7 € S, kédy C,C C F” jsou permutacné ekvivalentni prostiednic-
tvim o a definujme ¢, : F* — F" pfedpisem ¢, (v) = v5(1) - - - Vo(n)- Pak

(1) o " — F" je izomorfismus a @0, = ¢ry,

(2) C=¢,(C)a|C|=|C], _

(3) pro u,v € F" méme d(u,v) = d(¢, (1), ¢,(v)) a proto d(C) = d(C),

(4) permutacéni ekvivalence tvori ekvivalenci na kédech obsazenych v F™.

Algebraické kédy
2. LINEARNI KODY

Definice. C C F" se nazyva linearni kod, jde-li o podprostor vektorového prostoru F”
nad télesem F.

Pozorovéni. Pro linearni kéd C C Fy je k = log, [C| = dimg, (C), tedy nosnost C je rovna
dim(C)
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T&N. Je-li C C F} linedrni kéd délky n nad télesem F,y, k = dimp, (C) a d = d(C), pak
ho oznacujeme jako kéd s parametry

(n, k], [n,k,d], [n, kg, [nk,d],.
Pozorovani. Je-li C linedrni kéd kladné dimenze, pak
d(C) = min{d(u,v) | u,v € C,u # v} = min{w(v) | ve C\ {0}}.
C1
T&N. Bud C [n,k]-kéda C = | " | € FF*" a H € F"=**" pak C je generujici matice
kédu C, jestlize cq, ..., ¢, je baze C, a a H kontrolni matice kédu C, pokud C = Ker H.

Pozorovani. Necht C € F**" H € F"=k)*" 3 C je [n, k]-kéd.

(1) Bud C generujici matice C. Pak H je kontrolni matice kédu C, pravé kdyz radky
H tvoii bazi feSeni soustavy Cx? = 07

(2) Bud H kontrolni matice C. Pak C je generujici matice kédu C, pravé kdyz radky
C tvofi bazi feseni soustavy Hx! = 07

(3) C a H jsou generujici a kontrolni matice kédu C, pravé kdyz rank C = k, rank H =
n—k CH' =0aC =1Im C" = Ker H.

T&N. Generujici matice linedrniho kédu je ve standardnim tvaru, ma-li formu (Ix|A) €

Fkxn

Poznamka 2.1. Je-li C linearni kéd, pak existuje generujici matice ve standardnim tvaru
néjakého kodu, ktery je permutacné ekvivalentni k C.

Diikaz. Necht C generujici matice [n, k]-kédu C. Posloupnosti elementérnich aprav (Gausso-
vou-Jordanovou eliminac{) najdeme podobnou, tedy rovnéz generujici matici D = (d¥|...|dL) ~
C s bazovymi sloupci df, = ef,...,d] = e{T tvofici kanonickou bézi prostoru FF¥.
Vezmeme-li libovolnou permutaci o € S,, spliwjici o(j) = ¢;, pak

D = (d§(1)|daT(2)| e dz::(k) e |dZ(n)) = (Ik|dZ(k+1) A )

o(n)

D je generujici matice kédu, s nimz je permutac¢né ekvivalentni prostiednictvim permu-
tace o kod C. O

Pozndmka 2.2. Je-li (I;|A) € F**" generujici matice [n, k]-kédu, pak (—AT|L, ) je
jeho kontrolni matice.

Diikaz. Ziejmé rank((—AT|L,_;)) =n—k a
(—AT|L_y) - (L]A)" = (—AT|L,) (i’;) — AT+ AT —0
d

Véta 2.3. Je-li C [n,k,d]-kéd s kontrolni matici H a r je nejvétsi hodnota, pro niz je
kazdych r sloupctt H linearné nezavislych, pak d = r 4 1.
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Diikaz. r = 0 < 3, pro néz je i-ty sloupec H nulovy < i, pro néz He! = 07 < i :
e, €C<dlC) =1

Jestlize r = n, pak H je regularni ¢tvercovd matice a a d(C) = d({0}) =n + 1.

Necht r <nad(C)=d, = Ju e C: w) = d, tj. Hu' = 07 = d sloupctt H je LZ =
r<d-—1.

Necht naopak Iv w(v)=r+1laHv =07 == vel=d<w(v)=r+1. O

Piiklad 2.4 (Hammingtv perfektni kéd délky 7). Definujme bindrni kéd H s kontrolni
0001111 100 0011

matici H={0 1 1 0 0 1
1 0101 1

. Spocitame C = generujici

1 0100101
0 0010110
0001111
matici ve standardnim tvaru. Protoze jsou kazdé dva sloupce H rizné, jsou nad [Fy
linearné nezavislé a napiiklad prvni tii sloupce H uz jsou linedrné zavislé, proto je podle
Véty d(H) = 3 a kéd podle opravi jednu chybu. Snadno spocitame V,(7,1) =
1+ (1) =8 =27 tedy se jednd o L-perfektni kéd, ktery ziejmé neni MDS.

T&N. Bilinearni forma - : F* x F” — F dana vztahem u-v = E? | UiV; se nazyva bodovy
soucin. ProC CTF"se Ct = {v e F" | v-d = 0Vd € C} nazyva dudini kéd ke kédu C.

Pozorovani. Necht C,D C F".

(1) bodovy soudin - je symetrickd, nedegenerovani (tj. regularni) bilinedrni forma,
(2) C* = (LO C)* C F™ je linearni kod,

(3) CCLOC=(CH*,

(4) je-li C lineérni, pak C=(CH)*,

(5) CCD = D-CC-

Poznamka 2.5. Bud C [n, k]-kéd, C € F**" a H € F*Fxn,
(1) C* je [n,n — k]-kdd,
(2) C je generujici matice C, < C je kontrolni matice C*,
(3) H je kontrolni matice C, < H je generujic matice C*.

Cq h1
Dikaz. Necht C=| " ""| aH=

Ck h, 4
(1) Necht C je generujici matice C, tj. rank C = k a C* = (cy,...,¢;)" = Ker C =
dimC* =n —rank C =n — k.
(2),(3) Je-li C je generujici matice C, pak Ker C = C* = C je kontrolni matice C*.
Proto, je-li H je generujici matice C*, pak C je kontrolni matice (C+)* = C.
Naopak, je-li H je kontroln{ matice C, potom C = Ker H = (hy, ..., h, ), proto

CJ— = ((h1, e 7h7’L7]g)J_)J‘ — LO(h1’ e ,hn,k)7
tudiz H je generujic matice C*. Proto, je-li C je kontrolni matice C*, pak je C je generujici

matice (Ct)* =C. O
6



1100 00

Piiklad 2.6. | Necht C=H = [0 0 1 1 0 0] je generujici i kontrolni matice
000O0T1T1

kédu C, protoze HCT = 0, rank C = rank H = 3. Navic C = C*.

3. MDS-KODY
Pfipomenme, Ze [n, k, d]-kéd je MDS, pravé kdyz d =n — k + 1.

Poznamka 3.1. Bud C [n, k, d]-kéd s kontrolni matici H. Pak je ekvivalentni:
(1) C je MDS,
(2) kazdych n — k sloupci H je linedrné nezéavislych,
(3) kazda ¢tvercova matice, kterd vznikne z H vypusténim k sloupct je regularni.
Ditkaz. (1)=(2) C je MDS znamend, ze d — 1 = n — k, proto (2) plyne z 2.3
(2)=(1) Z[L.5| plyne, ze d <n —k+ 1 az[2.3|plyne, ze d > n — k+ 1 = C je MDS.
(2)<(3) To vime z linearni algebry. O
Pozorovani. Bud C [n, k]-kéd s generujici matici C. Pak C*+ je MDS < kazd4 ¢tvercové
matice, kterd vznikne z C vypusténim n — k sloupct je regularni.

Véta 3.2. Linedrni kéd C je MDS, pravé kdyz C+ je MDS.
Diikaz. Protoze C = (C1)*, sta¢i dokazat jen implikaci (<). DokaZme ji nepiimo, tedy
predpokladejme, ze C je [n, k, d]-kéd, ktery neni MDS.

Pakd =d(C) <n—k+1=d<n—-k=3velCtak,ze 0 < w(v) <n—k=
{i | v = 0}| > k. Vime, Ze existuje baze C obsahujici vektor v, tedy existuje generujici
matice C, jejiz prvni fadek tvoii slovo v. Podle je C kontrolni matici kédu C*, jejiz
k sloupcti ma prvni souradnici nulovou. Protoze jsou tyto sloupce linearné zavislé, podle
nenf C+ MDS. O

Disledek 3.3. Bud C generujici matice [n, k]-kédu C. Pak C je MDS, pravé kdyz je
kazdych k sloupcti C linearné nezavislych.

Jaky je vztah mezi existenci linedrnich MDS-kédu a velikosti télesa F?
Pozorovéani. Necht i < j < n, a,b € ", b; # 0 # b;, Jestlize * = %, pak je mnozina
vektort {ey | k: i # k # j} U {a, b} linedrné zavisla, nebot se jedna o radkové vektory
matice I, p, kterou dostaneme z jednotkové nahrazenim i-tého fadku slovem a a j-tého
fadku slovem b a jejiz determinant je det I,y = a;b; — a;b; = 0.
Véta 3.4. Jestlize je [n, k,d],kéd MDS a3 <d<n-—1,pakn—g¢g<k<qgad<gq.
Diikaz. Necht C je [n, k,d],-kéd, ktery je MDS, tedy d = n — k + 1. Pak podle [3.2] je C*
MDS [n,n —k,d |, kéd, kde d =n—(n+k)+1=k+1=n—d+2=d=n—d +2a
d =n —d+ 2. Dosadime-li vyjadieni d do pfedpokladu 3 < d < n — 1 dostavame

3<n—-d+2<n-1=1-n<-d<-3=3<d<n-1,

tj. pro d i d’' plati stejny predpoklad.



Diky miizeme BUNO predpokladat, e existuje generujici matice kédu C ve stan-
dardnim tvaru (I;|A), kde A € F¥*"~% Protoze d > 3, mdme n —k =d—1> 2, tedy A
ma aspon dva sloupce.

Uvédomme si, Ze vSechny hodnoty A jsou nenulové. Kdyby a;; = 0, pak by j-ty sloupec
matice A byl linedrni kombinaci prvnich & sloupci matice (Ix|A) s vyjimkou i-tého, coz
je ve sporu s [3.3] Protoze jsou podle prvni dva sloupce matice A a kazdych k — 2
sloupcti jednotkové matice linearné nezavislé, plyne z predchoziho pozorovani, ze Vi # j
a; aj1
o =+ ajg, tedy

a; w1 -
k=[{—€F |li=1,....k}|<qg-1=k<g
a2
a dudlné pro MDS kéd C* je n — k < ¢, a proto k > n — ¢g. Odtud kone¢né plyne
d=n+1-k<q. O

Piiklad 3.5. Dvouprvkovy kéd {0,1...1} je pro k > 1 a n > 2 jediny linedrni kéd s
parametry [n,k,n — k + 1]a, ktery opravi aspoii 1 chybu, tedy d > 3. Kdyby d < n, pak
bychom z plynulo, ze 3 < d < g = 2, tedy spor.

Priklad 3.6. Necht ay,...,a, € F} jsou po dvou rizné prvky, k < n, polozme o =
1 1 ... 1
ap (0%} ce (7%
(aq,...,qap), dile Hy, = . : . a Cro = kerHy,. Potom tvori
o/ffl 0/2“*1 e a,’j_l

kazdych k sloucti této matice reguldrni podmatici a proto jsou Cy, i Ckl,a MDS-kédy.

T&N. Je-li (Ix|A) generujici (nebo kontrolni) matice MDS kddu, pak se A nazyva MDS
matice.

Obdobnym argumentem jako v ditkazu [3.4]se da dokazat, Ze je matice A MDS < kazda
¢tvercova matice, kterou z A dostaneme vypusténim rfadkl a sloupci je regularni.

100 1 1
Priklad 3.7. Kéd s generujici matici C= |0 1 0 1 2| jenad télesem F5 podle|3.3
001114

1
MDS kéd, tedy [ 1 je MDS matice.
1

N S

4. SAMODUALNI A PROPICHNUTE KODY
Necht n > 1 je pfirozené.

Definice. Kéd C se nazyva samoortogondlni, pokud C C Ct a C je samodudlni, pokud
C=Ct.

Pozorovani. Samodualni kéd je vzdy linearni.
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Pozorovani. Je-li C generujici matice [n, k]-kédu C, pak
(1) C je samoortogonalni & CCT =0,
(2) C je samodudlni & CCT =0 a n = 2k < C je kontrolni matice C.

T&N. Necht 1 < iy < -+- < i, < nal={i,...,i}. Ozna¢me 7; : F* — F*»"
zobrazeni, kde 7;(u) vznikne z u vynechdnim vSech soufadnic iy,...,%3, a T, = 7.
Zobrazeni m; se nazyva propichnuti a m;(C) je pro kazdé C C F" propichnuty kéd v
soufadnicich I.
Pozorovani. Necht 1 <i; <---<i. <nal={i,... i}

(1) 7y = m;, ... m, je linedrni zobrazeni,

(2) propichnuty kéd linedrniho kédu je linearni,

(3) je-li C [n,k,d]-kéd prod > 1 ai € {1,...,n}, pak m;(C) je bud [n — 1, k, d]-kéd

nebo [n —1,k,d — 1]-kdd.

1100 00
Priklad 4.1. Binarni linedrni kéd C s generujici i kontrolni maticiC= {0 0 1 1 0 0
0 00O0T11
z Piikladu [2.6] je samodudlni [6, 3, 2]-kéd, propichnuty kéd 7;(C) mé parametry [5,3,1] a

neni ani samoortogondalni (a tedy ani samoduélni).

0011

Pozndmka 4.2. Bud C [n, k,n— k+ 1]-kéd (tedy MDS-kéd), I C {1,...,n}ar:=|I| <
n — k. Pak 7/(C) je MDS [n — 1, k,n —r — k + 1]-kéd.

75,61 (C) je opét samodudlni [4, 2, 2]-kéd s generujici matici (1 L0 O).

Cy
Diikaz. Necht C = | ... | je generujici matice kédu C. Potom z|3.3| plyne, ze kazdych k
Ck
sloupcil je linedrné nezavislych.
7T](C1)
Protoze r = |I| < n — k, mame k < n — r, proto je generujici matice kédu
F[(Ck)
71(C), jejichz kazdych k sloupci je linedrné nezéavislych = m;(C) je MDS diky =
71(C) je [n —r k,n —r — k + 1]-kdd. O

1 jestlizeie A

T&N. Necht A, B C {1,...,n}, ia € F} definujme iy = { 0 jestlize i ¢ A a dale

14NiB = tAnB-
Pozorovani. Operace N je na [F} pravé operaci nasobeni po slozkach a

(1) Yu e F§y 3JA C {1,...,n}, pro néz u = iy, tedy w(u) = |A|,

(2) jestlize A, B C {1,...,n}, pak w(ia+ip) = |A+ B| =w(ia) + w(ip) — 2w(iang)-
T&N. Kéd C je dvojndsobné sudy, jestlize 4 déli w(u) Yu € C.

C1
Poznamka 4.3. Necht C = | ... | je generujici matice samoortogonalniho [n, k|o-kédu
Ck
C, pak C je dvojnasobné sudy < 4 déli w(c;) Vi < k.
9



Diikaz. (=) R4dky matice C jsou kédové slova, proto je jejich vaha délitelna 4.

(<)VaeC I C{L,..., k}, prokterou u=>_._,c;, oznac¢me 6(u) = |I|. Dokdzeme
tvrzeni, Ze 4 déli w(u), indukei podle 6 = §(u).

Pro u € C spliujici 6(u) = 0 neni co dokazovat, a pokud d(u) = 1, pak 3i : u = ¢,
tedy 4|w(u) podle predpokladu.

Necht tvrzeni plati pro d > 0 a d(u) =0 + 1.

Pak dv,c € C, pronéz 6(v) =9, d(c) =lau=v+ec.

Z predpokladu samoortogonality plyne, 7e v-c = 0, proto je w(vNc) suda. Z indukéniho
predpokladu vime, ze 4|w(v) i 4Jw( c), proto

i€l

4 déli w(v) 4+ w(c) —2w(vNec) =w(v+c)=w(u),
kde jsme vyuzili pfedchoziho Pozorovani(2). O

Vé&ta 4.4. Necht C C F2*, kde k = log, |C|. Jestlize bud

(a) C je samoortogonalni nebo
(b) 0 € C au+C je pro kazdé u € C dvojnasobné sudy,

pak je C samodudlni a tedy linearni kéd.

Diikaz. Necht plati (a). Pak C C LO(C) C C*+ C (LO(C))*t = 2F =
dim(LO(C)) > k = dim((LO(C))*) < k = 2F = |C| < |LO(C)] < |
Proto C = LO(C) = C*.
Predpokladejme, ze plati (b). Sta¢i ndm ovérit platnost (a).
Vsimnéme si, ze pro kazdé u, v € C mame podle predpokladi, ze 4 déli w(u) = w(0+u),
w(v) =w(0+v) iw(u+v). Proto

2wuNv) =wu+v) —w) —w(v) =2déiwunv).

Odtud vidime, ze u-v = 0, tedy C je samoortogondlni. U
10000111
y .. lo1o001011 L ,
Piiklad 4.5. Je-li C = 0010110 1| generujicimatice 8,4]2-kédu C ve
00011110

standardnim tvaru, vidime, ze CC? = 0, jde o samodudlni kéd. Protoze je kéd C podle
dvojnasobné sudy a z matice déle vidime, ze d(C) < 4, proto jde pravé o [8, 4, 4],-kdd.
Viimnéme si, ze propichnuti 75(C) je pravé Hammingiv 1-perfektni [7, 4, 3],-kéd z

1 0 1

s generujici matici

o= OO
_ o O O
Y )
—_— = O =
—_ 0

0 0
0 0

5. CYKLICKE KODY

Predpokladejme, ze n > 1 je pfirozené.
Soutadnice slov délky n budeme indexovat ¢ = cocy ... c¢,_1, tedy Cisly 0,...,n — 1.
10



Definice. Kéd C C F" je cyklicky, pokud pro kazdé slovo cycy...cp_oc,—1 € F™ plati
implikace cpcq ... C_2Cph_1 € C = ¢p_1Cy . .. Cp_3Cn_s € C.

Priklad 5.1. Kéd {0123,3012,2301, 1230} C F! je nelinern{ cyklicky a kéd LO(1111) C
3 je linearni cyklicky.

T&N. Uvazujme zobrazeni v : " — Flz]/(2" — 1) dané vztahem v(cocy...ch1) =
>0 cia'], kde [p] znac rozkladovou titdu modulo hlavn ideal (z™ — 1).

Na mnoziné F" uvazujme standardni vektorové operace +, — a definujme operaci -
pomoci operace nasobeni na faktorovém okruhu F[z]/(z" — 1) tak, aby

viu-v)=vr(u) v(v) = [Z ugz’ - Z vr'] = [Z (Z Upv; ) 7).

Oznacéme 1 = 10...00.

P¥ipomenme, ze F[z] je Eukleidiv obor, kde umime algoritmicky hledat NSD i nsn,
proto jde obor hlavnich ideali.

Pozorovani. Uvazujme vySe uvedené znaceni. Potom

(1) Flx], = (F™, +,+,—0,1) tvoii komutativni okruh,

(2) v je okruhovy izomorfismus a zaroven izomorfismus vektorovych prostori,

(3) je-li e = v~*([1z]), pak e = 010...00 a

€-CyC1...Ch—9Ch—1 = Cp—1Cy...Cp—_3Cpn—2,

(4) F[z]/(«™ — 1) a F|x],, jsou okruhy hlavnich ideald.
T&N. Okruh (F*, +,-,—0,1) z predchoziho Pozorovani budeme znacit F[z],,.
Pozndmka 5.2. Linearni kéd C C F" je cyklicky < C je idedl okruhu F[z],.

Diikaz. Protoze v je izomorfismus, staci dokazat, ze C C F" je cyklicky linearni kéd <
v(C) je ideél okruhu Flz]/(z™ — 1).

(=) Necht C je cyklicky linedrni kéd = v(C) je podprostor vektorového prostoru
Flz]/(z™ — 1) nad télesem F. Protoze je C uzavieno na cyklické posunuti, v(C) je uza-
vieno na nasobeni t¥idou [x] monomu z. Indukeci nahlédneme, ze Vi > 1 a V[p] € v(C)
(2] [p] = [z] - 271 - [p] € v(C) = V>, a;x" € Flz] mame

S aw)- bl = Y ala’ -] € v(0).

(<) Je-li naopak v(C) ideél okruhu Flz]/(z™ — 1), pak C je linedrni kéd, protoze v je
izomorfismus vektorovych prostori a v(C) podprostor. Podminka cykli¢nosti diky Pozo-
rovani (3) plyne z uzavienosti v(C) na nasobeni prvkem [z]. O

Pozorovani. V okruhu F[z]/(z" — 1) plati: .

(1) (If]) = (INSD(f, 2" = 1)]) V f € Fl[a],

(2) kazdy ideal ideél je tvaru ([f]) pro néjaké f € F|x], které déli "™ — 1.
T&N. Pro kazdy polynom f € F[z] stupné mensiho nez n definujme mnozinu

C(f)={ueF"|3geFzl: dflgg <n—deg f,v(u) =[f-g|}



Véta 5.3. Linearni kéd C C F" je cyklicky < C = C(f) pro né&jaké f € F[z], které déli
" — 1.

Dikaz. Diky vime, ze C je cyklicky, pravé kdyz je to ideal okruhu F[z],. Protoze
v : Flz], = Flz]/(2™—1) je izomorfismus okruhii i vektorovych prostort, a idealy druhého
(které tvori podprostor) jsou pravé tvaru ([f]) pro néjaky f| 2™ —1, staci pro kazdy takovy
polynom f ovérit, ze v(C(f)) = ([f]). Necht tedy f déli ™ — 1.

(C) Z definice C(f) pfitom plati, ze v(C(f)) C ([f]).

D) Necht [h]| € a ozna¢me ¢ := ©—=1 Potom existuje a € F[z], pro které
!

[h] = la] - [f] = [(af)mod 2" — 1] = [(a)modyg - f] € v(C()),

= ([fD) cv(C(f))- O

Poznamka 5.4. Necht pro g = >, gz’ h = Y, hya' € Flz] plati, ze 2" — 1 =g-h a
ozna¢me k = degh. Pak degg =n — k, C(g) je [n, k]-kdéd a

g0 91 ---  Onk 0 0o ... 0 0
0 g0 -+ Gnk-1 Gnir 0O ... 0 0

(1) C = o o je generujici matice
o0 ... - . g O
0 0 ' ’ In—k—-1 Gn—k

Clg),

hiw hgy ... hg 0 0 ... 0 O
0O hg ... hy hg 0 ... 0 0

(2) H= o o je kontrolni matice C(g),
0 0 ... - « ... .. h O
0 o ... - - .. ... h h

kde C € Fkx» H € Fr—kxn,

Diikaz. matice C € F*" je odstupiiovand s nenulovymi fadky, proto je hodnosti .
Podobné H je hodnosti n — k. Pokud a = Z;:Okfl a;x", pak

v Yag)) = v H[a))C =aq...an 1 1C =

C je generujici matice C(g). Zbyva nahlédnout, ze CH” = 0.
Nejprve spoéitame koeficienty soucinu " —1 = gh = > " (>°°_, g:hs—r)z®. Odtud
vidime, 7e > > _  grhe—r =0Vs € {1,...,n —1}.
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Ozna¢me C; i-ty fadek matice C; a H; j-ty fadek matice H; proi = 0,...k —1 a
7=0,...n—k—1, pak

0
0
hp k+j
CZHf = (O ... 0 go 91 --- On—k 0 ... 0) . = Zgrfihkfjfr =0,
ho r=1
0
0

protoze Zl:;] Gr—iliyjr = >0 _oGrhs—y =0pros =k+j—i,kde 0 <i<k—1a
0<j<n—k—-1=1<s<n-1.
Proto CH? = 0, tudiz C je generujici a H je kontrolni matice kédu C(g). O

Protoze efektivné umime najit ireducibilni rozklad polynomu z™ — 1 a tedy i vSechny
délitele tohoto polynomu, umime najit vsechny cyklické kédy délky n nad télesem F.

Priklad 5.5. Ireducibilni rozklad polynomu z® — 1 v oboru Fy[z] je
?—1=a2"+1=(z+1)(a>+x+1),

proto mame pravé 4 délitele 2® — 1 a tedy existuji pravé 4 cyklické bindrni linedrni kédy.
Dva trividlni odpovidaji trividlnim délitelim C(1) = F3, C(z* + 1) = {0}.
Potom méa kéd C(x + 1) generujici matici C = ((1) } (1)) a kontrolni matici H =

(1 1 1), zatimco kéd C(z% + x + 1) mé generujici matici H a kontrolni matici C.

6. GRS KODY A JEJICH REZIDUALNI KODY

F znaéi algebraicky uzavér télesa F.
Zobecnéme konstrukci MDS kddu z Prikladu 3.6

T&N. Necht ay,...,a, € F* jsou po dvou rizné prvky, poloime a = (ay,...,q,) €

(F)™ anecht v = (v, ...,v,) € (F*)". Potom pro r < n definujme matice
1 1 ... 1 v, 0 ... 0
g Qo ... Qp 0O v ... O
w=| . . . |er Aav)=|. . ... . |er
oty L At 0 0 Up

Linearni kéd C = ker(H, A(v)) s kontrolni matici H,A(v) se nazyva zobecnény Reediv-
Solomoniiv (GRS) kéd s lokdtory o a multiplikatory v.
C se nazyva

- normovany GRS kéd, pokud v; = 1 Vi,
13



- GRS v uz8im smyslu, pokdu v = «,

- Reedtiv-Solomontiv (RS), pokud Ja € F* tadu n a b € N tak, ze a; = o'~ a
v; = b1,

Pozorovani. Uvazujme ptredpoklady ptedchozi terminologické poznamky a k < n.

(1) GRS kédy jsou MDS diky [3.1] a [3.6]

1 o a® an=b
1 abtl g20+D) o(=1(O+1)
(2) RS kéd mé generujici i kontrolni matice tvaru
i al;+r a2(b+r) ) a(n—l)(b-i—r)
(3) Pro kéd C s generujici matici C = HPY existuje kontrolni matice tvaru H =
H" *A(v) pro vhodné v = (vy,...,v,) € (F*)". Pro jeho nalezeni sta¢i uvazit

podminku CH? = 0, ktera je ekvivalentni podmince
n
>~ attn, = (o}, 6, ) AW (el o, ad)T =0
s=1

Vi=0,....k—1,7=0,....n—k -1« H"'v = 0, tedy v fesi homogenni
soustavu s matici

1 1 - 1
(05} (0%)] R (67
Hn—l —
«
n—2 n—2 n—2
(e%) (67} R &

Protoze je kazdych n — 1 sloupctli této matice linearné nezavislych, jsou vSechny
souradnice nenulového feSeni nenulové.

Pozndmka 6.1. Necht p je charakteristika télesa F a p nedéli n. Oznac¢me p(u) =
Z;:Ol wrtVu=ug...u,_1 € F" (tedy v(u) = [u(u)]).
(1) Je-li C C F™ linearni cyklicky kéd, M = {a € F | p(u)(a) = 0 Yu € C} a
[ =T1laem * — o, pak pak f € Flz], f déli 2" — 1 a C = C(f).
(2) Jestlize a; € F je kofen 2™ — 1, m; je minimélni polynom o; Vi = 1,...,7 a
C={uelF"| uu)a) =0Vi <r}, pak C = _,C(m;) = C(nsn;<,(my)) je
cyklicky kéd.

Diikaz. (1) Podleexistuje glz"—1, pronéjz C = C(f). Oznatme K = {a € F | o™ = 1}.
Protoze NSD(z" — 1,na™!') = 1, jsou viechny kofeny z" — 1 1 g jednoduché = 3L C K
spliwjici g = le(g) [[,ep v — o

Nynia € L & g(a) =0 < p(u)(a) =0Vu e C(g) & a e M.

Proto g = lc(g)f a C =C(g) = C(f).

(2) Polozme f = nsn;<,(m;). Pak u € C = m;|u(u) Vi = flu(u) = u € C(f).

Naopak, u € C(f) = f|u(u) = p(u)(e;) =0Vi = ueC.

To znamend, ze C = (,_, C(m;) = C(nsn;<,(m;)) je cyklicky kdd. O

Diusledek 6.2. RS kédy jsou cyklické
14



Diikaz. Bud C RS kéd s lokdtory a; = a*~! pro prvek grupy a € F* ¥adu n a multiplika-
tory a; = o’ 1), Paku € C &

1 ab a? . am—1b U
1 abt! a?(b—H) o a(n—l)(b+1) Uy
=0
i Oéb-&-n'—k—l QQ(bjL;L'_k_n ' : o gD (btn—k-1) un.—l
& p(u)(a’*) =0 Vi < n — k. Tedy C je cyklicky podle [6.1)(2). O

Definice. Necht r € N, F, je podtéleso Fyr a C C Fy,.. Pak C N Ty se nazyva g¢-drni
rezidudlni kod kédu C.

Pozorovani. Necht r € N, F, je podtéleso Fyr a C C Fy, je linedrn{ kdd.
(1) F,r je vektorovy prostor dimenze r nad télesem F,,.
(2) Necht B C Fp. Pak B je linedrné nezavisla nad F, < B je linedrné nezavisla nad
F, (zpétnd implikace je trividlni a pro pfimou je tfeba zvolit (5;);<, bazi F, nad
[F, a linedrni kombinaci napsat vzhledem k (5;)i<;)-
(3) € =CnNFy je g-drni linedrni kéd a dimg, C < dimg,, C.
(4) Je-li C cyklicky, pak C N F7 je rovnéz cyklicky.
Priklad 6.3. Necht Fy = {0,1,a, 8}, kde af = 1 = a+ . Uvazujme rezidualni binarni
kédy kvaternarnich kédi.
(1) LO(10a0,0108) N F4 = {0000},
(2) LO(10a0,01530) N F1 = LO(1110),
(3) LO(Balp, afla) Ny = LO(1101,1011).
T&N. Alternantni kédy jsou rezidudlni kédy GRS kédi a rezidudlni kédy RS kddi se
nazyvaji BCH kédy (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem).

Pozorovani. Necht «; € E = IET], al = 1 a oznacme m,; minimalni polynom prvku
a; nad télesem F, a m,, minimalni polynom prvku «; nad télesem F, . Pokud f =
nsn;(m;,) € Frlz] a g = nsn;(m;) € Fy[z], pak

C(f) = {u € s | nlu)(a) = 01}, Clg) = {u € F} | pu(u)(as) = %)
a C(g) =Fy NC(f), kde uvazujeme p z
Pozorovani. BCH kdédy jsou cyklické, nebot RS kdédy jsou cyklické

Véta 6.4 (o kédech se zarucenou vzdélenosti). Je-li C [n,l, D], kéd, ktery je MDS, a
C=CNF? je [n,k,d], kéd, pak k >n—r(D—1)ad>D > "k 41,

Diikaz. C je MDS = D =n—1+1=n—1= D+1. Dokdzeme-li, Ze n—k < r(n—1), pak
odtud dostaneme obé nerovnosti k >n—r(D—-1)id> D > ”T_k + 1. V8imnéme si, ze
n—k je pravé pocet fadkit (libovolné) kontrolni matice kédu C. Zvolme né&jakou kontrolni
h,
matici H = | ... | € FW"™7*" kédu C s fadky h; a oznadme By, ..., 3, n&jakou bézi
hn—k
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Fy nad Fy <= Jaj; € Fy proi = 1,...,n—laj=1,...,r splinjici h; = >°7_, B;a;;.
Definujme matice
ay; A,
A,=]""]¢€ Frxn g I:I _ s c F(n—l)rxn
q q :
A An—k’
PotomuEé@uGCauE]F’;<:>uHT:Oau€IF2<:>uI:IT:0auEFZ.Proto

C = KefI:I a potet Fadki kontrolni matice kédu C je roven rankH < (n—10)r (coz je pocet
radki H). Dokéazali jsme, ze n — k < (n — [)r. O

Dusledek 6.5. Pro BCH (alternantni) [n, k,d|, kéd RS (GRS) [n,l, D], kédu plati
odhady k >n—r(D—1)ad> "%+ 1.
Priklad 6.6. Uvazujme téleso Fg = F3(a) pro a spliujici o® +1 = 0 a nad nim GRS

, . (111 1 1 1
6,3,4]9 kéd s kontrolni matici H = 12 a 20 a+l 20z+2>'Pr0 reziduélni kéd

C=Cn F$ uréime stejné jako v dikazu matic H, pro niz plati, ze C = KerH. K tomu
zvolime bazi 1, a prostoru Fg nad [Fs.

1 111

11

111111

- |1 200 12h oy 9901

000O0GO0O 001210
001212

Odtud vidime, 7e alternantn{ kéd C je [6, 3]5 kéd a z[6.4]dostavame odhad jeho vzdélenosti
d > % + 1, tedy d > 3. Naopak vice to podle byt nemiize (soucet 1., 3. a 6. sloupce

kontrolni matice je nulovy), tedy C je [6,3, 3]5 kéd.

Shannonova teorie informace
7. UvOD DO TEORIE INFORMACE

T&N. (Q, P) je diskrétni pravdépodobnostni prostor (DPP), jestlize

(1) Q je spocetnd mnoZina,

(2) funkce P : Q — (0, 1) spliuje >, P(w) = 1.
Prvky w € € se nazyvaji elementdrni jevy a mnoziny E C €2 jsou ndhodné jevy.
PE] = Y cp P(w) je pravdépodobnost nahodného jevu. Pro Ei, ..., E, C Q znatme
PlEy, ..., Ey] = P[Ni<; Eil.

Jestlize P[Es] # 0, pak P[E|Es] = % se nazyva podminend pravdépodobnost jevu

FE, jevem Ej.
Pozorovani. Je-li (2, P) DPP, E. E;, ..., E, C Q a P[E;] # 0 Vi, pak

(1) pokud Q = (J,E;, pak P[E] = Y2 | P[E, E] = Y_F | P|E|E]P|E),

(2) P[E2|EL|P[E] = P[E1, Ey] = P[E:|Ey| PlEy).

V nésledujicim bude (€2, P) vzdy DPP ar € N, r > 1.
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T&N. Necht A C R, i € N, pak se zobrazeni X : Q — A se nazyvé diskrétni ndhodna
veli¢ina (DNV) a pro a € A piSeme:

o P[X =d] := P[X Ya)], P[IX <da] := P[X '{s| s < a})] a obdodné pro dalsi
relace (<, >, >, #),

o KX = Zweg P(w)X(w) = ) ,c4 P[X = ala je stiedni hodnota DNV X.

o ,(X):=—-%,4PX =d]log,(PIX =a]) =) ,.4 PIX = d]log, ﬁ se nazyva
r-drni entropie veli¢iny X (kde ¢leny s P[X = a] = 0 vynechavame).
Je-li |A| < oo, pak feknme, ze X ma rovnomérné rozdéleni, jestlize P[X = a] = ﬁ
Va € A.
Pozorovani. Necht X : 2 — A je DNV.
(1) Jestlize f: A — B C R/, pak

=Y PWfXw =Y ( Y Pw)fla)=) P[X=

weN a€A weX~1(a)) acA
(2) Je-li S, (w) :=log, (P[X (X (w))]) Vw € Q, kde BUNO ptedpokladame, e viechny
argumenty funkce log, jsou nenulové, pak S, je DNV a
ES, ==Y P[X = d]log,(P[X = d]) = H,(X).
acA

(3) H(X)>0a H,(X)=0< Fac A, pronéz P[X =a] =1.

Poznamka 7.1. Necht ay,...,a, € (0,1), > a; = 1.
(1) (Jensenova nerovnost) Necht f : I — R je ryze konkdvni funkce na intervalu
I CRauwxy,...,0, € I. Pak Y ! jax; € I, Y0 aif(z) < f(OOL, a;x;) a

rovnost nastava < xl =x; Vi, ].
(2) Jestlize x4, .. €(0,1)a > x <1, pak >  a;log, ai < > a;log, xi a
rovnost nastévé <:) r; = a; Vi.

Diikaz. (1) Viz napiiklad https://cs.wikipedia.org/wiki/Jensenova_nerovnost .
(2) log, je ryze konkavni na intervalu (0, +o00) . Proto diky (1):

n n n

L= alog, =Y adog, = Y adog, 7 <log, (Yo <0,
i=1 ! !

i=1 ! i=1 i=1

v n o n o T

protoze » ;_ x; <lal=0&3 " r;=1a=
o n o n T _:rJ

L= =200 =3, Uiy Ez 1al

Poznamka 7.2. Bud X : 2 — A DNV pro niz platl P[X = a] # 0 Va € A, pak
H,(X) <log,(]A|) a a rovnost nastavd < ma X rovnomérné rozdéleni.

V2j<:>
sz@xjfajvly Il

i
a;

Diikaz. Mame H,.(X) = > _, P[X = q] logrﬁ < log, (> ,cn ﬁ{f Z) log,.(|A|)
diky [7.1(1) a rovnost nastévd < P[X =a] = P[X =b] Va,b € A. 0

T&N. Necht X : Q2 —> AaY :Q — B jsou DNV, pak definujme
X xY=(X,Y):Q— Ax B je DNV dand vztahem (X,Y)(w) = (X(w),Y (w)) a
PX =a,Y =0 = P[(X,Y) = (a,b)] = P[ XY (a) N Y(D)] V(a,b) € A x B.
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Rekneme, Ze X a'Y jsou nezdvislé DNV, jestlize P[X = a,Y = b = P[X = a|-P[Y =]
V(a,b) € A x B.

H(X,Y) = H(X xY) = 3, peaxs PIX = a,Y =1 1ogrm se nazyva
sdruzend entropie.

Poznamka 7.3 (O sdruzené entropii). Necht X : Q@ — Aa Y : Q — B jsou DNV, pak
H,(X,Y) < H.(X)+ H.(Y). Rovnost nastava < X a Y jsou nezavislé.

Dikaz. P[X =a) =), .z PIX =a,Y =b] =

Hy(X)+ H,(Y) =) Y P[X =a,Y =b|(log, ﬁ + log, ﬁ> =

a€A beB
= Y PX=aY=0log !
’ " PIX = d]P[Y =]
(a,b)eAxB
1
> P X =aY =0|1 =H.(X,Y
- Z [ 0/7 b] Ogr P[X:CL7Y:b] T‘( ? )
(a,b)eAxB

diky [7.1[2), kde zqp, = P[X = a]P[Y =b] a aqp, = P[X = a,Y = b]. Navic rovnost plati
& P X =a|P[Y =b=P[X =a,Y =0] Ya,b < X aY jsou nezavislé. O

8. DISKRETN{ INFORMACNT KANAL
Nadale predpokladejme, ze (2, P) je DPP ar e N, r > 1.

T&N. Necht X : Q2 — AaY :Q — B jsou DNV, pak definujme

o H(X|Y =) := =>4 P[X =alY =b]log,(P[X =alY =b]) Vbc B a

o H.(X|Y):=> .5 PIY = 0|H.(X|Y = b) se nazyva podminénd entropie veliciny X
veli¢inou Y.

Pozorovani. Necht X : Q — Aa Y : Q — B jsou DNV. Potom H,.(X|Y

—2en PIV = 0] 20 a PIX = alY = bllog, (P[X = alY" = b])
== Z(a,b)eAxB PIX =a,Y =b]log,(P[X = a|Y =1]).

Poznamka 8.1. Necht X : Q2 - Aa Y : Q) — B jsou DNV, pak
(1) H.(X|Y) = H(X,Y) — H(Y),
(2) H.(X|Y) < H.(X) a rovnost nastava < X a Y jsou nezavislé.

Diikaz. (1) H(X|Y)+ H,(Y) =

= =2 (apeaxs PIX = a,Y = b|(log,(P[X = a]Y = b]) + log,(P[Y = b])) =

= =Y @pneaxs DX =a, Y =bllog (P[X = alY =b]- P[Y =]) =

- Z(a,b)eAxB P[X =aY = b] logr(P[X =a,Y = b]) 7’( ) )

(2) H.(X|Y) < H.(X) < H.(X|Y)+ H.(Y) < H.(X) + H.(Y).

Podle[7.3)a (1) vime, ze H,.(X|Y)+ H,(Y) = H,(X,Y) < H.(X)+ H,(Y), kde rovnost
plati & X a Y jsou nezavislé, coz je ekvivalentni dokazovanému tvrzeni. U
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Definice. Necht X : 2 > AaY : Q2 — B jsou DNV. Pak
o [,(X,Y)=H,(X)+ H,(Y)— H.(X,Y) je r-drni vzdjemnd informace X a Y.

Pozorovani. Necht X : Q2 — AaY : Q — B jsou DNV, potom

(1) 1,(X,Y) > 0 a rovnost nastava < X a Y jsou nezavislé,
(2) L(X,)Y)=1(Y,X) a .(X,X) = H(X),

Definice. Mé&jme A = {ay,...,a;} a B ={b1,...,bs} dvé konecné abecedy, P = (D)
(0, 1)"® stochastickd matice, tj. 7 P;; = 1 Vi = 1,...,t. Pak trojici I' = (A, B,P
nazveme diskrétni informacni kandl (dale jen kandl). Nahodné veli¢iny X : Q — A

Y : Q@ — B nazveme po tadé vstup a vystup kandlu I' spliuji-livVe=1,...,¢t,j=1,...,
podminku P[Y = b;|X = a;] = P,;.

m

~—

» @

Nahodnym veli¢indm, jejimiz hodnotami budou znaky néjaké abecedy kanalu, tedy
specialné jeho vstupu a vystupu, budeme nadale obvykle tikat informacni zdroje.

Pozorovani. Necht X : @ - A a Y : Q — B predstavuji vstup a vystup kanalu I' =
(A, B, (P;)). Ozna¢me p; = P[X = a;], ¢j = PlY =b;, p=(p1,---.0t), 4= (q1,-- -, qs)
a Qij = P[X = CLZ’Y = bj] Potom
(1) Zz 1]91—2 1Qz Zz 1sz—1Vk’:17...8,
(2) XiipiPy = Tisy PIX = a]P[Y = b|X = a] = PY = b)] = ¢; Vj, proto
pP =q (tedy ['a X urcuje Y),

(3) P[X = Gy, Y = b]] wpz = QZJQJ7
4) L(X,)Y) = H.(Y) - H(Y|X) =

= Z P[X = a;, Y = b]] 10g,,, [ bj| _ aZ] = Z Pz]pz 1Ogr #7
i i - k

(5) definujme na K = {p € (0,1)" | 3, p; = 1} funkci Z,(p) = >_, ; Pi;pilog, = kau’

pak Z.(p) = I.(X,Y) a Z, je spojita funkce na kompaktni mnoziné K, a proto na
ni nabyva maxima.

Definice. Je-li K = {p € (0,1)" | >_,p; = 1} a Z, funkce z Pozorovani (5), pak r-arni
kapacita kanalu I' = (A, B, (P;;)) je Cr = maxper Z.(P).

Pozorovani. Je-li I' = (A, B, (P;;)) kanal, pak
(1) Cr je dobfe definovana a Cr < min(log, |A|,log, |B|),
(2) pokud r = |A| = |B|, pak Cr < 1,
(3) pro kazdy vstup a vystup X,Y kandlu I plati, ze I.(X,Y) < Cr,
(4) 3 vstup a vystup Xpax, Ymax kanalu T', pro né7 I,.(Xpax, Ymax) = Cr-

P 1-—
1-P P
(Fy, Fy, P) fikdme bindrni symetricky kandl (BSC) se spolehlivosti P.

T&N. Pokud A=B=F,aP = P) pro P € (0,1), pak I' = (A, B,P) =

Poznamka 8.2. Necht I' je BSC se spolehlivosti P a X a Y pfedstavuji jeho vstup a
vystup.
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(1) Pokud P # 1, pak X mé rovnomérné rozdéleni < Y mé rovnomeérné rozdéleni.
(2) Pokud P = 1, pak m4 Y vzdy rovnomérné rozdéleni.

P 1

Diikaz. VSimnéme si, ze P = (1 _p p

P#1

P) je regularni < detP = 2P — 1 # 0 &

(1) Jestlize P # 3 snadno spocitame, ze (3, 3)P = %, 3) = (3, %)P_l, COZ znamena, ze
PIX=0=PX=1=1&PY=0=PY=1=3.
11
(2) Pro P = % dostavame (p,1 — p) (i i) = (%, 3) pro libovolné p. O
2 2

Priklad 8.3. Uvazujme vstup X s rozdélenim (pg, p1) = (P[X = 0], P[X =1]) = (3}, 15)
BSC se spolehlivosti %. Uréime rozdéleni odpovidajiciho vystupu Y:

(@0 01) = (PIY = 0L, P[Y = 1]) = (po. )P = (&, 1) (% z

Spocitdme jesté podminéné pravdépodobnosti P[X = i|Y = j]:
PIX =0y =0 Px=0]y=1) [ =2 2D\ /6 o
PIX=1y =0 PX=1y=1]) " (udn ur =T ]
q0 q1 37 13

Vsimnéme si, ze at zde predpokladame hodnotu vystupu Y jakoukoli, je vzdy vétsi hod-
nota podminéné pravdépodobnosti pro vstup X = 0.

Definice. Zobrazeni H : (0,1) — (0, 1) dané podminkami H(0) = H(1) =0 a

1 1
H(p) = —plogy, p — (1 — p)logy(1 — p) = plog, p + (1 —p) log, e

pro p € (0,1) se nazyva entropickd funkce.

Poznamka 8.4. Pro entropickou funkci H plati
(1) H(p) = H(1 —p) ¥p € (0,1),
(2) HeC'({0,1)), H(3) =1a H'(3) =0,
(3) H roste na (0, 3) a klesd na (3,1).
Diikaz. Elementarni matematickd analyza. U

Poznamka 8.5. Necht I' je BSC se spolehlivosti P, se vstupem X a vystupem Y. Jestlize
q = P[Y = 0] a Cr je binarni kapacita, potom

(1) Hy(Y|X) = H(P) a Hy(Y) = H(q),

(2) [o(X,Y) = H(q) - H(P) a Cr =1 - H(P),

(3) L(X,Y)=Cr & q=1
Dikaz. (1) Ozna¢ime-li p; = P[X =], ¢ = P]Y = 1] a P; = P[Y = j|X = i]. Pak
po+p1 =1 a plati

Hy(Y[X) = — Zpipij logy Pij = —(p1 + p2)(Plogy P+ (1 — P)logy(1 — P)) = H(P)
i
Rovnost Ho(Y) = H(q) dostavame piimo z definic entropie a entropické funkce.
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(2) a (3) I(X,Y) = Hy(Y) — Hy(Y|X) = H(q) — H(P) z (1) a popisu I,(X,Y).
Maxima hodnota H(q) — H(P) nabyva podle pravé pro q = %, proto dostavame

Cr=H(3)—H(P)=1-H(P). O
Piiklad 8.6. Pro hodnoty Piikladu [8.3 a spocitejme bindrni kapacitu kanalu I'":
4 4 5 1 13 .

Potom I,(X,Y) = H(3) — H(%) = 0,827 — 0,722 = 0, 105.

9. KODOVANT ZDROJE

V celé kapitole je (2, P) DPP a S je abeceda pro informac¢ni zdroj X : Q2 — S.

T&N. Necht je T konecnd abeceda, pak zna¢me T" = {t;...t, | t; € T}, T° = {¢}
(prazdné slovo), T+ =, , 7" a T* =TT UT".
Kazdé zobrazeni C' : S — T se nazyva kddovani.
Pozorovani. Bud C': S — T kédovani.
(1) CX :Q— C(S) C T je informacni zdroj,
(2) zobrazeni C* : S* — T* dané podminkou C*(sy,...sx) = C(s1)...C(sg) a C(e) =
€ rozSituje zobrazeni C.
Priklad 9.1. (1) Je-li S = FF a C € F}*" generujici matice [n, k], kédu C, pak linedrni
zobrazeni C' : S — [y dané vztahem c(s) = sC je kédovani a C(S) = C.
(2) Je-li S = {a,b,c} a C(a) =1, C(b) = 01, C(c) = 00, pak C : S — FJ je kédovani
a C(S) neni blokovy kdd.
T&N. Necht C' : S — T je kédovani, pak nadale zna¢me C* zobrazeni z Pozorovani
(2). Proslovo s = s1...s, € S* a s; € S se hodnota [(s) = n nazve délka slova s.
Pro u,v € S* fekneme, 7Ze u je prefix v, pokud 3t € S* splhujici v = ut.
Definice. Kédovani C : S — T se nazve
- prosté, pokud C* je prosté zobrazeni,
- prefizové, pokud Vs € S a Vw € T* C(s)w ¢ C(S \ {s}) (tj. Vs # t € S neni C(s)
prefixem C(t)).

Poznamka 9.2. Prefixové kdédovani je prosté.

Diikaz. Predpokladejme ke sporu, ze C' : S — T je prefixové kddovani, které neni prosté,
tedy Is = 51...54,8 = §1...5, € S*, pro které s # 5 a C*(s) = C*(5). BUNO a > b.

(a) Kdyby s; = §; Vi < min(a,b), pak a > b

C*(s) = C(s1)...C(sp)C(Spy1) ... C(34) =
=C(51)...C(5)C(8ps1) - - C(34) = C(5)C(8p41) - - - C(84),

proto C(spy1) ... C(84) =€, coZ je spor s podminkou C(spq) € TT.

(b) Necht existuje i, pro néz s; # §;, vezméme minimalni takové. Potom

C(si)...C(sq) =C(8;)...C(5),

proto bud C(s;) je prefix C(s;) nebo C(8;) je prefix C(s;), coz je spor. O
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Piiklad 9.3. (1) Je-li C': S — T™ prosté zobrazeni, jedna se o prefixové blokové kddo-
véan{. Kazdé linedrni kédovani pomoci generujici matice (viz [0.1(1)) je prefixové.

(2) Kédovani C': {a,b,c} — {0,1}": C(a) =1, C(b) =01, C(c) = 00 je prefixové.

(3) Kédovéani C : {a,b,c} — {0,1}": C(a) = 1, C(b) = 10, C(c) = 00 neni prefixové,
ale je prosté.

(4) Kédovani C : {a,b,c} — {0,1}7: C(a) =0, C(b) = 1, C(c) = u neni pro zadné
u € {0,1} prosté.
T&N. Pro informacni zdroj X : Q@ — S a kddovani C' : S — T definujme Lx(S) =
E(l(CX)) = > ,cq PIX = s]l(C(s)) primérnou délku kédovdni zdroje X.
Piiklad 9.4. (1) Lx(C,) = n pro kazdé blokové kédovani S — T™ a kazdy informad¢ni
zdroj X : QQ — S.

(2) Necht S ={a,b,c} a X : Q@ — S ma rozdéleni

PIX =a] =3, P[X =b] = P[X = | = } a uvazme kédovani C; : {a,b,c} — {0,1}:

(a) Ci(a) =1, Cy(b) =00, Ci(c) =01, pak Lx(Cy) =3 -14+3-(24+2) =2,

(b) Co(a) =00, Ca(b) =1, Ca(c) =01, pak Lx(Co) =5 -2+ 1 (14+2) =1.

Nadale budeme predpokladat, ze S je konecna ¢-prvkova abeceda.

Véta 9.5 (Kraftova véta). Bud ¢, > 2 pfirozena &isla a S = {s1,...,s,}, T abecedy
spliujici |S| = ¢, |T| = r a li,...,l, € N. Potom 3 prefixové kédovani C' : S — T+
spliwjici I[(C(s;)) = 1; Vi< 30 r7b < 1.

Dikaz. BUNO Iy < --- < l,. Polozme | = I, a ozna¢me T<' = | J._, T". Necht T je r-érni
strom s vrcholy T<! a kofenem e € T°. Z vrcholu ¢ € T* vedou hrany pravé do vsech
vrcholti ¢t € T WVt € T = c je prefixem pravé viech listd z 77, které lezi ve stromé pod
nim a téch je prave |T|'7 = ri=h,

(=) Je-li C prefixové, pak kazdy list 7! lezi nejvyse pod jednim slovem C(s;) a pod
C(si) je prave r'~! listit, proto Y 9_ 7% <ol = 371 r7l <1

|—=nol

(<) Indukei zkonstruujme cy, . .., ¢, spliwjici C(s;) = ¢; € T' a ¢; neni prefixem ¢; V
j<i.

e C(s1) € T zvolme libovolné.

e Mame-li ci,...,c, pro k < g, které V i < k splimji, ze 3 r'~% listl s prefixem ¢; =
Z?Zl rtl < 3T el =t el <t = 3w € T, jehoz prefixem neni zéddné ze
slov ¢y, ..., c,. Nyni stacéi zvolit ¢y, € T+, které je prefixem slova u délky ;. Il

Konstrukce Shannonova-Fanova kédovani informacéniho zdroje:

Bud informa¢ni zdroj X : Q@ — S = {s1,...,s,} a necht p, = P[X = s;] # 0.
Definujeme-li [; := [log, W, pak log, p%- <l <1+ log, pi = <p =31 rl<
> pi = 1. Proto podle [9.5|existuje prefixové kédovani C' : S — T spliujici I(C(s;)) =
l; Vi (samotnd konstrukce viz dikaz), kterému budeme fikat Shannonovo-Fanovo kédo-
vani zdroje X.

Pozorovani. Je-li C' Shannonovo-Fanovo kédovani zdroje X ve znaceni predchozi kon-
strukce, pak

q q q
1 1
H,(X)="> pilog, o< S pili = Lx(C) <Y pi(1 +log, ) = Hy(X) + 1
i=1 v i=1 i=1 v
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Pozndmka 9.6. Je-li C' prefixové r-arni kédovani zdroje X : Q@ — S, pak H,.(X) <
Lx(C) a rovnost nastava < [(C(s)) = —log, P[X = s] Vs € S.

Diikaz. Necht S = {s1,...,8,}, I =1(C(s;)) aBUNO p; = P[X = 5] #0Vi=1,...,q.
Polozime-li v(2) a;=p; ax;=r"" kde vime, ze Y, x; = 77 <1,z potom z

T1(2) plyne, 7c
1

= pilog, — < pilog, r' = pili = Lx(C

2 plom <2 2yl =Ix(€)

arovnost plati & p;, =r~i Vi=1,....q. O

T&N. Pro informac¢ni zdroj X : Q — S polozme X = X; Vi =1,...,n a predpokladejme
X1,..., X, jsou Vn nezavislé.

Kodovanl C,, : S™ — T" nazveme r-arni kddovdni zdroje X bloky délky n a LX"—(C”) je
relativni priamérnd délka kédovani C' zdroje X™ =[], X;.

Pozorovani. Za predpokladi predchozi terminologické poznamky plati, ze H,.(X") =
= = segn P X" =s]log, P[X" =s| =
==Y e PIX1=51,..., X, = 5,] > 1 log, P[X; = s;] =
= — Z?:l ZsiES P[Xl = Si] 10gr P[Xz = Sz’] 2565’"*1 P[Xn_l = §} = ’I’LHT(X)
Véta 9.7 (Prvni Shannonova - Noisless Coding Theorem). Je-lir > 2a X : Q — S
informac¢ni zdroj, potom 3 posloupnost prefixovych kédovani C), : S™ — T bloky délky
n spliujici X”(C”) — H,.(X) .

Diikaz. Vezmeme-li €, Shannonovo-Fanovo kédovéani zdroje X"
= nH,.(X)=H.(X") < Lx(C,) <H.(X")+1=nH,(X)+1=
H(X) < 2l < (X)) + L,

Priklad 9.8. Uvazujme zdroj X : Q — Zj s rozdélenim P[X = 0] =2 a P[X =1] = %
necht C,, je Shannonovo-Fanovo kédovani zdroje X" = [, X; pro X = X;Vi=1,...,n
po dvou nezavislé.

Pro s € Z3 polozme k = n — w(s) = P[X = s] = g—i Oznacme [, = [(C(s)) a
d, = [nlog, 3]. Potom

O

n

l, = ﬂog2;—ﬂ = [nlog,3 — k| =d, — k=

"L /n\ 2F "L /n\ 2F ok
Lxn(Cy) = Z <k> 3—nlk = Z <k> (37dn — @M -
k=0

k=0

dp oL . 2
= - — k2 =d, — ~n,
P2 (1) w1 -

kde jsme vyuzili rovnost nx(l + )"t =30 (1) kat
n|l 23 4 5 6
Oznacime L, = 2 pak spocitame [ d, [2 4 5 7 8 10 |pro Hy(X)=0,918.
L 441 I 14
n|3 3 1215




Definice. Prefixové r-arni kédovani zdroje X se nazyva optimdlni, je-li Lx(C') minimalni
mezi vSemi prefixovymi r-arnimi koédovanimi.

Priklad 9.9. Pro kédovani zdroje X : Q@ — S s rozdélenim P[X =a] = 1, P[X =] =
P[X =] = 1 z tlohy 9.4 mAame:

(a) Cy, kde Cy(a) = 1, C1(b) = 00, Cy(c) = 01, je optimélni bindrni kédovani, nebot
Lx(Cy) =3 = Hy(X), zatimco

(b) kédovéni Cy(a) = 00, Cy(b) = 1, Co(c) = 01 optimélni neni, protoze Lx(Cs) = £ >
Lx(CY).

Poznamka 9.10. Pro kazdé r > 2 a informac¢ni zdroj X : 2 — S, existuje jeho r-arni
optimalni kédovani.
Diikaz. BUNO P[X = s] # 0 Vs € S a polozme p = mingeg P[X = s], | := [log, ﬂ
Ozna¢me S = {sy,...,8,}. Potom r ' <p=qgr ' <gp<1. Potom =3dC:S —>Tt
prefixové kédovani spliujici [(C(s;)) =1Vi=1,...,q = Lx(C) = 1.

Necht D : S — T je prefixové kédovani s délkami [; = [(D(s;)) Vi=1,...,q

Jestlize 3k, pro néz I, > é = Lx(D) = >0, pili > pily > ppli, > 1. To znamena,

7ze Lx(D) <1l =1 < é Vi = 1,...,q, tedy existuje jen konecné mnoho prefixovych
kédovani splijicich Lx (D) < [ a mezi nimi Ize najit to s minimalni primérnou délkou,
tedy optiméalni kédovani. O
Konstrukce Huffmanova kédovani informac¢niho zdroje:
Uvazujme informacni zdroj X : Q@ — S = {s1,...,5,} a r arni abecedu 7', BUNO
T = 7Z,. Nejprve indukei zkonstruujme posloupnost zdrOJu XO Q= 50 kde |SO| =
q—1i(r—1):

¢ S0 =923 x0 =X,
o Mé&jme X,

- Pokud ¢ — i(r — 1) > r, pak si oznaéime prvky S® = {sgi), e (i)i(r_l)} tak,
aby platilo, 7ze > %, P[X X0 = 5§.i)] < Yo P[X® = sa ] Va; < -+ < a, a
polozime SG+) = {3 5% Ej iy} kde 5=V, sy) (stadi vzit ,nejménd
pravdépodobnou”r-tici sy, ..., S,). X( “’1 ma rozdéleni pravdépodobnosti:

P[X+) = 3] = S p[X(l) — (1)]
PIX0+D) = ] = PIX® = s¥] vj=r+1,...,g—i(r —1).

- Pokud t:=q—i(r—1)<r pak polozime S(““l = {5}, kde 5 = \/;zl. Rozdéleni
pravdépodobnosti X *1) bude trivialni P[X*Y = 3] = 1. Déle poloZime n := i+1
a proces skondi.
Nyni opaénym postupem indukéné vytvoiime posloupnost zobrazeni C® : §@) — T
pro i =n, O tak, Ze C" je pro i > 0 prefixové kédovani.
o« Cn = §m L0 je dano C(s) = € (coz neni kédovani).
e Mame-li definovano OV : S+ 5 T+ kde SO+D = {3, sf,ﬂ)rl, . '73((1221‘(%1)% pak
polozime
C(i)(sggl =C0HFD(3)jVj=0,....r—1a
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OO = 0DV vj =7, g —i(r —1).

J
Ziskané kédovani C' = C© je tzv. r-arni Huffmanovo kédovani zdroje X.

Pozorovani. Huffmanovo kédovani je prefixové.

Piiklad 9.11. Pro zdroj X : Q@ — S = {a, b, ¢, d, e} s distribuci pravdépodobnosti
PX=a]=0,1, PIX=0=P[X=c=PX=d=0,2 P[X=¢=0,3,
najdeme binarni Huffmanovo kédovéani zdroje X.

YV avbVe ¢cVvVd aVb a b C d e
X© 0,1 0,2 0,2 0,2 0,3
XM 0,3 0,2 0,2 0,3
X® 0,4 0,3 0,3
X® 0,6 0,4
X® |1

YV avbVe ¢vVd aVb a b ¢ d e
C@ | ¢
c® 0 1
c® 1 00 01
cm 00 10 11 01
cO 000 001 10 11 O1

Zkonstruovali jsme Huffmanovo kédovani

C(a) =000, C(b) =001, C(c)=10, C(d)=11, C(0)=0L.
Vidime, 7e Lx(C) = &+ 24224+ 3% = 4 =2 3 a snadno spocitame, ze Hy(X)=2, 246.
Véta 9.12. Huffmanovo kédovani je optimalni.

Optimalitu Huffmanova kédovani nebudeme vyuzivat, proto (ponékud zdlouhavy) di-
kaz vynechame

10. DEKODOVACI SCHEMA

V celé kapitole budeme predpokladat, ze (€2, P) je DPP, ndhodné veli¢iny X : Q2 — A
aY : Q — B jsou vstup a vystup diskrétni informa¢ni kanalu I' = (A, B, P).

T&N. Rekneme, 7ze C' : S — A* je blokové kddovdni (délky n), existuje-li n € N, pro
néz C(S) C A" (tj.C(S) je blokovy kéd délky n). Je-li C : S — C(S) C A' kédovani
H,(CX)
Lx(S)

zdroje X a r = |A|, pak se nazyva nosnost kddovdni.

Pozndmka 10.1. Necht C' : S — C(S) C A" blokové kédovani zdroje Z : @ — S a
projekce m; : A" — A je dand podminkou 7;(aq, ..., a,) = a;, pak
(1) nosnost kédovani C' < nosnost kédu C(S) a rovnost nastava < ma C'Z rovno-
meérné rozdélent,
(2) Z¢ =mCZ : Q — AjezdrojaV v e C(S) plati, ze P[CZ = v] = P[[[, Z° = v].
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Dikaz. (1) Z 7.2 plyne, ze H,.(CZ) <log,.(C(S)) arovnost nastava < ma C'Z rovnomérné
rozdéleni. Protoze n = Lz(C) diky 9.4(1), zbyva obé strany nerovnosti vydélit hodnotou
n.

(2) Stadi uvazit, ze pro kazdé w € Q

CZ(w) = (v1,...,0,) & Z(w) = v; Vi. O
T&N. Posloupnost DNV {X;};>1 je staciondrni diskrétni nahodny proces, jsou-li X; :
2 — A DNV se stejnym rozdélenim, tj. P[X; = a] = P[X; = a] Vi,j a Ya € A. Budeme
znadit X" = [, X;.

Budeme predpokladat {X;};>1, resp. {Y; }i>1 jsou staciondrni diskrétni ndhodné procesy
se stejnym rozdélenim jako mé vstup X, resp. vystup Y kandalu T'.

T&N. O kandlu I' = (A, B,P) tekneme, Ze je bez paméti, splimje-li Vn > 1 a Va =
(CLl, - .,an) € A" a b(bl, . ,bn) S Bn7 ze P[Yn = b|Xn = a] = H?:l PD/Z = bz|Xz = CLZ‘].

O kanalu I' budeme nadéle vzdy predpokladat, ze je bez paméti.

T&N. Necht n € N a C = X"(12), pak kazdému (parcidlnimu) zobrazeni § : B" — C
budeme tikat dekddovaci schéma. Jestlize dekédovaci schéma d splhuje Yu € B™ rovnost

PlY" =u|X" =§(u)] = mach[Y” =u|X" = v,
ve

pak mluvime ML schématu (maximum likelihood).

Pfiklad 10.2. Bud I' = (F,,Fy, P) BSC bez paméti se spolehlivosti P > % Vime, ze

P = < P 1 - P) a P[Y” = u!X" = V] = Pn—d(u,v)(l _ P)d(U,v) — pn (ﬂ)d(u,v)

)

1-P P P
proto zvolime-li za §(v) = u pro slovo u € C s minimalni vzdalenosti od v, pak je § ML
dekédovaci schéma.

T&N. ML dekédovaci schéma z predchoziho prikladu nazveme metodou nejbliZsiho slova.

T&N. Necht C': § — A" je kédovani zdroje Z : Q — S splaujici X" = [[, ;CZ pro
projekci m; z ad: B — C = C(9) je dekédovaci schéma kanalu I'. Pak zna¢me
Vs e S aVuel:
(1) Pe(s) = PIOY" # C(s)|Z = s] = 2yeevioy PIOY" = v|Z = 5],
Pp(u) = PPY" #u|X" =u] =3 ¢\ PIOY" = v[X" =u],
(2) cPp =2 s Pe(s)P[Z = s| a cPr =} ,cc Pe(0)P[X" = u]
(stfedni pravdépodobnost chyby dekédovani),
(3) PR = 15 2oses Pu(s) a c PR = 5 Yuee Pe(u)
(uniformé prtimérna pravdépodobnost chyby dekédovani),
(4) PP = maxses Pr(s) a ¢ PR = maxyec Pr(u)
(maximalni pravdépodobnost chyby dekédovani).
Pozorovani. Pro pravdépodobnosti chyby dekédovani plati:
(1) ¢Pe, ¢Pr, cPg’, P’ < PR = cPg,
(2) je—li C pI‘OSté, pak CPE =c PE a Cpgjv =c ngv.
T&N. Je-li A= B a (A,+,—,0) je abelovska grupa, ozna¢me E;(w) := Y;(w) — X;(w)

(mluvime o chybé kanalu).
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Poznamka 10.3. Jestlize I' = (A, A, P) pro abelovskou grupu (A, +, —, 0), potom { E; };>1
tvori stacionarni diskrétni ndhodny proces a plati-li V a,b,e € A, ze

ce=PlY =a+elX =a] =P[Y =b+e|X =1,
pak

PIE" = e = [[ PIE; = el = [] ce. Ve = (er,.. ) € A™.
=1

Diikaz. P[E" =e| =3 4 PY"=u+e, X" =u] =

ucAn” ucA” =1 =ce;
= ﬁcez Z P[X" =u] = ﬁcei = l_IcelE:P[XZ =a] =
i=1 ucAn 1=1 =1 acA
= ﬁZPm = a+e¢|X; = alP[X; =d] = ﬁ PlY; =a+e;, X, =a] = ﬁP[EZ = ej]

i=1 a€A i=1 a€A i=1

Disledek 10.4. Je-li I' = (Fy, Fy, P) BSC se spolehlivosti P > %, potom P[E™ = e] =
pn—w(e)(l _ P)w(e) — pn (%)w(e).

11. SHANNONOVY VETY O KAPACITE KANALU

Budeme piedpokladat, ze I' = (Fy, Fo, P) je BSC bez paméti se spolehlivosti P >
a {Xi}i>1, {Yiti>1 a {E;}i>1 jsou po tadé stacionarni diskrétni ndhodné procesy jeh
vstupu, vystupu a chyby. Polozme P =1 — P.

1
2
0

Véta 11.1 (Slaby zakon velkych ¢isel). Pokud je {Z;};>; diskrétni ndhodny proces, p =
EZ;¥ian >0, potom P[|2>"  Z; —pu| >n] = PEIY", Z; —nu| > 1] — 0 pro
n — 00.
Dusledek 11.2. Necht p > 0 a poloime E; = 1—E; a E = 1T, E;. Potom pro n — 0o
(1) Pllw(E"™) = nP| > nn] — 0,
(2) Plw(E™) > n(P+n)] — 0,
(3) Plw(E") > n(P +n)] =0,
(4) Plw(E™) <n(P —mn)] — 0.
Diikaz. (1) Protoze E; = Y; — X; a st¥edn{ hodnota FE; =0- P+ 1- P = P, dostavame
z[11.1} Ze

— R —
Pllw(E"™) —nP| > nn| = P[—| E E; —nP|>n] — 0 pron — oo.
n
i=1
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(2) Diky (1):
Plw(E™) > n(P + )] = Plw(E™) —nP > nn)] < P[lw(E™) —nP| > nn] — 0

pro n — oo B N
(3) Protoze st¥edni hodnota EE; =0-P +1- P = P, dostavame zavér pouzitim (1) a
(2) na E".
(4) Protoze w(E™) < n(P —n) < w(E") = n —w(E") > n —n(P —n) = n(P + 1),
vyuzijeme (3) Plw(E™) < n(P — )] = Plw(E") > n(P + )] — 0. O
Pripometime, ze Va(n,r) = > ;_, (%) je velikost bindrn{ koule o poloméru r v F%.
Pozndmka 11.3. Pro r,n € N splhujici 2r < n plati, 7e Va(n,r) < Tr(nf:)n_r = onH(5),
Dikaz. nH(%) =rlogy * + (n —r)log, - = onH () = (%)’” . (#)"‘T = W
Dale 2r <n =r <n-r = - <1, proto
n"=(r+n-r)"
/) .~ (n o\
> Ul _ o\ — N
£ (e £ () oo
=0 1=0
ro\" "\ (n
> N — T — P\ LV )
> (n—r) (n—r) 2 <Z) " (n—r) 2(n,T)

g

Pipometime, 7e Cr = 1 — H(P) = 1 — H(P) podle (2)

Vyslovime tvrzeni, které rikd, ze blokovym kédovanim vhodného zdroje nosnosti r li-
bovolné blizké (ale mensi), nez je kapacita Cr (tj. preneseme r biti informace na bit
zpravy) umime kandlem I' pfenést informaci s maximdlni pravdépodobnosti chyby libo-
volné blizkou nule:

Véta 11.4 (Shannonova, Hlavni véta teorie informace). Pro BSC se spolehlivosti P >
existuje posloupnost blokovych kédovani C) vhodnych zdroji s nosnosti 1, < Cr
1 — H(P) splhujici ¢, PF** — 0 a rp; — Cr pro k — oo.

1
2

Diikaz. Uvazujme informacni zdroj Z : 2 — S a jeho kédovani C' : Z — Fj. Oznacme
m = |S|, r = lOgT2m a X" =[[_, mCZ a pro projekce m; z Posloupnost vstupt
BSC a Y™ odpovidajici posloupnost vystupi a £ = Y"™ — X" posloupnost chyb kanalu.

Zdroj Z budeme vzdy volit tak, aby mél rovnomérné rozdéleni pravdépodobnosti, tedy
P[Z = s| = W% Vs € S. Nejprve ukazeme, ze pro dostatecné velké m a n existuje kdédo-
vani C' zdroje Z, jehoz nosnost je libovolné blizka kapacité kanalu a jehoz stiedni chyba
dekédovani o PEY je libovolné blizka 0.

Zvolme libovolné € € (0,1 — H(P)) a piipomefime, ze P < 1. Pak podle (P) =

H(P) a 3ng € NVn > ng 3m € N splitujici

2n(1—H(ﬁ)—e) <m< 271(1—H(ﬁ)—%)7

aprotol — H(P)—e<r<1-H(P) -t
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Zvolme m a n spliujici uvedené nerovnosti, ozna¢me V = {C' : S — F}} a uvazujme
rovnomérné rozdélenou DNV volby kédovani, kterou oznacime € : @ — U. Protoze
V| =2"" mdme P[€=C]=2"""VY(C e V.

Ozna¢me 6 : Fy — C(S) dekddovaci metodu nejblizsiho slova a odhadnéme Pg stiedni
hodnotu DNV vzniklou slozenim C' — <Pz’ a €, tedy

Pp=) cPRPle=Cl=2"")" %Z P[6Y™ # C(s)|Z = 5]

cev cev SES
=27 N "N " PIZ =s|PY" £ C(s)|Z = 5] =
CceV ses
=27 Z ZP[(SY” # C(s), Z = s
CeV ses
=27 " P[Y" # X"
ceV

Nyni zvolime 7 > 0 splijici (a) P +n < 3 a (b) H(P +n) — H(P) < £, coz podle
Ize, a polozme p := n(P + n). Necht

Pr=2"""%"Pw(E") >pl, P,=2""> Plw(E") < p,0Y" # X",
CceVv CeVv

pak Pgp < P, + P,, proto stac¢i odhadnout P, a Ps.

V]

2nm

P =

Plw(E™) > p] = Plw(E™) > p| = 0 pro n — oo

11.2(2), nebot o { E;};>1 predpokladame, Ze je stacionarni diskrétni ndhodny proces, tedy
pro dostateéné velké n je P; libovolné malé, kde Plw(E™) > p| podle nezavisi na
volbé kédovéani. Déle

<27 NN Plw(E") < p,6Y" = C(2), Z # 2]

CeV zeS

<27 N N CPlA(Y",C(2)) Sw(E") < p, Z # 2]

CeV zeS

<273 N PlA(Y™,C(2)) < g

CceV zeS

<27 N PYT=v] Y PlAY",C(2)) < plY" = V]

2€8 veFy ceVv

— o33 v|[{C eV |dC ()v)gp}J

S velFy
SIS onm— nV2( LPJ)

=2"Vs(v Z Z PlY =m-27"Va(v, [p]).

2€S velFy
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Nyni vyuZijeme a predpokladu (b), 7e H(P +n) — H(P) —

N

P < m2_”V2(U7 LpJ) < n(1- H(ﬁ)_%)Q—TL27LH(?+17))
%

2"
< oHP+)=H(P)=5) _s () pro n — o0,

tedy opét pro dostatecné velké n je P, libovolné malé.

Pro kazdou posloupnost €, — 0 jsme dokazali, ze pro dostatecné velké n; plati, ze
27y o o PR < e, proto 3C,, S — F3* kédovani vhodného uniformniho zdroje
Zy - Q0 = Sy spliwjict ¢, Pp¥ < €. BUNO C} mizeme vzit bez zvyseni o, Piv prosté (sle-
pené”prvky totiz v odhadu poéitéme za chybné dekddované), proto je CjZ; rovnomérné
rozdéleny zdroj s nosnosti ry = °g2 |S’“| podle(10.1(1) = rp € (1-H(P)—¢e, 1-H(P)—%).
Dokazali jsme, ze ¢, P’ — 0 a —> Cr pro k — oo.

Zbyva dokazat stejné tvrzeni pro ¢, Pp'®®. Vezmeme- li posloupnost € — 0 a prosté
kédovani Cy, : Sy — F3* tak, ze ny > k, |Sp| = 2m, r,r — £ € (Cr — &, Cr) a ¢, PE’ < 5.
Jestlize N = {s € Sy | Pg(s) > ex} = |N| <m = 35, C Sk \ N o m prvcich.

Nyni stadi zakédovat rovnomérné rozdéleny zdroj Zy : Q — Sy prostym kédovanim
Cp = Cilg, - Potom 5 PR < g, protoze Pg(s) <& V3 € S, a nosnost Cj, je

log., 2™ log, 2m) — 1 1 1
o 5 :<Og2 m) :r__zr——>CF—5k
g ny, T, k

ar—ni<7“<C’p O
k

Nyni ukazeme, ze kédem nosnosti prekracujici kapacitu kanalu pro zadné dekédovani
nelze spolehlivé prenaset informaci.

Véta 11.5 (Inverzni Shannonova). Je-li I' BSC se spolehlivosti P > % a ¢ > 0, pak pro
kazdou posloupnost blokovych kédovani Cy : S, — Fy* délky nj — oo libovolnych zdrojt
s nosnosti 7, > Cr + ¢ a libovolné dekdédovéani 0 plati, ze ¢, (s, Pg’ — 1 pro k — oo.

— — =\ — 7" e
Dikaz. P <t < P = £ <1 = 3> 0 splimjici (g) < 25. Zvolime takové 1.

P
Uvazujme blokové kédovani C' : S — F3 zdroje Z nosnosti r = w a oznacme

tentokrat m = |C(S)]| (je-li C prosté, pak m = |S|). Potom ‘2™ >y > 1 — H(P) + ¢
diky [10. 1 = L < 9 n(=H(P)+e) Steiné jako v ditkazu Véty budeme znacit po radé

X" = H 1 7rlCZ Y™ a E™ posloupnosti vstupi, vystupu a chyb BSC T
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Polozime C = C(S) a misto uniformé priameérné chybovosti ¢ P&’ spo¢itdme hodnotu
1 —¢ P{” a ukdzeme, 7Ze je pro dostatecné velké n libovolné blizka nule.

1
1— P¥=1——N PSY" # /X" =
c mE OY™ # ]

ceC
]- n n __ _ 1 n __ n o __

:E21—P[6Y £ c|X _c}_EZP[dY = ¢|X" =]

ceC ceC
——ZZ (SY —CYn—C+6Xn_]

ceC eclFy Xn:C]
B ZZ Y _CY —C+€Xn_] P[Y”ZC“—B,XTL:C]
B P[X" = (] Py =c+e X" =

cECeEIE‘"

:—ZZP[Y”:c+e|X”:c]~P[6Y”:c\Y”:c+e,X”:c]

ceC ecFy

Ozna¢me P., = P[0Y" = ¢[Y" = c+ e, X" = ¢] = P[6Y" = ¢|E™ = ¢, X" = (] a
vSimnéme si, Ze a = P[Y"=c+e|X"=¢|=P[E"=¢] =

1- CpgvgiZZP[E =
m ceC eclkFy

Rozdélme si mnozinu F} = E; U E,, kde
By ={eeFy|w(e) <n(P-n)}, Ey={eccFy|wle)>n(P-n))},

a definujme

P

ceC ecFE;

Potom 1 — Pz’ < P, + P,. Protoze P, . < 1 snadno odhadneme
1 _
P<— P|E" =¢|] = Plw(E) < n(P — — 0
< 2 3 PIE" =l = Plu(B) < (P~ 1)

pro n — oo diky [11.2(4), tedy P; je libovolné malé pro dostateéné velké n.
Nez uré¢ime P, odhadneme s vyuzitim a predpokladu o 7 pro kazdé e € Es hodnotu



Nyni odhadnéme P,. Nejprve vyuzijeme toho, ze L < 27n(1=H(P)+e),
1
P=— PIE" = Pce
2= E E [ e] P,

ceC ecFEsy SQ"(%fH(P))

< 27n(17H(P)+€) Z Z 2n(%*H(P))Pce

ceC e€FEy
_ 27n(1+%) Z Z Pc,e-
ceC e€Fy
Spocitame
YN Pe<> Y PY"=cy"=c+e X" =
ceC ecFEs ceC eclkFy
<Y N PEY" =cy" =y, X" =]
ceC yelFy
<Y D PEY" =y =y X"=c=> 1=2"
y€F? ceC y€Fy

nebot za predpokladu, ze Y™ = y plati, ze Y™ = ¢ < ¢ = dy. Zbyva spojit dvé posledni
nerovnosti
P, < 27n(1+%) Z Z Pc,e < 2fn(1+§) Lon — 2771% =0
ceC e€En
pro n — oo. Dokézali jsme, Ze pro dostatecné velké n je 1 — Pg’ libovolné blizké 0.
Tedy pro kazdou posloupnost blokovych kédovani Cy : Sy — Fy* rostouci délky zdroji s
nosnosti > Cr + ¢ chyba jakéhokoli dekédovani ¢, (s,) P’ roste k jedné. ]

Zformulujme jesté obé Shannonovy véty v jazyce blokovych kodii:

Disledek 11.6. Prostfednictvim BSC I' s kapacitou Cr lze pomoci blokového kédu
dostatecné délky s nosnosti libovolné blizkou Cr prenést informaci s primérnou pravdé-
podobnosti chyby dekédovani metodou nejblizsiho slova libovolné blizkou 0.

Naopak uniformni primérna pravdépodobnost chyby jakéhokoli dekédovani pii prenosu
pomoci kédu nosnosti > Cr + € roste Ve > 0 s délkou kddu k 1.

Kombinatorické konstrukce
12. SYMETRICKE DESIGNY

T&N. Bud X # (), BC P(X), t,v,k, A € N. Rekneme, ze B jet— (v, k, \) design, pokud
- |X‘ =,
- |B|=k VB € B,
- {BeB|TC B} =AVT C X splhujici |T| =t.

Priklad 12.1. Pfimky Fanovy roviny, tj. projektivniho prostoru P»(IF3) v8ech jednodi-
menzionalnich podprostort vektorového prostoru Fi tvoii 2 — (7,3,1) design a zaroven
1 —(7,3,3) design
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Poznamka 12.2. Necht B C P(X) je 2 — (v, k, \) design a b = |B|. Potom
(1) Mv—1)v =0b(k — 1)k,
(2) pokud k > 1, pak Ir spliwjici r = [{B € B | x € B}| Vx € X,
(3) pro r z (2) plati, ze A(v — 1) =r(k— 1) a rv = bk.

Diikaz. (1) Oznacme W = {(A,B) € P(X)? | B € B,A C B, |A| = 2}. Spocitame pocet
prvkia W dvéma zptsoby:

Vybirdme-li nejprve B a k nému volim vSechna mozna A dostavame |W| = b - (’;)
Vybirdme-li nejprve A a k nému volim v8echna mozné B podle definice dostdvame |[W| =
(5) - A= bk — 1)k =2|[W|= Av— 1.

(2), (3) Polozme W, = {(A,B) e W |z € A} ar, =|{Be B |z € B} proz e X.
Opét spocitame pocet prvkia W, dvéma zpusoby |W,| = r.(k —1) = (v — 1)\, kde prvni
rovnost dostaneme pri prvnim vybéru B a druhou pfi prvnim vybéru A. Vidime, Ze

v—1

Ty = A{—7 nezdvisi na volbé z, tedy r = r, a plati

rk—1)=w—-DA = rk—1v=Av—-1Nv=0bk—-1)k = rv=>bk.
U
Pro 2 — (v, k, A) design B budeme znacit parametry b = |Bl ar =|{B € B | x € B}
proz € X.
T&N. Jestlize b = v Fekneme, Ze je 2 — (v, k, \) design symetricks.
Pozorovani. Je-li k > 1, pak pro parametry 2 — (v, k, \) designu plati:

(1) b= A=A
(2) kazdy 2 — (v, k, \) design je zaroven 1 — (v, k,r) design,
B)k<v=r<bal<r.
T&N. Oznaéme X = {z1,...,2,} a B = {By,...,B,} € P(X). Pak fekneme, zZe je
1B,
matice M = | ... | € Z" incidencni matici systému B. Dale zna¢me I, jednotkovou

Z.Bb
matici a J, = (1)yxy € Z"*Y matici, obsahujici na vSech pozicich 1.
Pozorovani. Pro inciden¢ni matici M systému B = {Bi,..., By} C P({z1,...,2,})

polozme U = (u;;) = MMT a'V = (v;;) = MTM. Potom plati:
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(1) U je symetricka ¢tvercova, u; = |B;| a u;; = |B; N By| Vi # j,
(2) V je symetricka ¢tvercova, v; = [{s | x € Bs}| av;; = |[{s | {zs,x;} C By}| Vi # j,
(3) Jeli B2 — (v,k,\) design, pak w; =k, v; =r a v, = A Vi # j.

Poznamka 12.3. Necht B C P(X) a k,v € N splije, ze k > 1, v = |X|, k = |B|
VBeBar= )\” o. Mé&jme dale M inciden¢ni matici systému B a U (wij) = MM
V = (v;) = MTM

(1) Je-li M regularni ¢tvercova, pak V =U < MU =UM < MV =V M,

(2) Bje2— (v,k,\) design < v; =1 av; =\ Vi#j.

Diikaz. (1) Sta¢i dokazat prvni ekvivalenci, druhd plyne z prvni pouZité na rovnéz regu-
larni matici M7.

(=) MMT =U =V = MTM = MU = MMMT = MMTM = UM.

() MU=UM = U=M"'MU=M"'UM=M*MM"M =M"M=V.

(2) (=) Je-li B 2 — (v,k,\) design, pak podle a predchoziho Pozorovéni (3) je
Uii:Tanj:AVi%j.

(<) Z predpokladu tvrzeni vime, Ze podminky v = | X|, k = |B| VB € B jsou splnény.
Z Pozorovani (2) potom plyne, ze Vi # j {B € B | {z;,x;} C B}| = AVT C X Vi # j,
tedy se jedna o 2 — (v, k, \) design. O

Véta 12.4. Nechl ko € N, k > 1, BC P(X), v = |X| = |B|, k = |B| VB € B a
r=|{B € B|xe B} Vo e X. Potom k =r a plati, ze
B je (symetricky) 2 — (v, k, \) design < |[BNC|=AVB # C € B.

Diikaz. Vsimnéme si, 7e Vo € X

Bl-k=v-k
|{(:)3,B)|B€B,£€B}|:{ }X‘|-r—v-r }:>/<:7".

Podle Pozorovani (1),(2) a[12.3|(2) sta¢i dokazat

kA A roA . A
U— A koA eV - Ao A 7
A A ok AA oo

a protoze k = r budeme dokazovat jako primou implikaci, Zze pokud je U uvedeného
tvaru, potom U =V, a jako zpétnou implikaci, ze pokud je V uvedeného tvaru, potom
U=1V.

(=) Jestlize k=X = |B|=|X|=1=U=V = (k).

Jestlize k # A, pak snadno zjistime, ze U € Z"*Y ma vlastni ¢islo k — A # 0 geometrické
nasobnosti v — 1 a jedno vlastni ¢islo k + (v — 1)A > 0 = U je regularni M je regularni.
Podle [12.3(1) staci ovéiit MU = UM:

MU = M((k — N, + M,) = (k — \)MI, + AM.J, =
= (k= NI,M 4+ MeJ, = (k= NI, + \J,)M = UM

=U=V
(<) Diikaz je stejny jako u p¥imé implikace, jen pomoci [12.3(1) ovéiujeme MV =
VM. U

34



Priklad 12.5. Necht P = {LO(v) | v € F2\ {0}}, By = {p € P | p C V}, pak
B={B,|V <F} dimV = 2} je symetricky design.

Konstrukce
Necht Y ={1,...,5}, Z={ACPY) | |4 =2}, 2 ={0 € S5 | ¢° = 1,0 # id},
P, = {{ispli)} |1 € Y} Vg € @.
Pozorovani. Pro mnoziny Y, Z, ® a P, a Vyp € ® plati:
(1) [Z] =10, [®] = 24, {F, | ¢ € }| = 12,
(2) ¢ nema pevny bod = P, NP, =0 Yy € P,
(3) |P¢,ﬂp¢| Z4$P@:P¢,
(4) |P,NPy| <1=|P2NPy>4= P,NP,=0,

Definujme mnoziny

P1 = Puasas), Po = Plaoss), P3 = Paasse), Pi = Puasassy, Ps = Pusass), Po = Pussa),

{8 T

Py 3 4 5 6

Pozorovani. Pro {Py,..., P} C {P, | ¢ € ®} je nejvétsi (vzhledem k inkluzi) takovy
systém, ze obsahuje Py a |P, N P;| =2 Vi # j.

Zkonstruujme 2 — (11,5, 2) design:

X=2ZU{0},VieY: F,={{i,a} |a€Y,a#i}Uu{0}= u{0}.
B={F|i<6}U{F;|j<5}

Poznamka 12.6. B, je symetricky 2 — (11,5, 2) design.
Diikaz. Dusledek Pozorovani a Véty O

13. GOLAYOVY PERFEKTNI KODY

T&N. Necht B; C P(X;), i = 1,2. Pak By = By (tj. jsou izoromfni), pokud 3 bijekce
b: X, — Xy, proniz By ={b(B) | B € B;}.

Pozndmka 13.1. Existuje az na izomorfismus pravé jeden 2 — (11,5,2) design a pravé
jeden 2 — (11,6, 3) design.
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Diikaz. Existence.

Existence 2 — (11,5, 2) designu plyne z Nechf je B 2—(11,5,2) design a definujme
zobrazeni ¢ : P(X) — P(X) zobrazeni ¢(A) = X \ A. Potom vidime, Ze pro C = {¢(B) |
B € B} plati pro By # B, € B, ze |C| = 11, |¢(B)| = 6 plati, ze

a podobné pro C # Cy € C

ICiNCs| =3 = |c(C)Ne(Cy)| =11 = (6+6—3) =2

Z[12.4) plyne, ze B je 2 — (11,5,2) design < C je 2— (11,6, 3) design, tedy 2 — (11,6, 3)
design existuje.

Jednoznacnost. 3

Uvazujme B a B C P(X) dva 2— (11,5, 2) designy, z nichz prvni je vyse zkonstruovany
design B. Najdeme mezi nimi izomorfismus.

122|=b=2- (1@ 8 =11 = B je symetricky.

Zvolme zy € X a definujme Z = X \ {z,}. Pak = 3 pravé 5 mnozin B, které
obsahuji zy, ozna¢me je Fi,i=1,...5.

Z definice designu plyne, Ze Vi < j 3 pravé jedno z;; € Z splitujici F; N F = {xg, 7 }.

Oznaéme P = B\ {F, | i < 5}. To, 7e A\ = 2 znamena, 7e {i < j} — z;; je bijekce
zobrazeni 10-ti prvkové mnoziny dvojic {i < j} na Z, proto Z = {x;; | i< j <5}

Definujme bijekci b : X = X:b(x) =0a b(xi;) = {i, 7} Potom {b(F; )} = F; . Pokud
P ¢P={bB)|B € P} zménime pofadi F} tak, aby P, € P.

Mnozina P = {b(P) | P € P} obsahuje P, a |b(P,) Nb(P,)| = 2 VP, # P, € P. Protoze
|P| =6, a P, € P plyne z maximality systému {P; | i < 6}, ze P = {P; | i« < 6} a proto
B ={b(B) | B e B}.

Kdybychom méli dva neizomorfni 2 — (11,6, 3) designy, pak by je bijekce ¢ prevedla
na neizomorfni 2 — (11,5,2) designy. Proto jsou i 2 — (11,6,3) designy urceny aZ na
izomorfismus jednoznacné. O

T&N. Necht N je incidenéni matice 2 — (11,6, 3) designu a uvazujme blokové matice

10 ... 001 ... 1 10 ... 01 ... 1
01 ... 01 01 ... 0

E= Ce e N G = Ce e N ’
00 ... 11 00 ... 1

kde E € F'2%24 gestava s bloku s jednotkovou matici 115 a déle s bloku tvofenym matici N
s fadkem nad a sloupcem vlevo obsahujicim na prvni soufadnici 0 a jinde 1 a G € F12x
vznikne z E vypusténim 13. sloupce.
Déle &€ bud [24, 12]5-kéd s generujici matici E a G [23,12]5-kdd s generujici matici G.
1 bude znacit slovo sestavajici ze samych souradnic 1.
Pozorovani. Binarni koule v F2® m4
° /23
5(23,3) :Z( ) — 142342311+ 2377 = 2048 = 2212
i
i=0
prvki, tedy binarni kéd délky 23 a velikosti 2'2 m4a vzdalenosti nejvyse 7 a v piipadé, ze

je vzdalenosti 7 je 3-perfektni.
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Pozndmka 13.2. £ je samodudlni dvojnasobné sudy [24, 12, 8]s-kéd a G je 3-perfektni
123,12, 7]-k6d.

Diikaz. Oznacme si fadky matice E po fadé uy,...,u;s a vSimnéme si s vyuzitim vlast-
nosti matice N z ze w(uy) =12, w(w;) =8, w(uy Nw) =6Vi>1aw(uwNu,;) =4
Vi>j > 1.

Protoze u; - u; = 0 Vi, j a |E] = 22, je £ samodudlni a podle dvojnasobné sudy.
Predpokladejme ke sporu, ze d(€) = 4, tj. 31 C {1,...,12}, pro néz v = vy...v9y =
YoicgWaw(v) =4 Ozmatme A={i<12|vy,=1}aa=[A|=a<w(v)=4a>1a
a=|I|.

Uvazime-li kontrolni matici £ podle 2.2}

o1 ... 110 ... 0 uy
e T R B
1 00 ... 1 o

maji slova 1; stejné vlastnosti jako slova u;, protoze je N7 podle rovnéz incidencni
matice 2 — (11,6, 3) designu.

& je samoduélni = F je generujic matice & = 37 C {1,...,12}, pro néz v = Y oici Wi
Pakplatia:4—|f| >1=a=2= 3i#j, pronéz

4=w(u + ;) =wly) +w(y;) —2w(w;Nu;)) =8,

cOZ je spor.
Protoze w(ug) = 8 a £ je dvojnasobné sudy, dostavame, ze £ je vzdalenosti 8.
Protoze G vznikne z & propichnutim v 13. soufadnici, jednd se podle Pozorovani o
3-perfektni [23, 12, 7]o-kdd. O

Véta 13.3. A7 na permutacni ekvivalenci existuje pravé jeden [24,12,8]y-kdd, ktery
je samodualni, dvojnasobné sudy a obsahuje slova vahy 12 a 24. Kéd je permutac¢né
ekvivalentni £ a jeho propichnuti v kterékoli souradnici je permutac¢né ekvivalentni G.

Diikaz. Existence plyne z

Necht C splhuje predpoklady tvrzeni. Pak Ju € C vdhy 12 = 1,u =1+u € C =
w(u) = w(i) = 12. BUNO (tj. permutujeme soufadnice)

u=20...0l...1au=1...10...0 a propichovanou soutradnici nastavime jako prvni.
Necht [ = {13,...,24} a 7r; : F?* — F'2 je propichnuti v soufadnicich 1.

Necht ve C\ {0} am;(v) =0=

wu+v)+wlv)=12,wv)>8=whu+v)<d=>u=v=

Kerm; = {0,u}. Protoze tic = 0 Vc € C je m;(C) [12, 11]5-kéd s kontrolni matici ¥ € F3*!2
= C ma generujic matic tvaru

0 0 . 011 ... 1
1 0

¢= I . M
1 0



Vyménime-li jeji 1. a 13. sloupec dostaneme generujici matici

10 ... 001 ... 1
~ 01 ... 01
¢= Ce e M ’
00 ... 11

permutaéné ekvivalentniho kédu C. Nyni dikystaéi ukazat, ze je M inciden¢ni matice
2 — (11,6, 3) designu.

Oznac¢me radky matice C po fadé cg,...,c11 a radky matice M vy, ..., v11.

C dvojnasobné sudy = 4 déli w(c;) 1 w(c; +¢;) a d(C) = 8 = w(w;), w(w; + uu;) €
{6,10}.

Kdyby w(u;) =10 = w(c; + u) = 2+ 2 = 4, coz je spor.

Kdyby w(u; +u;) =10 = w(c; + ¢; +u) = 2+ 2 =4, coz je opét spor.

Proto pro i # j

6 =w(w;) =w(y; +u;) =w(w) +w(yy) — 2w(w; Nu;) = wlw; Nu;) = 3.

Totéz lze dokédzat i pro matici M7, nebot

01 ... 110 0
1 01 . 0
1 00 ... 1

je rovnéz je generujic matice kédu C.

Nyni zbyva pouzit
OJ

T&N. Bud C blokovy kéd délky n a ozna¢me f; = [{v € C | w(w) = i}|. Pak polynom
fe=>"" iz € Z|z] se nazgva vahovy polynom kédu C

Poznamka 13.4. Je-li C C F23 blokovy kéd délky n vzdalenosti 7 a mohutnosti |C| = 212,
ktery obsahuje nulové slovo, pak je C nutné 3-perfektni s vdhovym polynomem fr =
1+ 25327 + 5062® + 1288zt + 128822 + 506x'° + 253216 + 223,

Diikaz. Perfektnost plyne z Pozorovani a pro spocitani vah zkuste sami sestavit algoritmus
na jejich vypocet (ndvod viz skripta Alese Drépala). Il

Véta 13.5. A7 na permutacni ekvivalenci existuji jednoznaéné uréené binarni kédy G a
& velikosti 2'2 obsahujici nulové slovo, prvni délky 23 a vzdalenosti 7 a druhy délky 24 a
vzdalenosti 8. Tyto kédy jsou nutné linedrni a plati, e G je permutaéné ekvivalentni G,
& je permutacné ekvivalentni £ a fe = 1 4 7592% 4 257622 + 75926 + 224,

Diikaz. Existence plyne z[13.2]

Necht 7; : F3* — F2* oznacuje propichnuti v i-té soutadnici. Pak je m;(€) kéd velikosti
212 obsahujici nulové slovo a podle Pozorovéani a je vzdalenosti 7 a tedy 3-perfektni
afre =1+ 25327 + 5062% + 1288z + 1288212 + 50621 + 253210 + 223.

Protoze Vu € £\{0,1} 3j, k < 24 splitujici w(r;(u)) = w(m(u))—1. Kéd £ neobsahuje

slovo vahy 7, tedy viechna slova vahy 7 kédu 7;(£) vznikla ze slov délky 8. Kdyby &
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obsahoval slovo vahy 11, 15 nebo 23, pak by pro vhodném ¢ obsahoval kod (&) slovo
stejné vahy, coz podle neplati. Podobné € nemiize obsahovat slova vahy 9, 13, ani
17. Proto fs = 1+ 7592 —i— 2576212 + 759216 + 224 = £ je dvojnésobné sudy = v + E
m4 stejné parametry, tudiz je dvojnasobné sudy Vv € £ = £ je linearn{ samoduélni kéd
podle 4.4 € je permutainé ekvivalentni £ podle m

Spliwje-li G piedpoklady tvrzeni, pak kéd E = {c1...co33.¢i | ¢1...co3 € G} ma
délky 24 a vzdalenosti 8 mohutnosti 2'2 slov a obsahuje 0 = E je permutacné ekvivalentni
E. Protoze moyy(E ) G je podle m permutacné ekvivalentni G.

Zbytek plyne z[13.2] O

Disledek 13.6. Je-li C binarni kéd velikosti 2'? délky 23 a vahy 7, pak Vu € C je kéd
u + C permutac¢né ekvivalentni G.

14. REEDOVY-MULLEROVY KODY

V celé kapitole predpokladame, ze r < m € N, [, je téleso a n = ¢™ a slova F7" si
pevné ocislujeme

Fgl = {507 617 o e 7ﬁn71}'
T&N. Kazdé mnoziné

Ry(m,r) = {f(Bo)f(Br) - f(Bu-1) | [ € Folar,... wm], deg(f) <7}

budeme fikat g-arni Reediv-Mulleriv kéd (kratce RM-kéd). Bindrni RM-kdéd zna¢ime
prosté R(m,r) = Ra(m,r).

Déle oznacme x; = [[,.; x; pro kazdé I C {1,...,m}, specidlné zyp = 1 a definujme
mnoziny Boolevych polynomﬁ

BPn(r) ={ > frar| fr e FVI C{1,...,m}},
rl1|<r

specialné BP,,, = BP,,(m) a mnozinu Boolevych funkci

Na BP,, zavedeme strukturu okruhu

ZCL[[IZ[:l:Zb[I[ = Z(CL[:]ZZ)])[E[
I
Zaﬂl ZbJIJ = Z ar - bJ 931uJ = Z Z al bJ

K I,J:K=IUJ

Na B.F,, mame k dispozici prirozené deﬁnovanou strukturu okruhu po slozkach, tj. Vf, g €

BF.,
fx9B)=1(B)xq9(B), [-9(B)=f(B)-9(B)
Pripomenme, Ze i; znadi incidenéni vektor mnoziny I a pro I,J C {1,...,m} znafme
X1 € BF,, funkci danou podminkou y;(i;) =1< J € I.
Konec¢né izomorfismus Fo-algeber je bijekce, ktera tvoii izomorfismus okruhil a zaroven
vektorovych prostori.

Pozorovani. Pro RM kédy a Booleovy polynomy a funkce plati:
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(1) Ry(m,r) je linedrni kéd délky n = ¢™,

(2) (BPm,+,—,-,0,1) a (BF,,+,—,+,0,1) jsou komutativni okruhy,

(3) ptirozend projekce p — [p] je izomorfismus Fo-algeber

BP,, 2 Folzy,...,xn)/(x3 + 21,..., 2% + Tp),

(4) zobrazeni f — (f(Bo),..., f(Bn-1)) je izomorfismus Fo-algeber BF,, = Fy, kde
n=2",

(5) dosazovaci zobrazeni p — p(f) tvoii pro kazdé 5 € F3* okruhovy homomorfismus
BP,, — Fs,

(6) R(m,r) ={p(Bo) - ..p(Bu-1) | p € BPm(r)},

(7) pro kazdé f € BF,, plati, Ze f = 1 ¢ —1 X1,

(8) polozime-li p; = ([[;c; ) - (Hi¢[ i+ 1) prol C{l,....,m}ap= Zfzf(if)zl pr
pro n&jaké f € BF,,, pak f(5) = p(B) V5 € Fy".

T&N. Pro p = ) .pix; € BP,, znaéme N(p) = {i; € F | p(iy) = 1} a deg(p) =
mas{|1] | pr # 0} U{~1}.
Pozndmka 14.1. Jestlize p € BP,,(r) \ {0}, pak |[N(p)| > 2™".

Diikaz. Dokazujeme indukei podle m > 1 a p stupné deg(p) < r.

(a) Pro m = 1 uvazujeme polynomy tvaru p = ag + ayz1 € K[x1]. Provedeme diskusi
pro oba pripady » = 0, 1.

Pror=0méme aqp=1laa; =0=p=1= |N(p)|=2=2""0.

Pro r = 1 trivialné dostavame |N(p)| > 1 = 2171

(b) Pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro m — 1 a dokdzeme ho pro m > 1. Necht
p=2xmg+h, kde g,h € Klxy,...,pm 1]

Pokud g = 0, pak degh = degp a plati h(iy,...,0m-1) = 1 < p(i1,...,0m-1,0) =
p(i1, ..., im-1,1) =1, proto s vyuzitim indukéniho predpokladu pro h

IN(p)| =2|N(h)| >2- 2"~ =2m7".
Pokud g # 0, pak degg < r —1 a V(iy,...,in_1) € N(g) existuje t € Fy spliujici
Pty oy imet1,t) = g(i1, - oy lm1)t + h(i1, ..o imo1) =t + h(iy, ..., im_1) = 1, proto
IN(p)| = [N(g)] Z 2" 717070 =27,
diky platnosti indukéniho predpokladu pro g. Il
T&N. Ozna¢me zobrazeni ® : BP,, — BF,, dané podminkou ®(p)(8) = p(5).

Nadale budeme ztotoznovat BF,, = Fy bijekci f — (f(Bo),..., f(Bn-1)), proto lze
zobrazeni ® popsat vztahem ®(p) = (p(5o), ..., p(Bn-1))-

Pozorovani. Pro zobrazeni ® : BP,, — BF,, a mnoziny J,Y C {1,... m} plati:
(1) ® je izomorfismus Fs-algeber (tj. okruhi i vektorovych prostori),
(2) {xr | T CA{1,...,m},|I] < r} je baze BP,,(r), proto je mnozina B, = {®(z;) |
I C{1,...,m}, |I| <r} baze R(m,r),
(3) w(®(p)) = [N (p)| ¥p € BPm,
(4) z,(iy) = [[je,(iv); =1 JCY.
Véta 14.2. R(m,r) je [n,>1_o (7),2™ "], kéd.
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Diikaz. 7 Pozorovéani (1) a (2) dostévame, Ze dim(R(m,r)) = >_7_ (7).

Jestlize |I| = r = oy € R(m,r) = w(zr) = |N(x7)| = 2™ podle Pozorovéni (3) a (4)
= d(R(m,r)) <2m".
Naopak diky a Pozorovani (3) dostavame d(R(m,r)) > 2. O

Poznamka 14.3. Kédy R(m,r) a R(m,m —r — 1) jsou vzajemné dudlni.
Diikaz. Nejprve dokdzeme pro baze B, a B, .1, 2e ¥V ®(x;) € B,, ®(x;) € B,,_._1 plati,
ze pro bodovy soucin ®(zy) - ®(x;) = 0. Protoze |I| <r a |J| < m —r — 1, spoc¢itame

O(ar) - D(xy) =Y aslip) - wy(ip) = Y _x10(ip).

Uvédomime-li si, Ze podle Pozorovani (4) z; ,(ip) =1 < [UJ C Baze |[IUJ| <
r+m—1r—1=m— 1 dostavame

O(zr) - (zy) = Z 1=2""HYI =0 (mod 2).

B:JUJCB

Dokéazali jsme, ze R(m,7) C R(m,m —r —1)* a R(m,m —r — 1) C R(m,r)*t. Protoze
navic podle dimR(m,r) +dimR(m,m —r —1) =

(S (@) S () -

=0 =0 i=r+1
jsou prostory R(m,r) a R(m,m —r — 1) vzajemné dudlni. d
Piiklad 14.4. R(3,1) je podle 8,4, 4], kéd a mé generujici matici, ktera je zaroven
11111111
. . .. 1000011171 P (1ot 14
podle 14.3|jeho kontrolni matici, 00110011l tudiz jde o samodudlni kéd.
01010101

T&N. Je-li f € BP,, nebo f € BF,,, I,Y C {1,...,m} , pak definujme f! € BF,
predpisem

flavy=">_  flin).

B:Y CBCIUY
Pozorovani. Necht I,J)Y C {1,...,m}, pak z5(iy) =1 &
1= > alis)= ), 1&JUuy=IUY.
B:YCBCIUY B:JUY CBCIUY
Véta 14.5. Necht I,Y C {1,...,m}, d €N, f = ayz; € BPy(d), INY =0, |I| = d.
Pak a; = fI(iy).
Diikaz. Nejprve dosadime do vyjadieni f/(iv) = > 5.y cpcry fin) 7a f:

flavy=" Y D amslip) =Y a; Y. asipg) =Y asah(iy).

B:YCBCIUY J B:YCBCIUY
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Protoze IUY = JUY & [ = J, nebot |J| < d, |I| =dalINY =, dostdvime z

Pozorovani:
fliv) =Y ash(iv) = ar.

J
U

Uvazime pro k = Y7 () (linedrni) kédovéani F§ = F{WVISTY — BF(m) = F2 dané
vztahem v — ®(fy), kde f, = ZI:IIIST VT,

Na zékladé predchozi véty mizeme formulovat dekédovaci algoritmus, ktery ptijaté
chybové slovo s vdhou chyby mensi nez 27 "~! reprezentovaného booleovskou funkei
opravi na ptivodni booleovsky polynom:

VSTUP: g € BF,, spliujici g= f+e pro f€R(m,r) a e € Fy, w(e) <2m "}

VISTUP: f € BP,.(r), pro ktery d(®(f),g) < 2™ "', proto f=d(f).

for d=r downto O do

for all 1 C{l,...,m}:|I|=d do
apg:=NHY C{1,....m}:YNI=0,4"(iy) =0}|;
ap:=2""1—qy (={Y C{1,....m}: Y NI=0,4¢'(iy) =1}];
if agp > oy then a;:=0 else aj:=1, g:=g+ ®(zg);

return Z[ep;n arxy.

Poznamka 14.6. Algoritmus je korektni, tj. ma-li na vstupu slovo g = f +e pro f €
R(m,r) a e € FY¥ vahy w(e) < 2™ "1 vrati f.

Priklad 14.7. Pro RM-kédu R(3,1) najdeme pomoci uvedeného algoritmu nejblizsi
kédové slovo a Booletiv polynom, ktery ho kéduje, ke slovu g = 11000100 (tj. dekédujeme
zakédované slovo k piijatému slovo g v kédovani @) reprezentujici boolovskou funkeci
stejné jako v Prikladu [14.4]

Budeme pouzivat znaceni z algoritmu. Booleovskou funkci ¢ — p(c) reprezentujme
slovem p(cy) ... p(c7), kde ¢; je pravé trojice cifer z Fy predstavujici bindrni zapis ¢isla i.
Necht d = 1.

I ={1}: gt (iy) = >poceciy (i) =go+ga=1+0=1,
g (i) = > poycpcny 9in) = g2+ 96 =0+0=0,
g M (i) = Ypcpcns dlin) =g +g=1+1=0,

9{1}@{273}) = ZB:{2,3}§B§{1,2,3} g(ip) = g3 +9r=0+0=0.
Tedy ap =3 > a; =1 a volime agyy := 0.

I= {2}: 9{2}(i®) - ZB;@ng{Q} g(iB) =go+g=1+0=1,
g (i) = ZB:{I}QBQ{LQ} 9(ig) =ga+96 =0+ 0=0,
g (i) = ZB:{3}ng{2,3} glig) =1 +g3=1+0=1,

9{2}(i{173}) = ZB:{1,3}ng{1,2,3} g(ig) =gs +gr=1+0=1.

Tedy g =1 <y = 3 a volime aggy :=1a

g =g+ CI)(QS{Q}) = 11000100 + 00110011 = 11110111.
I={3}: g®iy) = >pocpcin 9(ip) =go+g1=1+1=0,

g i) = >opycpcng dlin) =ga+g=1+0=1,

9 i) = > poycpcpen dlin) =g+ g3 =1+1=0,
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9{3}(i{1,2}) = ZB;{l,z}ng{LQ,g} g(ip) =gs +gr=1+1=0.
Tedy ag =3 > a; = 1 a volime ayzy := 0.
Necht d = 0.
I = §: Vsimnéme si, Ze ¢°(iy) = g(iy), proto
Plipy) =g1=0a
¢°(ir) = 1 pro viechny zbylé mnoziny I # {1}.
Tudiz ap =1 < a3 = 7 a volime ap := 1.
Nasli jsme booleovsky polynom s + 79 = w2 + 1, pro ktery snadno ovéiime, Ze
d(g, ®(z9 + 1)) = d(11000100, 11001100) = 1. O
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