Cviceni z Uvodu do teorie grup

5. ledna 2021

29.9.

1 Priklady grup

1.1 Cyklické grupy

1.1. Necht G = (G,-,71,1) je cyklickd grupa fadu 20 s generatorem g.
(a) PopiSte vSechny podgrupy grupy G,
(b) urcete fady vsech prvki grupy G.

(a) Grupa G je izomorfni aditivni grupé (Zsg, +, —,0). Pro kazdy délitel
k jejiho fadu existuje pravé jedna podgrupa radu k, vsechny podgrupy jsou
pfitom cyklické. Proto G obsahuje pravé 6 podgrup: {1} je fddu 1, (¢'%) je
fadu 2, (¢°) je fadu 4, (g*) je fadu 5, (¢*) je fadu 10 a G je Fadu 20.

(b) Pro kazdy délitel k fadu G existuje pravé ¢(k) generatori podgrupy
radu k, tedy prvki fadu k, kde ¢ oznacuje Eulerovu funkci. Proto je mnozina
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(o'| NSD(r,20) = 2}

tvorena pravé vSemi prvky fadu k a G, tedy mame pravé 1 prvek radu 1, 1
prvek radu 2, 2 prvky radu 4, 4 prvky radu 5, 4 prvky fadu 10 a 8 prvki
rfadu 20. O

1.2. Najdéte generatory cyklickych podgrup (60) N (18) a (60, 18)
(a) grupy (Z7 +7 ) O);

<b> grupy (Z907 +7 T O)



(a) Staci ur¢it nejvétsi spole¢ny délitel a nejmensi spoleény nésobek ¢isel
60 a 18:

(60) N (18) = (nsn(60, 18)) = (180), (60, 18) = (NSD(60, 18)) = (6)

(b) V grupé (Zgy,+,—,0) snadno spocitdme generator podgrupy délici
fid grupy:

(60) = (NSD(60,90)) = (30) a (18) = (NSD(18,90)) = (9),
proto podobné jako v tloze (a) dostdvame
(60)N(18) = (30)N(9) = (nsn(30,9)) = (0), (60, 18) = (30,9) = (NSD(30,9))
O]

1.3. Spocitejte mnoziny

(a) End(Z), Aut(Z), Inn(Z),

(b) End(Z,), Aut(Z,), Inn(Z,,).
(a) Ozna¢me pro kazdé k € Z zobrazeni py : Z — 7 dané predpisem
z) = kz. Protoze pro kazdou dvojici celych ¢isel z a u plati, ze

Pi(
pe(z +u) =k(z4+u) =kz+ ku = pp(2) + pr(u),

je pr endomorfismus. Zvolime-li p € End(Z) a polozime-li k& := p(1), pak
vidime, Ze p = pi, nebot 1 generuje cyklickou grupu Z. Tim jsme dokézali,
ze End(Z) = {px | k € Z}. Protoze py, je bijekce pravé kdyz k = £1, mame
Aut(Z) = {id, —id}. Kone¢né Inn(Z) = {id}, protoze grupa Z je komutativni.
(b) Podobné jako v (a) oznac¢ime zobrazeni py, : Z,, — Z,, splhujici pg(z) =
(kz)modn pro kazdé k € Z,. Stejnym zpusobem nyni nahlédneme, ze

End(Z,) ={px | k€ Z,} a Inn(Z,) = {id}.

Protoze je Z, konec¢na grupa, pi je izomorfismus, pravé kdyz je to zobrazeni
na a to nastava, pravé kdyz je k nesoudélné s n. Tudiz

Awt(Z,) = {py | k € Z,,NSD(k,n) = 1} = Z".



1.2 Konec¢né abelovské grupy

1.4. Popiste vSechny podgrupy a vSechny rady prvka grupy
(a) Zs X Zs,
(b) Zs x Zs.

(a) Grupa Zs X Zs ma strukturu vektorového prostoru nad télesem Zs.
Protoze lze nasobeni skaldrem realizovat pomoci opakovaného sc¢itani, je i
kazdé jeji podgrupa podprostorem. Tedy Zs X Zs obsahuje pravé 6 cyklickych
podgrup Fadu 5 (tedy piimek chapeme-li grupu jako vektorovy prostor) a
trivialni grupy {(0,0)} a Zs x Zs.

(b) Podle Cinské véty o zbytcich je Zs x Zg = Zso cyklickd grupa s
generatorem (1, 1) a tudiz Zs x Zg obsahuje 8 podgrup: ((0,0)) fadu 1, ((0, 3))
fadu 2, ((0,2)) fadu 3, ((1,0)) fadu 5, ((0,1)) fadu 6, ((1, 3)) fadu 10, ((1,2))
fadu 15 a ((1, 1)) fadu 30. Pro kazdy délitel k ¢isla 30 mame v Zjs X Zg prave
(k) prvka fadu k. O

Dalsi tlohy:

1. Popiste vSechny podgrupy a mnoziny automorfismi a endomorfismt grupy
(a) Zso (b) Zss.

2. Popiste vSechny podgrupy grupy Zg.

6.10.

2 Permutacni grupy

Jsou-li m,0 € S,, dvé permutace budeme konjugaci permutace m permutaci o
znalit 7 = oro~'. Pfipomenme, Ze pokud 7(a) = b, pak 77 (c(a)) = o(b),
tedy naptiklad

(123)(4567)(89)7 = (0(1)o(2)o(3))((4)a(5)a(6)a(7))(c(8)c(9))
2.1. Necht 7,0 € 5,,.
(a) Dokazte, 7e mo = om, pravé kdyz 77 =,

(b) spocitejte 77 pro m = (134)(58)(279) a o = (17)(24)(39)(58) a rozhod-
néte, zda mo = om.

(a) mo = om, praveé kdyz noo™! = omwo ™!, praveé kdyz m = 7.

(b) 7 = (134)(58)(279)1NEHENGE) — (792)(85)(413) = (134)(58)(279),
proto prvky m a ¢ komutuji. O]



2.2. Dokaite, 7e

(a) S = ({(if) |i < jirj € {L,....n}}),
(b) S, = ((12),(23),....(n — 1 n)),

(©) S, = ((12), (12...n),

(a) Kazdou permutaci dostaneme jakou souéin nezavislych cyklt, proto
staci vyjadrit jeden cyklus:

Sn
S
S

(a1as . ..ax) = (araz2)(azaz) . .. (ag_1ax),

tudiz S, = ({(ij) | i < j,i,j € {1,...,n}}).
(b) Diky (a) sta¢i vyjad¥it kazdou transpozici (ij), ¢ < j, pomoci trans-
pozic tvaru (aa + 1), k tomu vyuZijeme konjugovéni:

(i) =(+1i+2.. . )6Gi+1)(i+1i4+2...5) " =

—(i4+1i+2)...G—-1)DGEi+D)G—14)...(i+1i+2).

(c¢) Diky (b) sta¢i pomoci (12) a (12...n) vyjadfit vSehny transpozice
tvaru (i 7 4 1):

(ii4+1)=(12...0)"'(12)(12...n) "' =
0

2.3. Dokazte, ze je alternujici grupa A, pro vSechna n > 3 generovand troj-
cykly.

Vime, ze kazdy prvek m € A,, dostaneme slozenim sudého poc¢tu transpo-
zic
W:tlotQO”-OtQk_lOtQk == (t10t2>O~--O(tgi_10t2i>O---Otgk_lotgk.

Staci si tedy uvédomit, ze kazdé slozeni dvou transpozic tg;_1 o ty; dostaneme
slozenim trojcykla. Jsou-li t9; 1 a to; nezavislé tedy to; 1 o to; je tvaru (12) o
(34), pak

(12) 0 (34) = (143) o (123).

Pokud jsou t9; 1 a ty; riizné zavislé, tedy ¢y oty je tvaru (12) o (23), pak
(12) o (23) = (123).
Konecné pro ty; 1 = to; mame to; 1 o ty; = id. ]
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2.4. Necht n > 5 a N je normalni podgrupa alternujici grupy A,. Dokazte,
7e N = A, pokud

(a) N obsahuje néjaky trojcyklus,

(b) N obsahuje permutaci, kterd ma v cyklickém zapisu cyklus délky aspoii
4,

(c) N obsahuje permutaci, kterd méa v cyklickém zapisu pravé jeden troj-
cyklus,

(d) N obsahuje permutaci, kterd ma v cyklickém zépisu asponi dva troj-
cykly,

(e) N obsahuje permutaci, kterd ma v cyklickém zapisu néjaky dvojcyklus.

Bez Gjmy na obecnosti miizeme oznacovat permutované prvky postupné
prirozenymi ¢isly 1,2,3. ..

(a) Necht (123) € N a zvolme libovolné trojcyklus (a b ¢) (tj. a # b #
¢ # a). Potom snadno najdeme permutaci o € S, pro niz

(123)° = (a(1) 0(2) 0(3)) = (a b ¢).

Kdyby o byla licha staci ji nahradit permutaci oo(45) € A, jez spliiuje stejny
vztah a je suda. Protoze je N normalni v A,, tedy uzaviend na konjugace,
lezi (a b ¢) v N. To znamend, Ze N obsahuje vSechny trojcykly, tedy N = A,
diky 2.3.

(b) Je-li w:= (1234...)(...)...(...) € N, a 0 := 7123 pak

o=(2314...)(...)...(...) EN a com ' =(124) € N.

Protoze N obsahuje trojcyklus, plyne rovnost N = A, z (a).

(c) Diky (b) sta¢i uvazovat permutace, kterd maji cyklicky zapis tvaru
m = (123)t;...t, kde t; jsou nezavislé dvojcykly. Potom 7 = (132) € N,
tedy N = A, opét diky (a).

(d) Necht 7 := (123)(456)(...)(...)...(...) € N, a 0 := 7(1?) pak

o= (243)(156)(...)(...)...(...) ENaocor = (1463...) --- € N.

Tedy N obsahuje permutaci, ktera ma v cyklickém zapisu cyklus délky aspon
4 a rovnost N = A, plyne z (b).

(e) Necht 7 € N ma v cyklickém zéapisu dvojcyklus. Diky (b), (¢) a (d)
muzeme predpokladat, Ze obsahuje pouze dvojcykly, a protoze jde o sudou
permutaci obsahuje jich sudy pocet. Jestlize 7 je tvaru (12)(34), pak

o= =(25)(34) € N a com=(152) € N,
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coz znamend, 7e N = A, podle (a). Jestlize m obsahuje alespon ¢tyfi dvoj-
cykly, tedy je tvaru (12)(34)(56)(78) ..., potom

o= a0 — (13)(25)(46)(78)...(...) EN a com = (154)(236) € N
a tudiz N = A, plyne z (d). O
2.5. Dokazte, ze je grupa A, pro vSechna n # 4 jednoducha.

Ztejmé Az je tadu 3, tedy jde o cyklickou jednoduchou grupu.

Je-lin > 5 a N je alespon dvouprvkova normalni podgrupa grupy A,,
potom N = A, podle 2.4, tedy jediné normalni podgrupy A, jsou {1} a A,.
Grupa A, je tudiz jednoducha. n

13.10.
Dalsi alohy:
1. Najdéte vsechny permutace o € Ag ((123)(45)(67))7 = (18)(237)(56).

2. Spotitejte velikost tiidy konjugace {((13)(467))? | o € S7}.

3 Normalni a charakteristické podgrupy

3.1. Necht A = (A,-,71,1) je grupa a necht N<JA a H < A. Dokaizte, Ze
HNNJ4H.

Vime, Ze prinik podgrup je opét podgrupa, tedy HNN < A. To znamena,
ze HN N je uzaviena na vsechny operace a je tedy podgrupou kazdé grupy,
v niz je obsazena, specialné H N N < A.

Zbyva ovérit uzavienost podgrupy H N N na vSechny konjugace prvky z
H. Zvolme libovolné h € H aa € HNN. Protoze h,a € H a H je podgrupa,
plati, ze

hah™" € H.

Protoze h € A a a € N<JA, plati, zZe
hah™ € N.

Tim jsme ovéfili, ze hah™ € HN N pro kazdé h € H aa € HN N, a proto
HNN<H. ]

3.2. Definujme podgrupu A = (J, 4, grupy S(N), kde A,, chapeme jako
podgrupy S(N). DokaZte, Ze je grupa A nekone¢nd jednoducha.
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Predpokladejme, 7e N # {1} je normélni podgrupa grupy A. Abychom
oveérili, ze je A jednoducha, staci dokazat, ze N = A.

Zvolme 0 € N \ {1}. Protoze Ay < Ay--- < A, <A, 1 <...aA=
U, An, existuje takové ng, Ze pro vSechna n > ng lezi o € A,, a proto A,, #
{1}. Vyuzijeme-li tvrzeni tlohy 3.1, pak dostavame , 7ze {1} # A, N N<A,,
a proto diky 2.5 A, NN = A,,. Tudiz A,, C N pro vSechna n > ng. ¢imz jsme
dokazali, ze

A= ] A, cNcCA4,

n>ng

tedy A = N. Nekonecnost plyne z pozorovan{ , Ze |A| > |A,| = % pro
vSechna n > 2. O

3.3. Necht G = (G,-,7' 1) je grupa a X C G mnoZina jejich generétori, t].
G = (X) Dokazte, 7e Z(G) ={g € G | gr = xg Vg € X }.

Ozna¢me H := {g € G | gr = zg Vg € X}. Snadno nahlédneme, Ze
Z(G) C H. Uvédomme si, ze H je podgrupa G: ziejmé 1 € H aje-lia,b € H,
pak

abr = axb = zab, za'=alara™ =a tzaa! = a ta.

Podobné i K := {g € G | gh = hg Yh € H} je podgrupa G. Navic X C K|,
a proto K = (G. To ovSem znamend, Ze v8echny prvky H komutuji se vSemi
prvky G, tudiz H C Z(QG). O

Pripomenme, ze Ds, je grupa vSech symetrii pravidelného n-tihleniku a
ze pro rotaci r u thel 27” a osovou symetrii o plati

Dy =(r,o00=(123...n—1n),2n)B3n—-1)...) <S,.

127r

3.4. Necht r je rotace u hel =& a o0 osovou symetrii . Ozna¢me H := (r) <

D,,. Dokazte, ze
(a [DQn' ]_2aHS]D2n7
(b) oho™! = oho = h™! pro kazdé h € H,

)

)
(c) jestlize K < H, pak K < D,
(d) spocitejte centrum grupy Ds, pro n > 3.
(

a) Ziejmé o® = id, proto o~! = 0. Predpokladejme, ze Dy, = (r,0) < S,,,
kder=(123 ...nn—1)ao=(2n)3n—1)..., pak oro™! =

=(..n—1n123...)=(...on=1)o(n)o(l)o(2) 0(3)...) =(...321nn—1...
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= r~L. Protoze je H := (r) cyklickd grupa, existuje pro kazdé h € H ¢islo
k € N, pro které h = r*, a proto

oho™ ' = or*o™t = (oro™F =rF = p71

Protoze ghg~! = h pro kazdé h € H je H normalni podgrupa Dy, a Dy, =
(o)H = HUoH # H, proto [Dy, : H] = 2.

(b) Je-li o libovolna rotace, potom o € oH = Dy, \ H, tedy existuje
g € H, pro néz o = og. Potom pro kazdé h € H

1

oho™! = ogh(og) ™' = oghg 'o™' = oho™ ' = h".

(c) Jestlize K < N, pak jist¢ hKh™' = K a podle predchozi tvahy i
ocKo™!' = K pro kazdé o € oH = Dy, \ H, tedy K < Ds,,.
(d) V&imneme si, ze pokud prvek h € H lezi v centru, plati diky (b), ze

h™' = oho™! = h,

tedy h? = id. To podminka je kromé identity splnéna pouze pro stiedovou
symetrii s, ktera lezi v h € H pravé tehdy, kdyZ je n sudé. Zadna osova
symetrie o € Ds, \ H nelezi v centru, protoze oro™' = r=1 # r opét diky
3.4(b). To znamend, 7e Z(Ds,) = (s) = {id, s} pokud je n sudé a Z(D,,) =
{id} pro n liché. O

20.10.

Dalsi alohy:

1. Popiste vSechny charakteristické a tplné charakteristické podgrupy grup Z
a Zy pron € N.

2. Spoéitejte pro grupu G = (G,-,~1, 1) fadu 121 centrum Z(Q).

4 Soudiny

4.1 Direktni souciny

4.1. Necht G; = (G;,-,7',1) je pro kazdé i € I grupab a oznatme G =
Hie[ Gi. Dokazte, Ze (a) Z(G) = Hie[ Z(Gi), (b) G' = Hz’el g

Diky Vété 4.4 z prednasky mizeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat,
ze G; 4G a plati, ze G;N({U;4; Gi) = {1} pro vSechna j € I a (U,; Gi) = G.
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(a) Uvédomime-li si, ze pro ¢ # j a g; € G;,9; € G; plati, Ze ¢,9; = 9,6,
vidime, ze [[,.; Z(G;) € Z(G).
Naopak, pro kazdy prvek g € Z(G) existuji rizné indexy ij,...,7; a

prvky ¢1 € Giy, ..., 9 € G, pronéz g = gy - - - - - gg. zvolime-li @ € G;,, pak
s vyuzitim ptvodniho pozorovani dostavame:

a.gl.92 ..... gk:ag:ga:glg2gk:glag2gk
Vykratime-li nyni krajni vyrazy zprava prvkem gs - --- - gi, dostavame, ze

ag; = gia pro vSechna a € G;,, coZ znamenad, 7e g1 € Z(G;,). Diky vzajemné
komutativité prvki gi,..., g, vidime, Ze g; €€ Z(G;;) pro vSechna j =
. k,aproto g € [[,.; Z(Gi).
(b) Obdobnou tvahou jako v (a) snadno nahlédneme, ze [],., G; € G'.
Naopak, vezmeme-li komutator [a, b] prvki a, b, pak opét jisté existuji rizné

indexy 41,...,%; a prvky a;,b; € G4y, ..., a5, b, € G;, pronéza=a;----- ajy

ab="b----- b.. Diky komutovani prvki z riznych podgrup G; dostavame:
[a,b] = [ag - - ap, by - be] = [a1,by] -+ - - [ay,, by] € HG

¢imz jsme ovérili inkluzi G’ C [, G;. O

4.2. Spocitejte centrum grupy Ay X Zo a dokazte, Ze centrum neni tplné
invariantni podgrupa.

Grupa A, obsahuje pravé t¥i normalni podgrupy: dvé trivialni {id}, A4
a Kleinovu K = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. Centrum je jist¢ normalni
podgrupa a protoze napiiklad (123) o (12)(34) # (12)(34) o (123) dostévame,
ze K # Z(Ay) # Ay. Tedy Z(Ay) = {id}, a proto

Z(Ay % Ty) = id x Zs = {(id, 0), (id, 1)}.

Uvézime-li endomorfismus € € End(A4xZs) dany vztahy e(A4x0) = {(id, 0) }

ae(Ay x 1) = {((12)(34),0)}, potom vidime, ze €((id, 1)) = ((12)(34),0) ¢
Z(Ay4 X Z3), tedy centrum neni aplné invariantni podgrupa. ]

4.2 Semidirektni souciny

4.3. Je-li ¢ : Zy — Aut(Z,) zobrazeni dané predpisem ¢i(a) = p(k)(a) =
(=1)*a, dokazte, Ze Da, = Z, X, Zs.

Vyuzijeme znaceni tlohy 3.4, tedy r je rotace u tihel %’r, 0 0sOvVa symetrie

a H = (r). Déle oznacme K = (o). Nejprve ukdZeme, ze Dy, = H x, K
pro homomorfismus 7 : K — Aut(H) dany predpisem 7,:(h) = (h)Y,
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tedy 7q = idg a 7,(h) = h™. V tloze 3.4 jsme dokazali, ze H < D,,,
HNK = {1} ae,=oho™t = h™!, proto 1,|g = 79. Podle véty z piednéasky
je Doy = H %, K.

Nyni sta¢i uvazit kanonické izomorfismy o : Z, — H dan o(i) = r* a
p:Z, — H dan p(i) = o', které indukuji izomorfismus Z,, X, Zy — H x, K
dany vztahem (i,5) — (o(i),p(j)) = (r,0’). Ziejmé se jednd o bijekci a

homomorfismus je to proto, Ze 7,;)(0(i)) = o(p;(i)) pro kazdé i € Z, a
J € Zy, tedy pro kazdou dvojici (i,7), (k,1) € Zn %y, Zy je (i,7) - (k1) =
(i + ¢;(k),j+1) a pro soucin obrazii téchto prvkt dostdvame, ze

(0(2),p(5)) - (o (k), p(1)) = (o (D)7o() (0 (K)), p(3)p(1)) =

= (0(i)a(p;(k)), p(j +1)) = (o(i + @;(k)), p(j +1))
Dokazali jsme, ze Do, = H X, K = Z,, X, Zs. O

4.4. Dokazte, ze S,, je pro kazdé n > 1 semidirektnim souc¢inem grupy Z, a
Ap

Staci si v8imnout, ze A, < S,, ((12)) = Zy a ((12)) N A, = {id}.
Definujeme-li homomorfismy

Loy — Aut(A,), 7:((12)) — Aut(A4,),

pile) = (12)'a(12)™, Ta)(a) = @i(a),
pak je podle tvrzeni z pfednasky A, x, ((12)) = A,((12)) = S, a protoze

A, %7 ((12)) =2 A, Xy, Zy,
dostdvame, ze A, X, Zy = S,,. O
27.10.
Dalsi alohy:
1. Spocitejte vSechny semidirektni souciny Zo X Zs.

2. Spocitejte v8echny semidirektni souciny Zs X Zs.
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5 Semidirektni souciny a resSitelnost

5.1 Grupy Fadu 2p a p?
5.1. Popiste jak vypadaji az na izomorfismus vSechny grupy fadu 6.

Necht G je grupa tadu 6. Potom podle Cauchyovy véty obsahuje pod-
grupu K (prvociselného) ¥addu 2 a podgrupu H fadu 3, jejichz prinik je
podle Lagrangeovy véty jednoprvkovy, tedy H N K = {1}. Rovnéz Lagran-
geovy véty plyne, ze [G : H| = ||—IC{*V|| =2, a proto HJG a HK = G. To podle
Véty 4.7 z prednasky znamend, ze G = H x K = 73 X Zy a staci tak jen
prozkoumat v8echny homomorfismy Zs — Aut(Z3). V tloze 1.3(b) jsme zjis-
tili, ze Aut(Zs) = Z% = Z, coz znamend, ze existuji jen 2 homomorfismy
Zs — Aut(Zs). Pro trividlni homomorfismus « : Zs — Aut(Z3) spliujici
a(Zy) = {id} dostavame

G =273 Xy lg 273 X Ty = Zg
Pro trividlni izomorfismus 3 : Zs — Aut(Z3) dostavame
G = Zgxz = S3 = D,
nebot zndme S3 = Dg je (jedind) Sestiprvkova nekomutativni grupa. O

5.2. Necht H a K jsou grupy a ¢ : K — Aut(H) homomorfismus. Dokazte,
ze Hx, K = H x K, pravé kdyZ ¢, = idg pro vSechna k € K.

Piedpokladejme, ze H x, K = H x K. Potom pro kazdé hi,hy, € H a
ki, ko € K plati, Ze (hihg, kiks) = (hior, (ha), kik2), a proto oy, (ha) = ho
pro vSechna he € H a k; € K. Tudiz ¢, = idy pro vSechna k; € K.

Obracena implikace je trivialni. ]

5.3. Popiste pro prvocislo p az na izomorfismus vSechny grupy fadu (a) 2p
(b) p*.

(a) Necht p > 2. Pouzijeme stejnou tivahu jako v tloze 5.1.

Podle Cauchyovy a Lagrangeovy véty véty obsahuje grupa G tadu 2p
podgrupy K a H spliwgjici |[H| = p, |K| =2, HNK = {1}, [G : H] = {f} =2,
H<G a HK = (G, a proto

G HxK~Z,xZs.
I tentokrat mame jen dva homomorfismy

Lo — Aut(Z,) 2 ZE 2 7, 4,
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protoze je p liché. Jim odpovida abelovska grupa Zs, a nekomutativni grupa
Dy, coZ jsou az na izomorfismus jediné dvé grupy radu 2p.

Jestlize p = 2, pak tlohu ¥esi bod (b).

(b) Z prednasky vime, Ze je grupa fddu p* nutné komutativni, tedy je
bud izomorfni cyklické grupé Z,. nebo cyklicka neni, a pak je takova grupa
vektorovym prostorem nad télesem Z,. V druhém piipadé z linearni algebry
vime, Ze je grupa izomorfni grupé Z2. O

5.2 Resitelnost a nilpotence grupy Ds,

5.4. Ovéite, ze je grupa D,, pro n > 3 feSitelnd grupa a urcete stupen jeji
feSitelnosti.

Pouzijeme znaceni tlohy 3.4.

Protoze Ds,/H = Z, je komutativni grupa, mame podle tvrzeni z pred-
nasky D;, < H. To znamend, 7ze D) je komutativni, tedy podle tvrzeni
predchozi tlohy Dgi) = (D),) = {1}. Grupa Ds, je tedy Tesitelnd stupné
nejvyse 2. Protoze je Dy, nekomutativni, je stupné vétsiho nez 1, tudiz pravé
stupné 2. O

3.11.

Dalsi dlohy:

1. Popiste jak vypadaji az na izomorfismus vSechny grupy radu 34. Které z
nich jsou resitelné?

2. Ovéite, zZe je grupa Ay Fesitelnd a urcete stupen jeji feSitelnosti.

6 Malé konec¢né grupy

6.1 Klasifikace

6.1. Klasifikujte (tj. najdéte vSechny az na izomorfismus) vSechny grupy
radu:
2,3,4,5,6,7,9,10,11,13, 14.
V klasifikaci vyuzijeme toho, Ze vime, Ze grupa prvociselného radu p je
cyklickd, tedy izomorfni Z, a Ze jsme pro p > 2 v 5.3 dokéazali, Ze Zy, a Do,

jsou az na izomorfismus jediné dvé grupy fadu 2p a Z,> nebo cyklickd nent,
v 2 . v . s 1z v vz 2.
a ze Ly a Z, jsou az na izomorfismus jediné dvé grupy fadu p=:
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- pro |G| = 2: G = Zs,

- pro |G| =3: G = Zs,

- pro |G| =4: G = Zs nebo G = Zy X Zs,
- pro |G| =5: G = Zs,

- pro |G| = 6: G = Zg, nebo G = S5 = D,
- pro |G| =T G = Zy,

- pro |G| = 9: G = Zy, nebo G = Zs X Zs
- pro |G| = 10: G = Zy, nebo G = Dy

- pro |G| = 11: G = Zy;,

- pro |G| = 13: G = Zys,

- pro |G| = 14: G = Zy,.

6.2. Uvedte vzdy aspon ¢tyri neizomorfni prikladt grup radu: 8,12
Osmiprvkové vzajemné neizomorfni grupy jsou napiiklad nasledujici grupy
Lig, Loy X Ly, lhg X Lig X Lio, Dsg.
Dvanéctiprvkové vzajemné neizomorfni grupy jsou napiiklad néasledujici

L, Lg X Ly, S5 X Lo, Ay.

6.2 Sylowovy podgrupy
6.3. Najdéte vSechny Sylowovy podgrupy grupy (a) Zig (b) Ss.

(a) |Z190| = 120 = 23 - 3 - 5. Protoze je Zi komutativni jsou vsechny jeji
podgrupy normdlni a tiidy Sylowovych podgrup jsou jednoprvkové :

Syla(Zazo) = {(15)}, Syl3(Zi2o) = {(40)}, Syls(Zi20) = {(24)}

a Syl,(Zy20) = {{0}} pro ostani prvocisla p.
(b) |S3| =2 - 3, tedy snadno nahlédneme , Ze

Syla(53) = {((12)), ((23)), ((13)) }, Syls(5s) = {As} = {((123))}
a Syl,(Ss) = {{id}} pro ostani prvocisla p O
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10.11.
Dalsi alohy:
1. Najdéte vsechny Sylowovy podgrupy grupy (a) Sy (b) Dip.

7 Nilpotence a p-podgrupy

7.1 Sylowovy podgrupy

7.1. Najdéte vSechny Sylowovy podgrupy grupy
(a) S6, (b) Zago X Zsno, (c) As, (d) As.

(a) |Sg| = 21 - 32 - 5. ProtoZe grupa

Dy x Zz = Dy{(56)) = ((1234), (13), (56)) < S5

je fadu 2%, dostavame
Syla(Ss) = {{(c(1)a(2)0(3)0(4)), (¢(1)a(3)), (0(5)a(6))) | o € Se}.

Déle

Zs x Zs = ((123))((456)) = ((123), (456)) < Sp
je grupa fadu 32, tudiz je

Syls(Ss) = {((c(1)a(2)a(3)), (0(4)o(5)a(6))) | o € S}

Koneéné Syls(Ss) = {((c(1)o(2)0(3)o(4)a(5))) | o € Sg}, protoze pétickly
generuji pravé grupy rfadu 5 a Syl,(Ss) = {{id}} pro v8echna ostani prvocisla
p.

(b) Protoze je grupa Zsg X Zsoo komutativni jsou stejné jako v (c) vSechny
jeji tiidy Sylowovych podgrup jednoprvkové. Grupa Zogg X Zso je fadu 120 =
25 . 3. 5%, tedy netrivialni jsou pouze Sylowovy 2-podgrupy, 3-podgrupy a 5-
podgrupy:

Syl2<ZQOO X Z300) = {(25> X <75>} = Zlﬁ X ZIG7
Syl;g(ZQQO X Zgoo) = {{0} X <100>} = Zg,
Syl5(Z200 X Zgoo) = {<8> X <12>} = Z25 X Z25.

(c) |A4] = 12 = 22 . 3. Protoze K; = {((12)(34),(13)(24))} = Z2 je
podgrupa tadu 4 a podgrupa tadu 3 je cyklickd, tedy izomorfni Z3 dostavame,
7e

Syla(Ar) = {K1} = {((12)(34), (13)24))}, Syls(Aq) = {((123)), (124)), {(134)), {(234))}
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a Syl,(As4) = {{id}} pro ostani prvocisla p.

(d) |Ag| = 2% - 32 - 5. Nejprve si viimnéme, ze ((1234)(56), (13)(56)) je
podgrupa Sylowovy 2-podgrupy grupy Sg, je to tudiz 2-grupa radu alespon
8. Navic

Dg = ((1234)(56), (13)(56)) < Ag,

tedy jde o grupu pravé fadu 23, tedy Sylowovu 2-podgrupu grupy Ag. Proto

Syla(As) = {{(0(1)a(2)a(3)a(4))(a(5)a(6)), (a(1)a(3))(e(5)(6))) | o € Ag}-

Snadno z (c¢) dostavame, 7Ze
Syls(As) = {{(0(1)a(2)a(3)), (0(4)a(5)a(6))) | o € As},

Syls(Ae) = {{(a(1)a(2)a(3)a(4)0(5))) | o € As}-

7.2 Nilpotentni grupy

7.2. Rozhodnéte, zda existuje kone¢nd nilpotentni grupa G, pro kterou |Syl5(G)| >
1.

Sylowovy véty tikaji, ze konecna nilpotentni grupa ma vsechny Sylowovy
podgrupy normalni, tedy |Syl,(G)| = 1 pro kazdé prvocislo p. Proto kone¢na
nilpotentni grupa G, pro kterou |Syls(G)| > 1, neexistuje ]

7.3. Popiste (az na izomorfismus) vSechny Sylowovy podgrupy nilpotentni
grupy G jestlize (a) je fadu 105, (b) neni cyklicka a je fadu 99. Jaky je stupen
nilpotence téchto grup? |Syl;(G)| > 1.

(a) Protoze 105 = 3 -5 -7 jsou vSechny Sylovovy podgrupy G cyklické,
tedy komutativni. Grupa je navic nilpotentni, tedy jsou mame pro kazdé pro
prvocisla p = 3,5, 7 pravé jednu (normalni) Sylowovu p-grupu izomorfni Z,.
Ostatni Sylowovy podgrupy jsou trividlni.

(b) Protoze 99 = 3% - 11 a grupa G je nilpotentni, obsahuje pravé jednu
pravé jednu (normélni) Sylowovu 3-grupu fadu 9 a pravé jednu (normaélni)
Sylowovu 11-grupu fddu 11. Obé tyto podrupy jsou nutné komutativni a
grupa G je izomorfni souc¢inu téchto dvou podgrup, proto je G nutné komu-
tativni. Kdyby byla podgrupa fadu 9 cyklickd, byla by podle Cinské véty
o zbytcich cyklickd i grupa G, proto je Sylowovu 3-grupu izomorfni grupé
Zs x Z3 a Sylowovu 11-grupu izomorfni grupé Z;. O
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7.4. Necht n = 2m > 4. Na mnoziné {1, ...,n} zavedeme ekvivalenci ~ pra-
vidlem a ~ b, pravé kdyz a = b (mod m), a definujme bijekcib: {1,...,m} —
{1,...,n}/ ~ predpisem b(a) = {a,a + m}. Dokazte, Ze je zobrazeni ¥ :
Dy, — Sy, zavedené vztahem (o) = b~ lob izomorfismus grup Do, /Z(Da,)
a Do,,.

Nejprve je tfeba ovérit, ze jde o korektni definici. Musime pro kazdé o €
D, dokazat, ze ob(i) € {1,...,n}/ ~, tedy Ze existuje j, pro které o{i,i +
m} = {j,j+m}. Snadno nahlédneme, Ze to plati jak pro rotace, tak pro osové
symetrie, tedy 7e rotace i osova symetrie zobrazi par stiedové symetrickych
bodi opét na par stredové symetrickych bodi. Déle primocaie nahlédneme,
ze je ¥ homomorfismus:

U(oop)=bltopb="b"tobb ' pb= W(s)oW(p).

Protoze U(r)=(12...m—1m)aV(o)=2m)(2m—1)... je U(Dy,) =
Dy, a KerU = {id, s}, plati diky Prvni vété o izomorfismu a predchozi dloze,
7e
ng = Dgn/Ker\If = Dgn/<8> = Dgn/Z(DQn)
O

2/.11.

7.5. Spocitejte iterovana centra grupy Ds, pro n > 3, rozhodnéte, pro ktera
n je grupa Ds, nilpotentni, a pfipadné urcete stupen nilpotence.

Staci ndm vyuzit vysledki piedchozich uloh. Necht n = 2% pro b liché.
Uk4Zeme indukei, Ze 0;(Dy,) = (r* %) je podgrupa fadu 2¢ cyklické grupy
(ry a D, /0;(Dap) = Dgita—iy pro i = 0,...,a a déle, ze 0;(Da,) = (r’) pro
vSechna ¢ > a.

Z¥ejmé 0y(Ds,) = {id} = (r*"®) a Dy, /0y(Ds,) = Dy, = Dsar1,. Necht
tvrzeni plati pro i < a. Pak

0:+1(Don) /0;(Day) = Z(Dan/ (r* %)) 2 Z(Dorsa-ip) = (s4),

kde s; je stfedova symetrie grupy Dga-i+1;,. Z konstrukce izomorfismu nyni
snadno spocitame, ze 0;,1(D2,) je podgrupa cyklické grupy (r) generovana
prvkem fadu 27+ tedy 6;4q(Dayn) = (27, Konecns s vyuzitim Druhé
véty o izomorfismu a predchozich tivah spocteme

DZn/ez(D2n> D21+“*ib

g gDa—i
0i+1(D2p)/0;(Day) — Z(Darva—iy) 207

2

D2n/9i+1(D2n)
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Protoze je podle 7.4 centrum grupy Da,/0,(D2y) = Doy trividlni, jsou uz i-ta
iterovand centra pro vSechna i > a stejna jako 6,(Ds,) = (r?).

Z uvedeného popisu iterovanych center okamzité plyne, ze Ds, je nilpo-
tentni, pravé kdyz je n tvaru n = 2% a protoze je Dg/Z(Dg) ¢tytfprvkova
komutativni grupa, je stupen nilpotence grupy Dsi+a roven a. O

7.6. Spocitejte velikosti iterovanych center grup (a) Dss a (b) Dsg.

S vyuzitim predchozi ulohy zjistime, ze |¥1(Ds2)| = |Z(Ds2)| = 2,
V2(Ds2)| = |Z(D1s)| - [91(Ds2)| = 4,

V3(D32)| = [Z(Ds)] - |92(Ds2)| = 8,

04(Da2)| = |Z(D2)| - [04(Ds)] = 32

Proto |¢;(Dsz)| = 32 pro vSechna i > 4.

Podobné

Dy
Dy

[01(Ds6)| = |Z(D36)| = 2, |U2(D36)| = |Z(D1s)] - [01(Ds2)| = 2,
proto |¢;(Dsz)| = 2 pro v8echna i > 2. O

Dalsi dlohy:

1. Popiste (aZ na izomorfismus) v8echny Sylowovy podgrupy nilpotentni grupy
G, jestlize je fadu 77.

8 Grupy radu pg

8.1. Popiste (az na izomorfismus) vSechny grupy fadu
(a) 33, (b) 35, (c) 21, (d) 55.

Vsechny uvedené rady jsou souciny dvou riiznych prvocisel, coz nam
umoznuje yyuzit Poznamku 8.2 z prednasky.

(a) Protoze 33 = 311 a 3 nedéli 10 = 11 — 1, existuje pouze cyklicka
grupa fadu 33.

(b) Podobné pro 35 = 5-7, plati, ze 5 nedéli 6 = 7— 1, tudiz opét existuje
pouze cyklickd grupa radu 35.

(c) Tentokrat 21 = 3 -7 a 3 déli 6 = 7 — 1, proto vedle (komuttaivni)
cyklické grupy Zs; umime zkonstruovat az na izomorfismus jedinou nekomu-
tativni grupy faddu 21 jako semidirektni soucin Z; x4 Zs pro prosty homo-
morfismus ¢ : Zs — Aut(Z;) dany vztahem k — ¢y (s) = 2Fs. Vyuzili jsme
pii tom korespondence

Aut(Zr) =75 = Zg
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a kli¢ové bylo najit prvek fadu v 3 v grupé Z* (méli jsme na vybér pravé 2
prvky: 2 a 5).

(d) Opét vidime, ze 5 déli 10 = 11 — 1 21 = 3 - 7 a tudiz obdobnym
postupem jako v (¢) najdeme az na izomorfismus jediné dvé grupy fadu 55:

Lss, Ly ) L

pro prosty homomorfismus ¢ : Zs — Aut(Z;) dany vztahem k — ¢x(s) =
3s, kde 3 € Z, je prvek fadu 5. O

8.2. Jak vypadaji Sylowovy podgrupy grup z predchozi tlohy? Které z nich
jsou TeSitelné a které nilpotentni?

Protoze jsou vSechny uvedené grupy semidirektni souciny jednd se fesi-
telné grupy. Pro cyklické grupy snadno urcime jediné Sylpowovy p-grupy:

Syl3(Zsz) = {(11) }, Syl (Z33) = {(3)},
Syls(Zss) = {(7)}, Sylz(Z3s) = {(5)},
Syls(Zar) = {(7)}, Sylz(Za) = {(3)},

Syls(Zss) = {(11) }, Syli1(Zss) = {(5)},

V8echny cyklické grupy jsou samoziejmé nilpotentni.
Kone¢né nekomutativni grupy Z; xZs a Z11 X Zs nemohou byt nilpotentni,
protoze obsahuji Sylowovy podgrupy, které nejsou normélni a mame:

Syl7(Z7>QZ;g) = {Z7X{0}}, Sylg(Z'yNZ?,) = {@D(LQ)({O}XZ?,) | 1€ Z7}, |Syl3(Z7>QZ3)| = 7,

Sylll(Zn NZ5) = {ZHX{O}}, Syl5(Z11 ><]Z5) = {¢(170)({0}XZ5) | 1€ Zn}, |Syl5(Z11 NZ5)| =11.
L]

1.12.
Dalsi alohy:

1. Popiste az na izomorfismus vSechny grupy fadu (a) 51, (b) 39.

2. Kolik existuje homomorfismti nekomutativni grupy radu 21 do D147
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9 Grupy radu 8 a 12

9.1 Komutativni grupy

9.1. Popiste (az na izomorfismus) vSechny abelovské grupy fadu (a) 8, (b)
12, (c) 96.

(a) S vyuzitim charakteriza¢ni véty popisujeme vSechny mozné direktni
soudiny cyklickych grupa ¥ddu 8. Protoze 8 = 23, jde nam o viechny mozné
rozklady exponentu 3 na soucet kladnych ¢isel, pro rozklady 3 =3 =142 =
1+ 14 1 dostavame 3 neizomorfni abelovské grupy fadu 8:

ZS) ZQ XZ4, ZQ XZQ XZQZZg.

(b) Nyni vime, Ze je dvanactiprvkova grupa soucinem (Sylowovy) 2-grupy
a 3-grupy grupy, proto mame pravé dvé moznosti

Z4XZ32212, ZQXZQXZ3gZQXZ6.

(c) Protoze 96 = 2° - 3, potfebujeme uvazit vsechny mozné rozklady ex-
ponentu dvojky 5 na soucet kladnych ¢isel:

5=5=4+4+1=34+2=3+1+1=2424+1=24+1+14+1=14+1+1+1+1.
Dostavame celkem 7 neizomorfnich abelovskych grup radu 96:
ZggXZg = Zgﬁ, ZlGXZQ><Zg = Zl(;XZG, ZgXZ4XZg = ZgXZlg, Z@XZ%XZ?, = Z%XZQ4,

T2 X Ty X Uy 273 X L, Tog X T X Ty 273 X Lo, Ly X Ly = 7y X Lg
O

9.2. Popiste (az na izomorfismus) vSechny abelovské grupy G fadu 32, pro
néz (a) 01(G) = Zy (b) (b) 01(G) = Z3, (¢) 01(G) = Z3.

Viimnéme si, Ze oy([[; H;) = Zy = [];01(H;) faktu, Zze pravé cyklicka
2-grupa ma spodni vrstvu izomorfni grupé Zs,.

(a) Existuje jedinad grupa fadu G fadu 32, kterd je direktnim souc¢inem
jediné cyklické grupy: Zso

(b) Tentokrat hledame direktni souc¢in dvou cyklickych grup, ktery je fadu
32. Podminku spliuji grupy Zig X Zso a Zg X Zy.

(c) Analogicky najdeme direktni souciny ti{ cyklickych grup, ktery je fadu
32: Zg X Z% a Zi X L.

]
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9.2 Neabelovské grupy radu 8

Pfipomenime, Ze definujme-li na mnoziné Q) = {+£1, 4+, -5, £k} operaci né-
sobeni vztahy

= =kr=—1ij=k,jk=1iki=]

a dale pravidly (=1)z = z(-1) = —z, 2y = —(yx), (—2)y = z(—y) =
—(yz) pro vSechna z,y € {+i,+j, £k}, kde — méni znaménko, tvoii Q =
(Q,-,7', 1) grupu kvaternion.

9.3. Necht G je neabelovskd grupa fadu 8. Dokazte, ze
(a) obsahuje prvek radu 4,

(b) jestlize g € G fadu 4 a h € G\ (h) je fadu 2, pak je G izomorfni grupé
DS;

(c) jestlize g € G Tadu 4 a vSechny prvky h € G\ (g) jsou fadu 4, pak
hgh™ = ¢®, h* = ¢*, G = (g, h) a G je izomorfni grupé Q,
(d) G je izomorfni bud grupé Dg nebo grupé Q.

(a) V8echny prvky G jsou fadu 1, 2 ¢i 4, grupa obsahujici prvek fadu 8 uz
je nutné cyklicka, tedy komutativni. Pokud by byly v8echny prvky G radu 1
nebo 2, tedy exponentu 2, pak by pro kazdou dvojici prvki a,b € G platilo

[a,b] = aba b = abab = (ab) = 1,

a=a"tab=>b""t. Tedy takova grupa by byla abelovska.
(b) Staci uvazit, ze (g) N (h) = {1}, (g)(h) = G a (g)<G, proto je podle
4.3 a Véty 4.7 z prednasky

G = (g)(h) = (g) % (h) = Zy X Ly = Ds.

je prvek fadu 3, dostadvame, 7e hgh™! = ¢3 = g~!, proto hg = g~ 'h
hg' = g~'h. Déle h* € (g) je prvek fddu 2, proto h?* = ¢?. Kone¢né G
(9) U (g)h = (g, h) a pro soudin plati

(c) ProtoZe je (g) normalni podgrupa nekomutativni grupy a hgh™' € (g)
a

g9 =97 g-gdh=9g"h gh-g =g7h gh gh=g"n=g""

pro kazdé i, 5 € Z, z ¢ehoz plyne, 7e dvé grupy s prvkem g; € G; fadu 4, pro
které jsou vSechny prvky h; € G\ (g) fadu 4 pro i = 1,2 jsou izomorfni, kde
je izomorfismus uréen zobrazenim ¢g; — g9, hy — ho. Tedy zobrazeni g — 1,
h — j urcuje izomorfismus G — Q).

(d) Nekomutativni grupa Fadu 8 je popsdna bud v bodu (b) nebo (c).
Prvni z nich je izomorfni Dg a druhd Q ]
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8.12.
Dalsi alohy:
1. Popiste az na izomorfismus vSechny abelovské grupy fadu (a) 81, (b) 200.

2. Pro¢ je kazda grupa tadu 8 izomorfni pravé jedné z grup Zs, Zo X Zy, 73,
Dg nebo 97

3. Které z vyse uvedenych grup je izomorfni grupa hornich trojihelnikovych
matic 3 X 3 nad télesem Fy?

10 Malé grupy

10.1 Grupy radu 12

10.1. Dokazte pomoci Sylowovych vét, ze pro grupu G fadu 12 lezi v Syly U
Syls lezi aspon jedna normélni podgrupa G.

Oznacme P, € Syly a Py € Sylz. Ze Sylowovych vét plyne, ze
|G : No(P2)] = |Syls] =1 mod 2 a|G: Ng(Ps)] =|Syls) =1 mod 3

Protoze P,<N¢(F,), dostavame [G : Ng(P,)|/|G : P, pro p = 2,3, a proto
|Syls| € {1,3} a|Syls| € {1,2,4}. Protoze [G : Ng(Ps)] = |Syl3| =1 mod 3,
vidime, zZe |Syls| € {1,4}. Pokud |Syls| = 1, pak je P3 normélni podgrupa G
a jsme hotovi.

Nyni predpoklddejme, 7e P neni normélni, tedy |Syly| = 4, coz znamena,
ze mame 4 riizné podgrupy prvociselného raddu 3. Podle Lagrangeovy véty
jsou jejich priniky trividlni a v kazdé mame dva prvky radu 3. Proto grupa
G obsahuje aspon 8 = 4 - 2 prvki faddu 3 a jeden prvek tadu 1. Zbyvajici 3
prvky, potom musi vSechny lezet spolu s jednotkou ve ¢tyrprvkové grupé Ps,
tudiz jde o jedinou podgrupu f¥adu 4 v G. Proto |Syls| = 1 a P; je normalni
podgrupa G. n

10.2. Dokazte, ze je kazda neabelovska grupa fadu 12 izomorfni nékterému
ze semidirektnich soucint

Zg X Zg,Zg X Z%,Zg X Z4.

Staci vyuzit Véty 4.7 z prednasky. Z piedchozi ulohy vime, Ze ze Sylowo-
vych podgrup P, € Syls a P3 € Syl je aspon jedna normalni a Lagrangeova
véta nam tika, ze P, N Py = {1}. Tedy

|PyPs| = |Ps| - |P3| =4-3 =12,
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tedy P, P; = (G. Predpoklady Véty 4.7 jsou splnény, proto
bud G= P, x P;, nebo GZX= P;x P,.
ProtoZe P je izomorfni Z, nebo Z32 a Ps je izomorfni Z3 mame 4 moznosti
Ty X Ty, 73 XT3, T3xLy ZsxZs
Kone¢né si uvédomme, zZe neexistuje zadny netrivialni homomorfismus
Ly — Aut(Zy) = 7 = Zs,

dostavame, ze Zy X Zg = 7y X Lz = 712, a proto se jednd o abelovskou grupu.
O

10.3. Dokazte, ze
(a) existuji pravé 3 neizomorfni neabelovské grupy fadu 12,
(b) zadné dvojice grup Ay, Dis a Zs X Z4 neni izomorfni,

(c) grupa Fadu 12 je izomorfni pravé jedné z grup Zis, Zo X Zg, A4, D1
nebo nekomutativni grupé Zs x Zy.

(a) V 1loze 10.2 jsme ukézali, Ze neabelovska grupa fadu 12 je izomorfni
jedné z grup z mnoziny M = {Z3 X, Zs3, L3 X 4, 73, L3 X 3, L4 } pro netrividlni
homomorfismy ¢;, ¢ = 1,2, 3. Protoze pro kazdé i = 1,2, 3 existuje netrivi-
alni homomorfismus, jsou jim odpovidajici semidirektni souciny neizomorfni,
nebot kazda z podgrup obsahuje jedinou normdlni Sylowovu podgrupu (Sy-
lowovy podgrupy pro druhé prvocislo nejsou normélni, tedy jich je vice),
kterd je v prvnim piipadé izomorfni grupé Zs, v druhém piipadé izomorfni
grupé Z32 a v poslednim p¥ipadé je izomorfni grupé Z,.

Zbyva nahlédnout, ze grupy az na izomorfismus nezavisi na volbé netri-
vidlniho homomorfismu ¢;. K tomu vyuzijeme pozorovani z predndsky po
Poznédmce 8.1. K tomu sta¢i ukézat, ze pro vSechny dvojice netrividlnich
homomorfismi

O1, 01 Ly — Aub(Z3) 2 Sy, ¢, @2 1 L5 — Aut(Zs) = Lo, @3, 3 1 Ly — Aut(Zs) = Zo,

existuji automorfismy oy € Aut(Zs), 02 € Aut(Z3), os € Aut(Zy), pro néz
qbio-z' = ¢i7 1= 17 27 3. o

V prvnim pripadé vidime, Ze ¢1, ¢1 jsou prosté a tiiprvkovy obraz jejich
tiiprvkova obraz je jednoznaéné uréen, proto bud ¢; = ¢; nebo ¢ = ¢1(2-—).

V druhém piipadé jsou oba homorfismy ¢o, ¢ na celé Aut(Zs) = Z, a
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linedrné-algebraickou tivahou najdeme linearn{ bijekci oy € Aut(Z2), pro niz
209 = ¢y. Konetné v poslednim p¥ipadé si staéi viimnout, Ze existuje pouze
jediny netrivialni homomorfismus ¢

(b) O A4 vime, Ze obsahuje Ctyfprvkovou normélni podgrupu, coz o
D15 neplati (naptiklad proto, ze obsahuje tiiprvkovou norméalni podgrupu
a kdyby obé Sylowovy podgrupy byly normélni, pak by se jednalo o abelov-
skou grupu), tedy Ay % Diz. Grupa Zs x Z, jisté obsahuje prvek radu 4,
coz neplati ani o Ay ani o Dio, tudiz Ay 2 Zs x Zy ¥ D1o. Na zavér po-
znamenejme, ze Ay = 72 x Zs a Dg = 7 X 73 = Zg X Zy, kde uvazujeme
nekomutativni semidirektni souciny.

(¢) Tvrzeni uz je pfimym dusledkem predchozich Gvah a tlohy 13.6. [

10.2 Kompozi¢ni rady

10.4. Uréete n&jakou kompozi¢ni fadu grupy (a) Zsg, (b) Zas (¢) Z2. Kolik
kompozic¢ni fad téchto grup existuje?

(a) Vime, ze pro kazdy délitel k ¢isla 30 je (32) jedin8 podgrupa fadu k a
pokud A < B < Zs, pak z Lagrangeovy véty plyne, ze |B/A| = [B : A] = %.
Jednotlivé faktory jsou cyklické grupy prvociselného fadu 2, 3 nebo 5, nebot
30 = 2-3-5. Odtud plyne, ze kompozi¢ni fadu tvori napriklad rfada podgrup

{0} < (15) < (5) < Zsy.

Protoze jsme prvociselné velikosti faktortt mohli libovolné permutovat exis-
tuje pravé 3! = 6 riznych kompozi¢ni fad grupy Zsg.

(b) Protoze 25 = 5%, stejnou tivahou jako v piedchozi tiloze zjistime, Ze
je kompozic¢ni fada grupy Zss jedina:

{0} < (5) < Zys.

Protoze ((a,0))/{(0,0)}) = Z3/{(a,b)) = (5)/{0} = Zns/(5) = Zs, jsou
kompozi¢ni fady grup Zos a Z2 izomorfni.

(c) ProtoZe netrividlni (normaln{) podgrupy grupy Z2 jsou pravé piimky
vektorového prostoru nad télesem Fs jsou viechny kompozi¢ni fady Z2 tvaru

{(0,0)} 2 ((a,b)) D Z,

kde (a,b) € Z2\ {(0,0)}. Abychom zjistili poet kompozi¢ni fad, staéi urdit
v o . % 2 . . s x 5%2—1
pocet riznych primek F3, kterych je pravé 2= = 6. O]

10.5. Spocitejte vSechny kompozi¢ni rady symetrickych grup 5, pro vSechna
n > 5.
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Protoze S, /A, = Za a A, je jedina netrividlni normalni podgrupu grupy
Sy, kterd je navic jednoduchd, predstavuje jedinou kompoziéni radu grupy
S, pro n > 5 posloupnost {{id}, 4,,S,}. ]

15.12.
Dalsi dlohy:
1. Které ze zndmych grup je izomorfni grupa Zs x S37
2. Spocitejte vSechny kompozi¢éni fady grupy a) Zis, b) Dg

3. Je-li {H,;}"_, kompozi¢ni fada p-grupy fadu p¥, éemu se rovnd n a jak vy-
padaji faktory H;y1/H;.

11 Prezentace grup

Necht G = (G,-,71,1) je grupa, F(X) = (F(X),-,71,1) je voln& grupa s volnou
bazi X, 7 : F(X) — G homomorfismus na celé G a R C F(X). Rekneme, Ze
(X, R, ) je prezentace grupy G, jestlize ker 7 je nejmensi normélni podgrupa grupy
F(X) obsahujici mnozinu R.

Mnozina R se nazyva mnozinou relaci prezentace a jeji prvky se casto také
zapisuji ve tvaru u = v nebo u-v~' =1 pokud v -v~! € R.

11.1. Dokaite pro prezentaci (X, R, w) grupy G = (G,-,', 1) a prvky u,v € F(X),
7e u-v 1 € kerm, pravé kdyz v=! - u € ker 7w, pravé kdyz 7(u) = 7(v).

=7(u-v~!) =1, coz
-u € ker 7 se nahlédne

Stadi uvazit, ze u - v=! € ker 7, pravé kdyz w(u) - w(v) !
nastava pravé tehdy, kdyz 7(u) = 7(v). Ekvivalence pro v—?

symetricky. O
11.2. Najdéte takovy homomorfismus 7, aby ({x}, {z?°}, 7) byla prezentace grupy
Zog.

Okamzité vidime, ze ([z]?°) < F(z) = ([z]) & Z, nebot volnd grupa s jednim
generatorem je cyklicka. Protoze m([x ]k) = (k)mod 20 urcuje homomorismus na
grupu Zso s jadrem rovnym ([z]?°), je 7 hledanym homomorfismem. O

11.3. Najdéte néjakou prezentaci grupy Z>.

Pro volnou grupu F({z,y}) existuje (jednozna¢éné uréeny) homomorfismus 7 :
F({x,y}) — Z? splayjici 7(x) = (1,0) a w(y) = (0,1). Protoze ((1,0),(0,1)) =
72, jedna o homomorfismus na celé Z2. Oznaéme N nejmensi normalni podgrupu
obsahujici [z,y] = xyz~'y~!. UkdZem, ze hledanou prezentaci je napiiklad trojice

(F({z,y}), [z, 4], 7).
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Nejprve si véimnéme, 7e N C kermw, protoze w[x,y] = [7(x),7(y)] € Z? a
72 je abelovské grupa. Podle Véty o homomorfismu existuje homomorfismus 7 :
F({z,y})/N — Z2, ktery je na Z? a plati 7#(xN) = (1,0) a 7(yN) = (0, 1). Navic
7 je izomorfismus, pravé kdyz ker m = N. UkadZeme proto, Ze 7 je izomorfismus.

Poznamenejme, ze je grupa F'({z,y})/N = (zN,yN) komutativni, protoze

zyz 'y~ € N, tedy tNyN = yNzN.

Protoze je Z? voln4 abelovské grupa, existuje homomorfismus ¢ : Z? — F({z,y})/N
spliwujici ¥((1,0)) = 2N a ¢((0,1)) = xN. To znamena, ze

Yi(xN) =xN,y7(yN) =yN a 7 (1,0) = (1,0),7(0,1) = (0,1).

Zjistili jsme, ze se obé slozené zobrazeni 17 i 71 shoduji na generatorech s iden-
tickym zobrazenim, proto uz se jedna o identity. Tim jsme ovérili, Ze je 7 izo-
morfismus, proto ker 7 = N a dostavame tak prezentaci (F'({z,y}), [z, y], 7) grupy
72

Na z&vér poznamenejme, %e bychom mohli dokizat, ze N = F({z,y}) a zZe
homomorfismus 7 lze explicitné popsat vztahem

m([ul) = (le(u) = lp=1 (), Iy (u) = Ly-1 (w),

kde l; (I;-1, Iy, l,-1) znaci pocet vyskyt symbolu x (x7 % y, y~1) ve slové u (x
chapeme pro i > 0 jako vyskyt i kopii symbolu z, obdobné pro z~ %, y, y~1). [

{

i

22.12.
Dalsi alohy:

1. Najdéte néjakou prezentaci grupy (a) Za, (b) Z, (c) Zs.

12 Volné grupy

12.1 Normalni podgrupy volné grupy a prezentace

12.1. Najdéte takovy homomorfismus 7, aby
(a) ({z,y},{z® =1,9° = 1,2y = yx}, 7) byla prezentace grupy Zis,
(b) ({z,y},{z" = 1,4° = 1,yay = 2~ '}, 7) byla prezentace grupy Day.

(a) Vyuzijeme-li homorfismus 7 : F({z,y}) — Z? z tlohy 13.8, vidime, Ze
nejmensi (normdlni) podgrupa grupy Z? obsahujici prvky

r(a®) = 8- m(x) = 3- (1,0) = (3,0), w(y®) =5-7(y) =3-(0,1) = (0,5)
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je pravé jadro surjektivniho homomorfismu 7 : Z? — Zs3 x Zs uréeného vztahem
7(a,b) = (a mod3,b mod5). Proto je 7 !(ker7) = ker(77) nejmensi normalni
podgrupou grupy F({x,y}) obsahujici relace z3, 3, 2=ty lzy, coz znamen4, Ze
(.I,y ‘ xS = 17y5 = 17$y = y(IZ,TTl')

je prezentace grupy Zsz x Zs. Ovsem Cinsk4 véta o zbytcich ndm zarucuje existenci
izomorfismu h : Z3 x Zs — Zis, tudiz (z,y | 2° = 1,9° = 1,2y = yx, hrr)
predstavuje prezentaci grupy Zis.

(b) VyuZijeme znaceni a vysledku tlohy 3.4, tedy Ds, = (o, 7), kde r predsta-
vuje rotaci o thel 2% a 0 osovou symetrii, tj. 7® = 1, 0> = 1 a plati, Ze oho™! =
oho = h™! pro kazdé h € (r). Uvazime homomorfismus 7w : F({z,y}) — Do,
uréeny podminkami 7(z) = r a w(y) = o. Potom z 3.4 vidime, Ze ker m obsahuje
relace R = {z",y?, yzyz} a jedn4 se o homomorfismus na. S vyuzitim ?? staci pro
kazdou normalni pogrupu N obsahujici R dokazat, ze |F({z,y})/N| < 2n.

K tomu si stac¢i uvédomit, ze

F({z,y})/N = {2'y N | i € Zy,j € Zo}.
Protoze z",y? € N plati, ze
F({z,y})/N = {a"ya2y ... 2" yx'™ 2y H | ij € Ly, e € La}.
Protoze yz'yz! € N, a tudiz yr'yN = 27 'N a ya'N = 2 'y N, dostavame
F({z,y})/N = {2'y' N | i € Zn, j € L},

aproto |[F({z,y})/N| < 2n. Dokazali jsme, ze (z,y | 2" = 1,4? = 1,yry = v—1,7)
je prezentaci grupy Day,. O

12.2. Necht F(z,y) je volnd grupa o dvou generitorech a n bud pfirozené.
Najdéte homomorfismus F'(z,y) na grupu Sg,

ovéite, ze F(x,y) neni nilpotentni ani Fesitelna,

ovéite, ze existuje N < F(z,y), pro kterou F(x,y)/N = S,

dokazte, ze F'(x,y) obsahuje normélni podgrupu indexu n.

(a) Vime, ze S = ((12),(123456)) je dvougenerovana, tedy staci vzit homo-
morfismus f: F(z,y) — S3 uréeny vztahem f(z) = (12) a f(y) = (123456).

(b) Protoze Sg neni Fesitelnd (tedy ani nilpotentni), F(z,y)/Ker f = Sg a
fesitelné (i nilpotentni) grupy jsou uzaviené na faktorizaci, nemize byt fesitelnd
ani nilpotentni grupa F(x,y).

(c) Kazda symetrickd grupa S, = ((12),(12...n)) je dvougenerovana, proto
existuje homomorfismus f : F(x,y) — S, urCeny vztahem f(z) = (12) a f(y) =
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(12...n), ktery je homomorfismem na celou grupu S,,. Podle Prvni véty o izomor-
fismu je potom F'(x,y)/Ker f = S,.

(d) Sta¢i, abychom uvazili napiiklad homomorfismus g : F(z,y) — Z, urfeny
vztahem f(z) =1 a f(y) = 0, pak podle Prvni véty o izomorfismu dostidvime, Ze

|F(z,y)/Ker g| = [F(x,y) : Ker g] = |Zy| = n.

tedy N = Ker g je hledand norméalni podgrupa indexu n. O

12.2 Schreierova transversala

12.3. Uvazujme homomorfismus ¢ : F({z,y}) — S3 na S3 uréeny podminkou
o(x) = (12), ¢(y) = (123) a polozme H = Ker .

(a) Najdéte Schreierovu transversalu podgrupy H,
(b) najdéte transversadlu H, ktera neni Schreierova,
(c) najdéte volnou bazi grupy H.

(a) Vime, e [F({z,y}) : H] = |F({z,y})/H| = |S5] = 6 je pocet levych
rozkladovych trid, tedy pocet prvkii jakékoli transversaly. Navic pro rozkladové
tridy t1H # toH plati, ze

o(t1) = p(t1H) # p(taH) = p(t2)

Hled4me tedy postupné reprezentanty ¢ € T' v redukovaném zapisu, jejichz vSechny
sufixy (tj. pravé koce slov) tvori prvky transversily a obrazy ¢(t) jsou rizné. Jisté
1 € T. Dale jists {1,y,4?} tvoii éastetnou Schreierovu transversélu, protoze

p(1) =id @(y) = (123), »(y*) = (132).

Konecné vidime, ze mizeme pridat v8echny prvky ¢astecné Schreirovy transversaly
T zleva prendsobené prvkem souciny x, protoze

plz) = (12) play) = (12) 0 (123) = (23), p(zy?) = (12) 0 (132) = (13)

aslova 1,y,y? lezi v T. Nagli jsme Schreierovu transversalu T = {1,y,y?, z, vy, 2y }.
(b) Napiiklad T = {1,yx?, y?, z, 2y, zy*} je transversala, ale neni Schreierova,
protoze neobsahuje prvek 22 tvotici sufix slova ya?.
(c) Vime, Ze volnou bazi grupy H tvori mnozina

7Y = {t;jztw | z € {z,y},we Q,zt, ¢ T},

kde Q ={tH |t € T} atyy =t pro t € T. Nejprve spocitame, pro kterd ¢ plati, ze
xt ¢ T. Zjevnd 1,2y, vy? € T, zatimco 22, 2%y, 2%y?> ¢ T, proto vyhovuji prvky
transversaly

log =, tyym = 2y, txy2H = :EyQ
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a snadno pomoci srovnani obrazi ¢(s) = ¢(t), kde s spoétené (rerdukované) slovo
a t € T dopocitame hodnoty t..p:

tear = 1, 75:139vyH = yat:m:yQH = y2'

Podobné zjistime, pro ktera t € T plati, ze yt ¢ T: yl,yy € T, zatimco 3>, yz, yzy, yry? ¢
T, a proto vyhovuji prvky

ty2H - y27 lon =, twa =7y, t:ﬂyQH - ny
a dopocitame hodnoty t,:p:

tyg =1, tyz = a:yQ, byzyt = T, lyp2mg =Y
Nyni uz podle definice mnoziny 7Yy vyjadiime volnou bazi

oYy = {2%, y'2ty, y AP, vt y i lyx, o lyay, v la T yay)

5.1.

13 The best of ...
13.1 (1.3(b)). Spocitejte mnoziny End(Zy,), Aut(Z,,), Inn(Zy,).

13.2 (3.2). Definujme podgrupu A = J,, A, grupy S(N), kde A,, chipeme jako
podgrupy S(N). Dokazte, ze je grupa A nekone¢nd jednoducha.

13.3 (4.3). Je-li ¢ : Zy — Aut(Z,) zobrazeni dané predpisem @y (a) = p(k)(a) =
(—1)*a, dokazte, #e Doy 2 Zy, Xy, Zo.
13.4 (7.1). Najdéte vSechny Sylowovy podgrupy grupy (a) Zizo (b) Ss.

(7.
(8.1). Poplste (az na izomorfismus) vSechny grupy radu
a) 33, (b) 35, (c) 21, (d) 55.

9.1). Popiste (az na izomorfismus) vSechny abelovské grupy radu (a) 8, (b)
(10.5). Spocitejte véechny kompoziéni fady symetrickych grup S, pro vSechna
13.8 (11.3). Najdéte néjakou prezentaci grupy Z2.

13.9 (12.2(c)). Necht F(z,y) je volna grupa o dvou generatorech a n bud pfiro-
zené. Ovéite, Ze existuje N < F'(x,y), pro kterou F(z,y)/N = S,.
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