Otazky ke zkousce z Krivek a funkénich téles

1. TEST

1.1. Algebry nad télesem.
1. Jsou-li A < B podprostory vektorového prostoru V', v jakém vztahu inkluze jsou mnoziny V*, A° a B°?

2. Je-li R obor s podilovym télesem K, jaky je vztah mezi linearni nezavislosti nad R a nad K7

1.2. Algebraicka funkéni télesa.

3. Definujte algebraické funkeni téleso.

4. Uvedte aspon dva neizomorfni piiklady algebraickych funkénich téles nad télesem Fs.
5. Definujte téleso konstant K AFF L nad K. V jakém vztahu je K a K?

6. Charakterizujte transcendentni prvky algebraického funkéniho télesa pomoci stupné rozsifeni.

1.3. Valuaéni okruhy.
7. Definujte valuaéni okruh a uvedte néjaky jeho priklad.
8. Popiste vztah mezi maximalitou podokruhu télesa a podminkou na valuac¢ni okruhu.

9. Popiste prvky noetherovského lokalntho oboru s hlavnim maximalnim idedlem

1.4. Diskrétni valuaéni okruhy.

10. Co je diskrétni valuaéni okruh? Uvedte n&jaky piiklad.

11. Charakterizujte diskrétni valuacni okruhy pomoci podminek na idealy.

12. Jak vypadaji v8echny (normalizované) diskrétni valuace na AFF K (x)?

13. Napiste priklad normalizované diskrétni valuace na télese raciondlnich funkeci K(z).
14. Definujte pojem mista AFF a jeho stupné.

15. Definujte pojem diskrétni valuace.

16. V jakém vztahu jsou mista a jimi urcené diskrétni valuaéni okruhy?

17. V jakém vztahu jsou mista a jimi urcené diskrétni valuace?

1.5. Weierstrassovy rovnice.

18. Co je Weierstrassiiv polynom?

19. Necht w(z,y) € Clz,y] je WEP. Jsou w(z,y) a w(z, 1 — y) C-ekvivalentni? Vysvétlete.
20. Co znamen4, 7e jsou dva WEP K-ekvivalentni?

21. Napiste jednu ekvivalentni podminku pro K-ekvivalenci Weierstrassovych polynomi.
22. Jsou Fs-ekvivalentni polynomy y? — 2% a y? — (2% + 1) € F3[z, y]? Struéné vysvétlete.

23. Jsou Fs-ekvivalentni polynomy y? — 2 a y? — (23 + 1) € Fs[z,y]? Strucné vysvétlete.
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1.6. Singularity.

Definujte singularity a hladké body a feknéte, jak je transformuji afinni automorfismy. Zformulujte a
dokazte charakterizaci hladkych WEP v kratkém tvaru.
24. Definujte pojem tec¢ny a singularniho a hladkého body polynomu.

25. Definujte pojem singuldrniho a hladkého polynomu a variety.

26. Nejdéte viechny singuldrni body Weierstrassova polynomu y? — (z — 2)® nad R.

1.7. Souradnicové okruhy.

27. Popiste viechny prvoideély oboru K|z, y].

28. Co je funkéni téleso K (C) afinni kiivky C? Kterd funkéni téleso kiivky jsou AFF?

29. Co je absolutné ireducibilni polynom? Které WEP jsou absolutné ireducibilni polynomy?

30. Popiste bez pouziti pojmu téleso konstant vSechny algebraické prvky AFF L nad K pro WEP.
31. Najdete prvoidedly 0 # P C @ okruhu Cl[z, y] spliwjici P C (2% + y2) C Q.

32. Najdete né&jaké prvoidedly 0 # P C @ okruhu Fs[z,y].

33. Co znamend, ze je AFF L je nad K dané rovnici w(a, 5) = 07

1.8. Mista urcena dvojici.

34. Pro w = yg(z,y) + h(z) +y € K[z,y], kde h € K[z], g € K[z,y], m := mult(h) > 2, mult(g) > 1, a L je
AFF nad K dané w(a, 8) = 0 zformulujte tvrzeni popisujici mista obsahujici « a 8 a odpovidajici diskrétni

valuaci.

35. Pro AFF dané w(a, 8) =0 a bod (y1,72) € Vi (K) zformulujte tvrzeni o valuaci prvku lha + 138 + 1o v
misté obsahujicim o« — v a 8 — s.

36. Pro AFF dané w(a, 8) =0 a bod (v1,72) € Vi (K) zformulujte tvrzeni, které stanovi presnou hodnotu
vp(B — Aa+ p) v misté P obsahujicim oo — v a 8 — 7e.

1.9. Lokalizace v sourfadnicovém okruhu.
37. Co jsou mnoziny P, a O, pro bod v?
38. Pro které body v je okruh O, valuac¢ni?
39. Pro které body v a mista P okruhy O, a Op valuacni?
40. Popiste mista AFF nad WEP odpovidajici hladkym bodam.
1.10. Slaba aproximacni véta a jeji duasledky.
41. Zformulujte slabou aproximaéni vétu.
1)

42. Uvedte piiklad AFF, pro néjz je Pr,x nekonecné a ]P’L/K konecné.

43. Popiste vSechna mista stupné 1 nad hladkym WEP?
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1.11. Divizory.

44. Definujte grupu divizort.

45. Co je hlavni divizor?

46. Spocitejte hlavni divizor (7) AFF nad télesem R.

47. Spocitejte negativni ¢ast hlavniho divizoru ()_ AFF K(z) nad télesem K.
48. Co je Riemanniv-Rochtv prostor £(A) divizoru A? Urcete £(0) AFF nad télesem C.
49. Zformulujte tvrzeni o stupni pozitivni a negativni ¢asti hlavniho divizoru.
50. Jaky je stupen hlavniho divizoru?

51. Vyslovte Riemannovu vétu. a vysvétlete, co je to rod.

52. Definujte pojem rodu.

53. Definujte pojem adele.

54. Definujte index specializace. Které divizory jsou specilni?

55. Pro které divizory stupné nula plati, ze [(A) = 17 Co hodnota [(A) udava?

56. Vyslovte Silnou aproximacni vétu

1.12. Weilovy diferencialy.

57. Co je Weiltuv diferencial?

58. Co je kanonicky divizor?

59. Charakterizujte dimenzi vektorového prostoru Weilovych diferencidlti Qg

60. Charakterizujte dimenzi vektorového prostoru Weilovych diferencidlti Q5 (A) pro divizor A.
61. Zformulujte Riemannovu-Rochovu vétu.

62. Zformulujte Hlavni diisledek Riemannovy-Rochovy véty(o vztahu dimeze Riemannovych-Rochovych pro-
stort a stupnt divizorid).

63. Urcete {(W), deg(W) a i(W) pro kanonicky divizor.

64. Uvedte piiklad AFF rodu (genu) 0.

1.13. Eliptické funkéni téleso.
65. Co je eliptické funkéni téleso?
66. Uvedte priklad eliptického funkéniho télesa.
67. Charakterizujte AFF rodu 0.

68. Charakterizujte vSechna elipticka funkéni télesa nad WEP w.
3



1.14. Asociativni zakon.
69. Popiste grupovou strukturu na hladké kiivce dané WEP (ne nutné pomoci afinnich vzorecki).

70. Definujte Picardovu grupu P°(L/K) AFF L nad K.
1.15. Projektivni k¥ivky.

71. Definujte télesa K(P™) a K(Vr) pro F € K[Xo, X1, Xo].
72. Vyslovte tvrzeni o vztahu mezi AFF danymi afinni a projektivni kiivkou.
73. Popiste viechny normalizované diskrétni valuace na K (P") pomoci homogennich polynom.

74. Popiste pomoci homogennich polynomt vSechna mista stupné jedna AFF K (P™).

2. Typy POCETNICH ULOH
1. Pro P misto AFF L nad Q a a € L spliwujici a € P*\ P° urcete hodnoty vp(a), vp(a=! +3) vp(a? + 3a?).

2. Pro Weierstrasstiv polynom w = y? — (2 +22+1) € F5[z, y] najdéte Fs-ekvivalentni kratky Weierstrasstiv
polynom.

3. Rozhodnéte, zda je Weierstrasstiv polynom y? — yx + (2° + 2) € Fs[z, y| hladky.
4. Najdéte viechny singularity Weierstrassova polynomu y? + y(2z + 1) — (23 + 222 + 22) € F3[z,y].
5. Najdéte viechna mista AFF R(z) nad R obsahujici prvek z® — 1 a misto @, pro néz vg(z® — 1) <0 .

6. Pro WEP w = 4% + 23 + 2 + 1 € Fa[x,y] a L AFF nad Fy uréené rovnosti w(a, 3) = 0, najdéte néjaké
a€ L, pronéi a,a™t ¢ O 1.

7. Popiste hlavni divizor (o« — 8 — 3) AFF L nad télesem Q daném rovnosti f(a, ) = 0, vite-li, Ze f je
hladky WEP a neexistuje zadné v € V;(Q) splaujici I(y) = f(y) =0 pro i(z,y) =z —y — 3.

8. Necht w je hladky WEP a Lje AFF nad F35 dané rovnosti w(a, 8) = 0. Spocitejte deg(af), deg(af)4, a
deg(a™t)_.

9. Jeli f=9y?—(2®—2+1)€Clr,ylad= 1P 1)+ 3P,1) +5P_1,1) — 8P, vysvétlete, pro¢ je A dobte
definovany divizor a spoc¢téte deg(A). Je A hlavni?

10. Je-li f = y? —2®—3x+2 € F5[z,y], ovéite, ze je AFF F5(V}) eliptické a spoditejte dimenzi Riemannova-
Rochova prostoru I((2) + >, cv, ) 11%)-

11. Najdéte vSechny singularity f = y? +y — 2%+ 2% — 2+ 1 € F3[x, 9] a spocitejte rod AFF nad F3 daného
rovnosti f(a,8) = 0.

12. Pro f = y? + 42 + 2% + 3 € Fs[x, y] spocitejte rod AFF nad F5 daného rovnosti f(a,3) = 0.

13. Je-li w = y? — 2% € F5[z, y], popiste F5-isomorfizmus téles F5(z) — F5(Vy).

14. Pro f = y? — (2 + x + 1) € F3[z,y] ukazte, Ze je AFF F3(V}) eliptické a popiste strukturu grupy E(F3)
danou na kiivce V;(F3). Je E(F3) cyklickd?

3. TEORETICKE OTAZKY, DUKAZY

3.2. Algebraicka funk¢ni télesa.

1. Vyslovte a dokazte charakterizaci transcendentnich prvkid algebraického funkéniho télesa pomoci stupné
roz§iteni a kofene polynomu.

Odpovidajici tvrzeni: 2.7



3.3. Valuaéni okruhy.

2. Popiste prvky noetherovského lokdlniho oboru s hlavnim maximalnim idedlem a vyslovte tvrzeni o exis-
tenci valuacnich (nad)okruhd. Sva tvrzeni dokazte.

Odpovidajici tvrzeni: 3.2, 3.3, 3.6
3.4. Diskrétni valuaéni okruhy.

3. Charakterizujte diskrétni valua¢ni okruhy pomoci podminek na ideély a popiste vSechny (normalizované)
diskrétni valuace na AFF K (x). Sva tvrzeni dokaZte.

Odpovidagict tvrzeni: 4.5, 4.9

4. Je-li L AFF nad K a P € Pk, dokazte, ze Op je jednoznacné urceny diskrétni valuacni okruh a deg P
je konecné.

Odpovidajici tvrzeni: 4.10
3.6. Singularity.

5. Definujte singularity a hladké body a teknéte, jak je transformuji afinni automorfismy. Zformulujte a
dokazte charakterizaci hladkych WEP v kratkém tvaru.

Odpovidajici tvrzeni: 6.4 a 6.6
3.7. Souradnicové okruhy.

6. Popiste idedly oborti K[x1,...,x,| s nenulovymi priniky s podobory K|z;] a a v8echny prvoidedly oboru
K|z, y]. Sva tvrzeni dokazte.

Odpovidagici tvrzeni: 7.2, 7.3, 7.4
3.8. Mista urcéena dvojici.

7. Necht w = yg(z,y) + h(z) + y € K[z,y], kde h € K[z], g € K[z,y], m := mult(h) > 2, mult(g) > 1 a L
je AFF nad K dané rovnosti w(c, 8) = 0. Zformulujte a dokaZte tvrzeni popisujici mista obsahujici « a 5 a
odpovidajici diskrétni valuaci.

Odpovidajici tvrzeni: 8.5

8. Pro AFF dané w(a, ) = 0 a bod (71,7) € Viu(K) zformulujte a dokazte tvrzeni o valuaci prvku
lia+ 198 + g v misté obsahujicim o —v; a § — 2

Odpovidagici turzeni: 8.8

9. Pro AFF dané w(a,8) =0 a bod (y1,72) € Vi (K) zformulujte a dokaZte tvrzeni, které stanovi pfesnou
hodnotu vp(8 — Ao + p) v misté P obsahujicim oo —v1 a 8 — .

Odpovidajici tvrzeni: 8.9
3.9. Lokalizace v soufadnicovém okruhu.

10. Popiste mista odpovidajici hladkym bodim a své tvrzeni dokazte. Co jsou mista stupné 1 nad WEP?

Odpovidajici tvrzeni: 9.4, 9.8, 9.9



3.10. Slaba aproximacni véta a jeji dasledky.

11. Zformulujte a dokazte Slabou aproximad¢ni vétu a jeji diasledky pro velikost mnoziny mist a baze modulo
misto.

Odpovidagict tvrzeni: 10.2, 10.,

12. Vyslovte a dokazte tvrzeni o odhadu velikosti [L : K(s)] a popiste vSechna mista stupné 1 nad WEP.
Odpovidagict tvrzeni: 10.4, 10.6, 10.7

3.11. Divizory.
13. Zformulujte a dokazte tvrzeni o stupni pozitivni a negativni ¢asti hlavniho divizoru.

Odpovidajici tvrzeni: 11.5

14. Vyslovte a dokazte Riemannovu vétu a vysvétlete, co je to rod.

Odpovidagict tvrzeni: 11.10
15. Definujte pojem adele a vyslovte a dokazte Silnou aproximaéni vétu. Cim zesiluje Slabou aproximaéni
vétu?

Odpovidagici tvrzeni: 11.14

3.12. Weilovy diferencialy.

16. Charakterizujte strukturu vektorovych prostorti Weilovych diferencidlti 7,/ x a Qr,/x (A) pro divizor A.
Sva tvrzeni dokaZte.

Odpovidagici turzeni: 12.4
17. Zformulujte a dokaZzte Riemannovu-Rochovu vétu a jeji Hlavni disledek (o vztahu dimenze Riemannovych-
Rochovych prostora a stupna divizort).

Odpovidajgict tvrzeni: 12.6, 12.8

3.13. Eliptické funk¢ni téleso.
18. Charakterizujte AFF rodu 0 a své tvrzeni dokazte.
Odpovidajgict tvrzeni: 13.2, 13.3

19. Charakterizujte vSechna eliptické funkéni télesa nad WEP w a své tvrzeni dokazte.

Odpovidajici tvrzeni: 13.6

3.14. Asociativni zakon.
20. Popiste grupovou strukturu na hladké kiivce dané WEP a tvrzeni dokazte.

Odpovidagict tvrzeni: 14.2, 14.3

3.15. Projektivni kiivky.

21. Vyslovte a dokazte tvrzeni o vztahu mezi AFF danymi afinni a projektivni kfivkou a popiste normali-
zované diskrétni valuace AFF K (P1).

Odpovidagict tvrzeni: 15.2, 15.4



