
Otázky ke zkou¹ce z Køivek a funkèních tìles
1. Test

1.1. Algebry nad tìlesem.

1. Jsou-li A ≤ B podprostory vektorového prostoru V , v jakém vztahu inkluze jsou mno¾iny V ∗, Ao a Bo?

2. Je-li R obor s podílovým tìlesem K, jaký je vztah mezi lineární nezávislostí nad R a nad K?

1.2. Algebraická funkèní tìlesa.

3. De�nujte algebraické funkèní tìleso.

4. Uveïte aspoò dva neizomorfní pøíklady algebraických funkèních tìles nad tìlesem F3.

5. De�nujte tìleso konstant K̃ AFF L nad K. V jakém vztahu je K̃ a K?

6. Charakterizujte transcendentní prvky algebraického funkèního tìlesa pomocí stupnì roz¹íøení.

1.3. Valuaèní okruhy.

7. De�nujte valuaèní okruh a uveïte nìjaký jeho pøíklad.

8. Popi¹te vztah mezi maximalitou podokruhu tìlesa a podmínkou na valuaèní okruhu.

9. Popi¹te prvky noetherovského lokálního oboru s hlavním maximálním ideálem

1.4. Diskrétní valuaèní okruhy.

10. Co je diskrétní valuaèní okruh? Uveïte nìjaký pøíklad.

11. Charakterizujte diskrétní valuaèní okruhy pomocí podmínek na ideály.

12. Jak vypadají v¹echny (normalizované) diskrétní valuace na AFF K(x)?

13. Napi¹te pøíklad normalizované diskrétní valuace na tìlese racionálních funkcí K(x).

14. De�nujte pojem místa AFF a jeho stupnì.

15. De�nujte pojem diskrétní valuace.

16. V jakém vztahu jsou místa a jimi urèené diskrétní valuaèní okruhy?

17. V jakém vztahu jsou místa a jimi urèené diskrétní valuace?

1.5. Weierstrassovy rovnice.

18. Co je Weierstrassùv polynom?

19. Nech» w(x, y) ∈ C[x, y] je WEP. Jsou w(x, y) a w(x, 1− y) C-ekvivalentní? Vysvìtlete.

20. Co znamená, ¾e jsou dva WEP K-ekvivalentní?

21. Napi¹te jednu ekvivalentní podmínku pro K-ekvivalenci Weierstrassových polynomù.

22. Jsou F3-ekvivalentní polynomy y2 − x3 a y2 − (x3 + 1) ∈ F3[x, y]? Struènì vysvìtlete.

23. Jsou F5-ekvivalentní polynomy y2 − x3 a y2 − (x3 + 1) ∈ F5[x, y]? Struènì vysvìtlete.
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1.6. Singularity.
De�nujte singularity a hladké body a øeknìte, jak je transformují a�nní automor�smy. Zformulujte a

doka¾te charakterizaci hladkých WEP v krátkém tvaru.

24. De�nujte pojem teèny a singulárního a hladkého body polynomu.

25. De�nujte pojem singulárního a hladkého polynomu a variety.

26. Nejdìte v¹echny singulární body Weierstrassova polynomu y2 − (x− 2)3 nad R.

1.7. Souøadnicové okruhy.

27. Popi¹te v¹echny prvoideály oboru K[x, y].

28. Co je funkèní tìleso K(C) a�nní køivky C? Která funkèní tìleso køivky jsou AFF?

29. Co je absolutnì ireducibilní polynom? Které WEP jsou absolutnì ireducibilní polynomy?

30. Popi¹te bez pou¾ití pojmu tìleso konstant v¹echny algebraické prvky AFF L nad K pro WEP.

31. Najdete prvoideály 0 6= P ( Q okruhu C[x, y] splòující P ⊆ (x2 + y2) ⊆ Q.

32. Najdete nìjaké prvoideály 0 6= P ( Q okruhu F3[x, y].

33. Co znamená, ¾e je AFF L je nad K dané rovnicí w(α, β) = 0?

1.8. Místa urèená dvojicí.

34. Pro w = yg(x, y) + h(x) + y ∈ K[x, y], kde h ∈ K[x], g ∈ K[x, y], m := mult(h) ≥ 2, mult(g) ≥ 1, a L je
AFF nad K dané w(α, β) = 0 zformulujte tvrzení popisující místa obsahující α a β a odpovídající diskrétní
valuaci.

35. Pro AFF dané w(α, β) = 0 a bod (γ1, γ2) ∈ Vw(K) zformulujte tvrzení o valuaci prvku l1α+ l2β + l0 v
místì obsahujícím α− γ1 a β − γ2.

36. Pro AFF dané w(α, β) = 0 a bod (γ1, γ2) ∈ Vw(K) zformulujte tvrzení, které stanoví pøesnou hodnotu
νP (β − λα+ µ) v místì P obsahujícím α− γ1 a β − γ2.

1.9. Lokalizace v souøadnicovém okruhu.

37. Co jsou mno¾iny Pγ a Oγ pro bod γ?

38. Pro které body γ je okruh Oγ valuaèní?

39. Pro které body γ a místa P okruhy Oγ a OP valuaèní?

40. Popi¹te místa AFF nad WEP odpovídající hladkým bodùm.

1.10. Slabá aproximaèní vìta a její dùsledky.

41. Zformulujte slabou aproximaèní vìtu.

42. Uveïte pøíklad AFF, pro nìj¾ je PL/K nekoneèné a P(1)
L/K koneèné.

43. Popi¹te v¹echna místa stupnì 1 nad hladkým WEP?
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1.11. Divizory.

44. De�nujte grupu divizorù.

45. Co je hlavní divizor?

46. Spoèítejte hlavní divizor (π) AFF nad tìlesem R.

47. Spoèítejte negativní èást hlavního divizoru (x)− AFF K(x) nad tìlesem K.

48. Co je Riemannùv-Rochùv prostor L(A) divizoru A? Urèete L(0) AFF nad tìlesem C.

49. Zformulujte tvrzení o stupni pozitivní a negativní èásti hlavního divizoru.

50. Jaký je stupeò hlavního divizoru?

51. Vyslovte Riemannovu vìtu. a vysvìtlete, co je to rod.

52. De�nujte pojem rodu.

53. De�nujte pojem adele.

54. De�nujte index specializace. Které divizory jsou speciální?

55. Pro které divizory stupnì nula platí, ¾e l(A) = 1? Co hodnota l(A) udává?

56. Vyslovte Silnou aproximaèní vìtu

1.12. Weilovy diferenciály.

57. Co je Weilùv diferenciál?

58. Co je kanonický divizor?

59. Charakterizujte dimenzi vektorového prostoru Weilových diferenciálù ΩL/K

60. Charakterizujte dimenzi vektorového prostoru Weilových diferenciálù ΩL/K(A) pro divizor A.

61. Zformulujte Riemannovu-Rochovu vìtu.

62. Zformulujte Hlavní dùsledek Riemannovy-Rochovy vìty(o vztahu dimeze Riemannových-Rochových pro-
storù a stupòù divizorù).

63. Urèete l(W ), deg(W ) a i(W ) pro kanonický divizor.

64. Uveïte pøíklad AFF rodu (genu) 0.

1.13. Eliptické funkèní tìleso.

65. Co je eliptické funkèní tìleso?

66. Uveïte pøíklad eliptického funkèního tìlesa.

67. Charakterizujte AFF rodu 0.

68. Charakterizujte v¹echna eliptická funkèní tìlesa nad WEP w.
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1.14. Asociativní zákon.

69. Popi¹te grupovou strukturu na hladké køivce dané WEP (ne nutnì pomocí a�nních vzoreèkù).

70. De�nujte Picardovu grupu P 0(L/K) AFF L nad K.

1.15. Projektivní køivky.

71. De�nujte tìlesa K(Pn) a K(VF ) pro F ∈ K[X0, X1, X2].

72. Vyslovte tvrzení o vztahu mezi AFF danými a�nní a projektivní køivkou.

73. Popi¹te v¹echny normalizované diskrétní valuace na K(Pn) pomocí homogenních polynomù.

74. Popi¹te pomocí homogenních polynomù v¹echna místa stupnì jedna AFF K(Pn).

2. Typy poèetních úloh

1. Pro P místo AFF L nad Q a a ∈ L splòující a ∈ P 4 \P 5 urèete hodnoty νP (a), νP (a−1 + 3) νP (a2 + 3a3).

2. Pro Weierstrassùv polynom w = y2−(x3+x2+1) ∈ F5[x, y] najdìte F5-ekvivalentní krátký Weierstrassùv
polynom.

3. Rozhodnìte, zda je Weierstrassùv polynom y2 − yx+ (x3 + 2) ∈ F5[x, y] hladký.

4. Najdìte v¹echny singularity Weierstrassova polynomu y2 + y(2x+ 1)− (x3 + 2x2 + 2x) ∈ F3[x, y].

5. Najdìte v¹echna místa AFF R(x) nad R obsahující prvek x3 − 1 a místo Q, pro nì¾ νQ(x3 − 1) < 0 .

6. Pro WEP w = y2 + x3 + x + 1 ∈ F2[x, y] a L AFF nad F2 urèené rovností w(α, β) = 0, najdìte nìjaké
a ∈ L, pro nì¾ a, a−1 /∈ O(1,1).

7. Popi¹te hlavní divizor (α − β − 3) AFF L nad tìlesem Q daném rovností f(α, β) = 0, víte-li, ¾e f je
hladký WEP a neexistuje ¾ádné γ ∈ Vf (Q) splòující l(γ) = f(γ) = 0 pro l(x, y) = x− y − 3.

8. Nech» w je hladký WEP a Lje AFF nad F32 dané rovností w(α, β) = 0. Spoèítejte deg(αβ), deg(αβ)+, a
deg(α−1)−.

9. Je-li f = y2 − (x3 − x+ 1) ∈ C[x, y] a A = 1P(1,1) + 3P(0,1) + 5P(−1,1) − 8P∞, vysvìtlete, proè je A dobøe
de�novaný divizor a spoètìte deg(A). Je A hlavní?

10. Je-li f = y2−x3−3x+2 ∈ F5[x, y], ovìøte, ¾e je AFF F5(Vf ) eliptické a spoèítejte dimenzi Riemannova-
Rochova prostoru l((2) +

∑
γ∈Vf (F5)

1Pγ).

11. Najdìte v¹echny singularity f = y2 + y−x3 +x2−x+ 1 ∈ F3[x, y] a spoèítejte rod AFF nad F3 daného
rovností f(α, β) = 0.

12. Pro f = y2 + 4x3 + x2 + 3 ∈ F5[x, y] spoèítejte rod AFF nad F5 daného rovností f(α, β) = 0.

13. Je-li w = y2 − x3 ∈ F5[x, y], popi¹te F5-isomor�zmus tìles F5(z)→ F5(Vf ).

14. Pro f = y2− (x3 +x+ 1) ∈ F3[x, y] uka¾te, ¾e je AFF F3(Vf ) eliptické a popi¹te strukturu grupy E(F3)
danou na køivce Vf (F3). Je E(F3) cyklická?

3. Teoretické otázky, dùkazy

3.2. Algebraická funkèní tìlesa.

1. Vyslovte a doka¾te charakterizaci transcendentních prvkù algebraického funkèního tìlesa pomocí stupnì
roz¹íøení a koøene polynomu.

Odpovídající tvrzení: 2.7
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3.3. Valuaèní okruhy.

2. Popi¹te prvky noetherovského lokálního oboru s hlavním maximálním ideálem a vyslovte tvrzení o exis-
tenci valuaèních (nad)okruhù. Svá tvrzení doka¾te.

Odpovídající tvrzení: 3.2, 3.3, 3.6

3.4. Diskrétní valuaèní okruhy.

3. Charakterizujte diskrétní valuaèní okruhy pomocí podmínek na ideály a popi¹te v¹echny (normalizované)
diskrétní valuace na AFF K(x). Svá tvrzení doka¾te.

Odpovídající tvrzení: 4.5, 4.9

4. Je-li L AFF nad K a P ∈ PL/K , doka¾te, ¾e OP je jednoznaènì urèený diskrétní valuaèní okruh a degP
je koneèné.

Odpovídající tvrzení: 4.10

3.6. Singularity.

5. De�nujte singularity a hladké body a øeknìte, jak je transformují a�nní automor�smy. Zformulujte a
doka¾te charakterizaci hladkých WEP v krátkém tvaru.

Odpovídající tvrzení: 6.4 a 6.6

3.7. Souøadnicové okruhy.

6. Popi¹te ideály oborù K[x1, . . . , xn] s nenulovými prùniky s podobory K[xi] a a v¹echny prvoideály oboru
K[x, y]. Svá tvrzení doka¾te.

Odpovídající tvrzení: 7.2, 7.3, 7.4

3.8. Místa urèená dvojicí.

7. Nech» w = yg(x, y) + h(x) + y ∈ K[x, y], kde h ∈ K[x], g ∈ K[x, y], m := mult(h) ≥ 2, mult(g) ≥ 1 a L
je AFF nad K dané rovností w(α, β) = 0. Zformulujte a doka¾te tvrzení popisující místa obsahující α a β a
odpovídající diskrétní valuaci.

Odpovídající tvrzení: 8.5

8. Pro AFF dané w(α, β) = 0 a bod (γ1, γ2) ∈ Vw(K) zformulujte a doka¾te tvrzení o valuaci prvku
l1α+ l2β + l0 v místì obsahujícím α− γ1 a β − γ2

Odpovídající tvrzení: 8.8

9. Pro AFF dané w(α, β) = 0 a bod (γ1, γ2) ∈ Vw(K) zformulujte a doka¾te tvrzení, které stanoví pøesnou
hodnotu νP (β − λα+ µ) v místì P obsahujícím α− γ1 a β − γ2.

Odpovídající tvrzení: 8.9

3.9. Lokalizace v souøadnicovém okruhu.

10. Popi¹te místa odpovídající hladkým bodùm a své tvrzení doka¾te. Co jsou místa stupnì 1 nad WEP?

Odpovídající tvrzení: 9.4, 9.8, 9.9
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3.10. Slabá aproximaèní vìta a její dùsledky.

11. Zformulujte a doka¾te Slabou aproximaèní vìtu a její dùsledky pro velikost mno¾iny míst a báze modulo
místo.

Odpovídající tvrzení: 10.2, 10.,

12. Vyslovte a doka¾te tvrzení o odhadu velikosti [L : K(s)] a popi¹te v¹echna místa stupnì 1 nad WEP.

Odpovídající tvrzení: 10.4, 10.6, 10.7

3.11. Divizory.

13. Zformulujte a doka¾te tvrzení o stupni pozitivní a negativní èásti hlavního divizoru.

Odpovídající tvrzení: 11.5

14. Vyslovte a doka¾te Riemannovu vìtu a vysvìtlete, co je to rod.

Odpovídající tvrzení: 11.10

15. De�nujte pojem adele a vyslovte a doka¾te Silnou aproximaèní vìtu. Èím zesiluje Slabou aproximaèní
vìtu?

Odpovídající tvrzení: 11.14

3.12. Weilovy diferenciály.

16. Charakterizujte strukturu vektorových prostorù Weilových diferenciálù ΩL/K a ΩL/K(A) pro divizor A.
Svá tvrzení doka¾te.

Odpovídající tvrzení: 12.4

17. Zformulujte a doka¾te Riemannovu-Rochovu vìtu a její Hlavní dùsledek (o vztahu dimenze Riemannových-
Rochových prostorù a stupòù divizorù).

Odpovídající tvrzení: 12.6, 12.8

3.13. Eliptické funkèní tìleso.

18. Charakterizujte AFF rodu 0 a své tvrzení doka¾te.

Odpovídající tvrzení: 13.2, 13.3

19. Charakterizujte v¹echna eliptické funkèní tìlesa nad WEP w a své tvrzení doka¾te.

Odpovídající tvrzení: 13.6

3.14. Asociativní zákon.

20. Popi¹te grupovou strukturu na hladké køivce dané WEP a tvrzení doka¾te.

Odpovídající tvrzení: 14.2, 14.3

3.15. Projektivní køivky.

21. Vyslovte a doka¾te tvrzení o vztahu mezi AFF danými a�nní a projektivní køivkou a popi¹te normali-
zované diskrétní valuace AFF K(P1).

Odpovídající tvrzení: 15.2, 15.4
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