OTAZKY A ULOHY KE ZKOUSCE Z UVODU DO TEORIE
GRUP

Pocetni tlohy chapejte jako schémata tloh, u zkousky se miize samoziejmé poci-
tat s jinymi hodnotami.
1. ZACINAME PESTOVAT GRUPY
1.1. Zavedte relace rmod H a lmod H a dokazte s jejich pomoci Lagrangeovu vétu.

1.2. Zkonstruujte prosty homomorfismus grupy Doy X Zsoys do néjaké konecné sy-
metrické grupy.

1.3. Popiste a urcete pocet prvkit mnozin End(Z3) a Aut(Z3).

1.4. Popiste vSechny podgrupy a mnoziny automorfismid a endomorfismi grupy
Z5.

1.5. Je-li H vlastni podgrupa Ag, rozhodnéte, zda je zobrazeni L : G — S(G/lmod H)
dané ptedpisem L(g)(aH) = gaH prosté. Své tvrzeni odivodnéte.
2. FAKTORIZOVAT CI NEFAKTORIZOVAT?

2.1. Vyslovte a dokazte Vétu o homomorfismu a Prvni vétu o izomorfismu pro
grupy.

2.2. Vyslovte a dokazte Druhou a T¥eti vétu o izomorfismu pro grupy.

2.3. V jakém vztahu je centrum grupy G a grupa vnitinich automorfisma grupy
G? Své tvrzeni dokazte.

2.4. Uvedte tii priklady nekomutativni jednoduché grupy.
2.5. Uvedte priklad nekone¢né jednoduché grupy.

3. CESTA DO STREDU GRUPY

3.1. Definujte charakteristické a Gplné charakteristické podgrupy a uvedte v Dig
tii charakteristické podgrupy (a ovéite to).

3.2. Popiste vSechny charakteristické a Gplné charakteristické podgrupy grup Z a
Z0o-

3.3. Spocitejte centrum Z(Q) grupy kvaterninont @ = {=£1,+i,+j, +k}. Roz-
hodnéte, zda je Z(Q) (a) normdlni, (b) charakteristickd, (c) Gplné charakteristicka
podgrupa grupy (. Sva tvrzeni odivodnéte.

3.4. Vyslovte a dokazte tvrzeni o centru konecné p-grupy. Je kazda konec¢na p-grupa
Fesitelna?

3.5. Uvedte (az na izomorfismus) vSechny grupy fadu 49.
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4. SKLADAME GRUPU: DIREKTNI A SEMIDIREKTNI SOUCIN

4.1. Zavedte direktni a semidirektni souéin dvou grup. Vyslovte a dokazte tvrzeni
o tom, kdy je grupa izomorfni semidirektnimu soucinu svych podgrup.

4.2. Zavedte direktni soucin dvou grup. Vyslovte a dokazte tvrzeni o tom, kdy
je grupa izomorfni direktnimu soucinu svych podgrup. Kdy direktni soucin neni
kartézskym soucinem?

4.3. Definujte semidirektni sou¢in a popiste aZ na izomorfismus vSechny semidi-
rektni soudiny S3 x A7. Sva tvrzeni odiivodnéte.

4.4. Napiste S; (aZ na izomorfismus) vSemi moznymi zptisoby jako semidirektni
soucin H x K. Své tvrzeni odivodnéte.

4.5. Najdéte vSsechny semidirektni souciny Z; X Zsg.

5. DO RADY! PO PODGRUPACH NAHORU A ZASE DOLU.
5.1. Zkonstruujte horni centralni fadu grupy a ovéite korektnost konstrukce.

5.2. Definujte nilpotentni grupu a rozhodnéte, které z grup Zsg, Aut(Zsg), Sao,
Dy jsou nilpotentni (a pfipadné urcete index nilpotence). Své tvrzeni odivodnéte.

5.3. Definujte fesitelnou grupu a rozhodnéte, které z grup Z4, Ss, Inn(Sy), D12
jsou Tesitelné a pripadné urcete stupen resitelnosti. Sva tvrzeni oduvodnéte.

5.4. Charakterizujte fesitelnost grupy pomoci subnormaélnich fad. Tvrzeni dokazte.
5.5. Vyslovte tvrzeni o vztahu nilpotentnich a feSitelnych grup. Tvrzeni dokazte.

5.6. Definujte fesitelnou a nilpotentni grupu. Uvedte aspon tfi priklady Fesitelnych
grup, které nejsou nilpotentni.

6. SYLOWOVY PODGRUPY - KLADIVO NA KONECNE GRUPY

6.1. Zavedte pojem Sylowovy podgrupy, vyslovte Sylowovy véty a dokazte tvrzeni
o konjugovanosti podgrupy.

6.2. Zavedte pojem Sylowovy podgrupy, vyslovte Sylowovy véty a dokazte dvé
tvrzeni o fadech podgrup.

6.3. Kdy je Sylowova podgrupa normalni? Své tvrzeni oduvodnéte.

6.4. Popiste vSechny Sylowovy podgrupy grup (a) Zg, (b) S (¢) Sip. Své tvrzeni
odtivodnéte.

6.5. Popiste vSechny Sylowovy podgrupy grupy Ss x Sy. Sva tvrzeni odivodnéte.

6.6. Definujte pojem Sylowovy podgrupy a rozhodnéte, zda grupa Sigg obsahuje
podgrupu fadu 2°°. Své tvrzeni odtivodnéte.

7. NILPOTENTN{ GRUPY - PRIBEH LASKY MEZI p-GRUPAMI

7.1. Zformulujte aspor tii podminky ekvivalentni podminky nilpotentnce konec¢né
grupy a tvrzeni dokazte.

7.2. Vyslovte a dokazte charakterizaci konecnych nilpotentnich grup pomoci Sy-
lowovych podgrup.
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7.3. Je konecny direktni soucin nilpotentnich grup vzdy nilpotentni? Je semidi-
rektni soucin nilpotentnich grup vzdy nilpotentni? Sva tvrzeni dokazte.

7.4. Popiste (aZ na izomorfismus) vSechny Sylowovy podgrupy nilpotentni grupy
G, jestlize je fadu 77.

8. HLEDA SE p-GRUPA

8.1. Vyslovte a dokazte tvrzeni o struktufe konecnych abelovskych p-grup.

8.2. Najdéte az na izomorfismus vSechny grupy fadu 155, (51, 39, 34...).

9. CYKLICKE GRUPY CELEHO SVETA, SPOJTE SE!

9.1. Vyslovte a dokazte tvrzeni o struktufe konec¢nych abelovskych grup.

9.2. Vyslovte a dokazte tvrzeni o struktufe konecné generovanych abelovskych
grup.

9.3. Popiste (aZ na izomorfismus) vSechny abelovské grupy fadu
(a) 27, (b) 81, (c) 108.

10. KoMPOZICNI RADY - JEDINECNOST AZ NA PORADI

10.1. Zavedte pojmy jednoduchéd grupa, subnormalni fada a kompozi¢ni fada.
Spocitejte kompozi¢ni fadu grupy S, pro vSechna pfirozend n (tvrzeni o jedno-
duchosti grup A,, nedokazujte).

10.2. Co znamena, ze jsou dvé fady subnormélni fady izomorfni? Vyslovte a do-
kazte Jordan Holderovu vétu o jednoznacnosti kompozi¢nich rad.

10.3. Najdéte vSechny kompozi¢nich fady cyklické grupy (g) fadu 48.
10.4. Najdéte vSechny kompozi¢nich fady grupy Ds.

10.5. Najdéte néjakou kompoziéni fadu grupy Dyg-

11. VOLNOST SOUCINU, ROVNOST HOMOMORFISMU, BRATRSTVI PREZENTACT

11.1. Definujte volny soucin systému grup. Co je redukované slovo? Vyslovte a do-
kazte univerzalni vlastnost volného soucinu, tj. tvrzeni o existenci a jednoznacnosti
homomorfismu do libovolné grupy se systémem danych homomorfismt (tvrzeni o
unicité redukovaného slova nemusite dokazovat).

11.2. Zavedte pojem volné grupa. Vyslovte a dokazte tvrzeni o existenci volnych
grup s danou volnou bazi. Existuji dvé neizomorfni volné grupy s volnou bézi veli-
kosti 2577

11.3. Co je prezentace grupy? Najdéte néjakou prezentaci grupy Zsg.

11.4. Kdy je volna grupa komutativni? Své tvrzeni odiuvodnéte.



4 OTAZKY A ULOHY KE ZKOUSCE Z UVODU DO TEORIE GRUP

12. SCHREIEROVA TRANSVERSALA - MATKA VOLNYCH PODGRUP

12.1. Definujte pojem Schreierova transversala. Je-li ¢ : F({z,y}) — S4 homomor-
fismus na Sy uréeny () = (12), p(y) = (1234), najdéte Schreierovu transversalu
podgrupy Ker ¢.

12.2. Vyslovte a dokazte tvrzeni o podgrupé konec¢ného indexu kone¢né generované
grupy.
12.3. Vyslovte a dokazte tvrzeni o podgrupéch volnych grup.

12.4. Je-lli ¢ : F({x,y}) — S3 homomorfismus na S5 uréeny ¢(z) = (12), ¢(y) =
(123), najdéte volnou bézi grupy Ker .

12.5. Existuje ve volné grupé o dvou generdtorech F(z,y) normdlni podgrupa
indexu 1267 Je grupa F'(z,y) TeSitelnd? Sva tvrzeni odivodnéte.

12.6. Existuje faktor volné grupy o dvou generatorech izomorfni grupé Sg? Své
tvrzeni odivodnéte.



