12.10.

1 Linearni kody

1.1 Matice a parametry

1.1. Uvazujme pro n > 2 paritni kéd C = {v € Fy | > . v; = 0}.
(a) Urcete kontrolni matici kédu C,

(b) najdéte generujici matici C ve standardnim tvaru,
(c) spocitejte vzdalenost kédu ‘H a uvedte vSechny parametry kédu,
(d) rozhodnéte, zda je kéd perfektni ¢i MDS,

(e) jak vypadéa dudlni kéd C+?

(a) Protoze je paritni kéd tvofen pravé vSemi feSenimi jediné linedrni
rovnice Y, x; = 0, je jeho kontrolni matice tvaru H = (1,1,...,1) € F3.
(b) Staci najit bazi FeSeni homogeni soustavy rovnic ve tvaru

100 ..001
010..00°1

C=(,41)=]001 ... 00 1]|eFy
000 ..01°1

(c) Naptiklad z kontrolni matice, ktera neobsahuje zadny nulovy sloupec,
ale kazdé dva jsou uz linedrné zavislé vidime, ze d(C) = 2. Jednd se tedy o
[n,n —1,2]5-kéd

(d) Protoze je vzdalenost kédu suda, nemuze jit o perfektni kéd. Naopak
Singletontiv odhad nabyva rovnosti 2 = n — (n — 1) 4+ 1, proto jde o MDS
kéd.

(e) dudlni kéd mé generujici matici H = (1,1,...,1) € F, jedna se tedy

[n, 1, n]o-kéd obsahujici jen dvé slova 00...0 a 11...1. O
13210

1.2. Uvazujme generujici matici C = |2 1 0 3 1]. nad télesem [Fs.
34 3 2 3

kédu C =.

(a) Urcete kontrolni matici kédu C,



(b) spocitejte viechny parametry kédu C a kédu C,

(c) najdéte permutaci o a generujici matici ve standardnim tvaru permu-
taémné ekvivalentniho kodu C, ~, C

(d) rozhodnéte, zda je kéd C perfektni ¢i MDS.

(a) a (c) Matici upravime pomoci Gaussovy-Jordanovy eliminace tak,
abychom méli v bazickych sloupcich kanonickou bézi:

13210 13210 1 3001
C=121031|~(00111}J~10010 3
343 2 3 00013 00013

Nyni nejprve snadno najdeme béazi feSeni soustavy a dopocitame tak kon-

trolni matici H = (i (1) (2) (2) (1)> a prepermutovanim sloupct matice C
10 0 31

permutaci 0 = (243) dostaneme generujici matici C, = [0 1 0 0 3
0 01 0 3

permutacné ekvivalentniho kédu C, ~, C.

(b) Vidime, Ze Zadny sloupec kontrolni matice H kédu C neni nulovy
a napriklad 3. a 4. jsou linearné zavislé, tedy d(C) = 2. Podobné kontrolni
matice C kédu C* neobsahuje nulovy vektoro a napiiklad 1. a 2. jsou linedrné
zavislé, proto i d(C*) = 2. Tedy C je [5, 3,2]5-kéd a C* je [5, 2, 2]5-kéd.

(d) Protoze je vzdallenost C sudd nemuze se jednat o perfektni kéd a kéd
neni ani MDS, nebot 2 +3 <5+ 1. m

1.2 Hammingovy perfektni kody

0001111
1.3. Oznac¢me H linearni kéd s kontrolnimatici Hs = {0 1 1 0 0 1 1
1 010101

(a) Najdéte generujici matici kédu H ve standardnim tvaru,
(b) urcete vzdélenost kédu H a rozhodnéte, zda je kéd perfektni,

(¢) rozhodnéte, zda je v = 1000101 kédové slovo a pripadné které je nej-
blizsi kédové slovo ke slovu v.

(a) Najdeme bazi KerH3 = H a sefadime ji do néjaké generujici matice a
tu upravime pomoci Gaussovy-Jordanovy eliminace na odstupniovanou ma-
tici s kanonickymi bazickymi vektory (v této podobé ji mizeme rovnou hledat
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bézi):

10000171
020100101
0010110
0001111

(b) Stadi si vSimnout, ze zadny sloupec kontrolni matice Hs neni nulovy
ani neni nasobkem jiného sloupce, proto ma kod vzdalenost aspon 3. Naopak
soucet dokonce kazdych dvou sloupci je opét sloupcem matice, tedy nas kéd
ma vzdalenost praveé 3, a proto opravi pravé jednu chybu.

Nyni snadno ovéfime, ze 1 + 7 = 2774, tedy se jedna o 1-perfektni kéd.

(c) Staci spocitat (HvT)T = 011 # 000, coz znamena, Ze v = 1000101
kédové slovo neni. Proto 3. sloupec kontrolni matice H obsahuje pravé vektor
Hv™ stad zménit 3. soufadnici slova v na slovo ¢ = 1010101, aby (Hc?)T =
000. O

Pro [ € N sefadme vSechna nenulové slova mnoziny F, do sloupci Hj,
polozme n := 2! — 1 a definujme linedrni kéd H,; := {c € F} | HcT = 0T},

1.4. Prol e N
(a) ovéite, ze je H; kontrolni matice kédu H;,
(b) urcete vzdélenost a dimenzi H; a rozhodnéte, zda je kéd perfektni,
(¢) navrhnéte algoritmus, jak opravit jednu chybu ptijatého slova.

(a) Staci si vSimnout, Ze ve sloupcich matice H; mame kanonickou bazi
vektorového prostoru Fl, a tudiz méa hodnost rovnu poétu radkii.

(b) Provedeme-li stejnou uvahu jako v bodu (c) pfedchozi tlohy, vidime,
7e vzdalenost kédu je 3, jednd se tedy o [2!—1, 2! —1—1, 3],-kéd, ktery opravuje
1 chybu. Snadno tedy zjistime, Ze leva strana Hammingovy nerovnosti je
rovna 1 + 2! — 1 = 2! a prava strana ma hodnotu 92 -1-(2'-1-1) — 9l Ty
znamena, ze H; je o 1-perfektni kdd.

(c) Kéd je 1-perfektni, tedy pro kazdé nekédové slovo existuje ve vzdéle-
nosti 1 pravé jedno kédové slovo. Necht v je ptijaté slovo. Pokud Hjp? = 07,
pak v € H;. Pokud Hpv' # 07, pak existuje i, pro nez je Hyp” pravé i-tym
sloupcem. Nyni staci vzit slovo ¢ = v + ¢;, pro néz plati, ze d(v,c) =1 a

tedy c € H,; je opravené slovo.
Oznacime-li o : F) \ {0} = {1,..., 2! — 1} zobrazeni dané piedpisem
aler...q) = S, 27" tj. a7(i) je préavé binarni zapis hodnoty i €
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{1,...,2'—1} (doplnény nulami). Pfedpokladejme, Ze v i-tém sloupci matice
Hi je préavé o '(i)". Potom kazdé slovo ¢ € Fy \ H; plati, Ze ¢ + eq(enr) €
H,. O

19.10.
1.3 qg-arni perfektni kody

1.5. Nad koneénym télesem [, spocitejte velikost koule V,(n, 7).

Nejprve spocitame velikost mnoziny A; vSech slov vahy i:

A = e € Byl w() = =17 € (ool = E ] = () a-"

Potom dostavame V,(n,r) = >"1_ (%) (g — 1)’ O
1.6. Nad konecnym télesem I, sestrojte obdobnym zpisobem jako v pred-
chozi tloze kontrolni matici perfektniho kédu délky n = % = Zi;é q

dimenze n — [. Jaka je jeho Hammingova vzdalenost?

Vezmeme mnozinu vSech pfimek (tj. projektivni prostor) ve vektorovém
prostoru dimenze [, kterych je pravé n := ‘f;_;ll = Zi;é q' a z kazdé piimky
vezmeme jeden nenulovy vektor h;. Tyto vektory sestavime do matice M
typu [ X n, ktera je jisté hodnosti [. Kazdé dva sloupce jsou pfitom linearné
nezavislé, nebot nelezi na stejné piimce, ale kazda dvojice urcuje rovinu,
ktera obsahuje jiny sloupcovy vektor, proto je vzdalenost kodu 3. Mame
tedy [n,n — [, 3],-kéd.

Zbyva zjistit, Ze leva strana Hammingovy nerovnosti je 1 + n(qg — 1) =
1+ ‘f;_;ll(q —1) = ¢, zatimco pravé strana je ¢"~ Y = ¢, tudiz je kéd opét
1-perfektni. O]

1.4 Samodualni kody

1.7. Urcete vSechny parametry a rozhodnéte, zda je samoduélni linearni kéd
nad 'y s generujici matici

10000111
c_lorooron
“(oo101101
000111710

Popiste propichnuty kéd 7g(C).



Protoze je C' hodnosti 4, jedna se o kéd délky 8 a dimenze 4. Snadno
spoc¢itame, ze CCT = 0, proto C' generuje samoduélni linedrni kéd. To zna-
mend, ze C' je kontrolni matice kédu, z niz zjistime vzdalenost. Protoze zadny
sloupec matice C neni nulovy, kazdé dva jsou rtizné, soucet kazdych tii ma li-
chou véhu, vidimee d(C) > 4. VSechny fadky matice maji vahu 4, je d(C) = 4
a C je tudiz [8,4,4]>-kdd.

Propichnuti 7g(C) je podle pozorovani na ptrednéSce (7,4, 3]s-kéd nebo
[7,4,4]5-kéd, protoze jsme uz zjistili, ze [7,4,3]s-kéd je perfektni, nemuze
zadny (7,4, 4]o-kéd existovat. Mizeme si vSimnout, Ze odstranénim posled-
niho sloupce matice C' dostaneme pravé generujici matici

1 00 0011
01 001°O01
0010110
0001111
Hammingova 1-perfektniho [7,4, 3]o-kédu z 1.3. ]

26.10.

2 Polynomy nad kone¢nymi télesy a cyklické
kody

2.1 Struktura konecnych téles
2.1. Urcete polynomy @1, @3, @5, Q15 nad télesem FF.

Pro vypocet vyuzijeme vztahu 2" — 1 = Hk‘n Q. Ztejmé je jediny prvek
fadu 1 jednicka, proto @)1 = x — 1 a déle
-1 23-1 25

2
— e = 1 a -
Qg Ql r—1 T*+x+ Q5
2151

Stejné urcime ()15 = 0.0:05"

Ziejmé jsou ()1 a ()3 ireducibilni a protoze 2 ma v Z; rad 4, je podle véty
z prednasky polynm ()5 ireducibilni. 2 ma i v Zj; 1ad 4 a ()15 je stupné 8,
tudiz je soucinem dvou ireducibilnich polynomi stupné 4.

Dale 20 — 1 = (2% — 1)? = Q?Q3Q%Q3;, tedy z*° — 1 m4 pravé 10
ireducibilnich faktort. O

1
=t 2?4+ 1.
rz—1

2.2. Urcete kolik existuje ruznych ireducibilnich polynomu stupné a) 2, b)
3,¢) 4,d) 7 nad télesem Fy.



Staci uvazit, ze

(a) x*—x je soucin viech ireducibilnich polynomi stupné 1 a 2 nad t&lesem
IF,, pfitom 22 — x je soudin vSech ireducibilnich polynomt stupné 1 nad
télesem [y, tedy existuje jediny polynom stupné 2: z2 4+ z + 1,

(b) 2% —z je soudin vsech ireducibilnich polynomt stupné 1 a 3 nad télesem
. . 1 o1 s ° v . 8 _ ;

[, soucin ireducibilnich polynomi stupné 3 je tedy =2 = Z?:o x,
proto existuji pravé dva, snadno zjistime (nebot staci ovéfit, zda maji

v FFy kofen), Ze to jsou polynomy: z° + x + 1, 23 + 22 + 1.

(c) x'® — x je soudin vsech ireducibilnich polynomt stupné 1,2 a 4 nad

" v 1 . N oy 6
télesem [y, soucin ireducibilnich polynomt stupné 4 je tudiz “—" =

4 3i . s Y
> o x”, proto existuji prave 3.

(d) 2'?® — x je soudin vSech ireducibilnich polynomt stupné 1 a 7 nad

télesem [Fy, soucin ireducibilnich polynomu stupné 4 je tudiz x;is__f =

Zﬁ% r', a proto existuje pravé %6 = 18 riznych ireducibilnich poly-
nomu stupné 18.

O

2.11.

2.2 Cyklické kody
Piipomenme, Ze kod C C Fy je cyklicky, jestlize
CoCl...Cp—9Cn_1 € C = Cn—1Co .. .Cp—3Cnh_2 € C.

Symbolem F[z], oznac¢ime I -algebru (tedy vektorovy prostor nad F,
se strukturou okruhu) s nosnou mnozinou [/, operacemi +, — aritmetického
vektorového prostoru. Nasobeni je urceno vztahem

0a0...0-cpcq...Cr9Ch_1 =¢CpC1...Cn_9¢p_1-0a0...0 =a-c,_1¢cq...Ch_3Cn_oa,

kde néasobeni vpravo je nasobeni skalarem a na aritmetickém vektorovém
n
prostoru Fy.

2.3. Najdéte vSechny binarni linearni cyklické kédy délky 5. Pro netrivialni
z nich urcete jejich generujici a kontrolni matici a jejich parametry.



Protoze vime, ze
2’ —1=Q, Qs = (r+ 1)1+ 2+ 2° + 2° + 27),

kde @5 je ireducibilni nebot 2 ma v Zf fad 4, jedné se ireducibilni rozklad
v [Fy[x], a proto snadno ur¢ime vSechny délitele 2° — 1. Najdeme tedy prave
¢tyti kédy:
4
C(1)=Fj, C"-1)=0, Cz+1), cO_a).

1=0

Oznac¢ime-li

11000
01100

A=y 011 0lB=01111),
00011

pak A tvori generujici matici kédu C(z+1) a kontrolni matici kédu C (Z?:o ')
a B tvori kontrolni matici kédu C(z+1) a generujici matici kédu C (Z?:o z'). Z
kontrolnich matice snadno uré¢ime vzdalenost kéda, proto je C(z+1) [5,4, 2]o-
kéd a C(3 2+, 77) je [5,1, 5]p-kéd O

2.4. Znéme-li ireducibilni rozklad 27 — 1 = (z + 1)(2® + = + 1)(2® + 22 + 1)
v oboru Zs|x],

(a) najdéte generujici a kontrolni matici kédu C(z® + = + 1),
(b) urcete, kolik riuznych binarnich cyklickych kédia délky 7 existuje,

(c) ovéite, Ze je kéd H z ulohy 1.3 permutacéné ekvivalentni s kédy C (23 +
r+1)al(z®+2%+1).

(a) Okamzité ze znalosti koeficientt polynomu 3 + x + 1 dostdvame
generujici matici

G:

SO O =
O O = =
_ o O O

0
1
1
0
ta

—~ P = O
+ R oo
—~ O = O O

(3422 +1) =2t +22+ 2 +1
onstrukci

r+1
nou

Pro kontrolni matici nam staci spocitat
a kontrolni matici tedy dostaneme obdo

=

I
oS O
oo
=
o == =
o
—_ o K
==



(b) Rtiznych binarnich cyklickych kédi délky 7 mame pravé tolik kolik je
(neasociovanych) délitelt polynomu f, tedy

{(z+ 1" (2® + 2+ 1)2(2° + 2® + 1) iy, s, i3 € Za}| = 8.

(c) Nejprve stejné jako v tloze (a) spocitame kontrolni matici cyklického

kédu C(2? + 22+ 1). Protoze —£ 5 = (z+1)(a® +2+1) = 2 + 2% + 22 + 1,
dostavame
1110100
K=[0111010
0011101

kontrolni matici kédu C(z® + z? 4+ 1). ProtoZe pravé permutace (246)(35)
sloupcti prevede matici K na matici H, jedna se o permutaci zprostiedkujici
permutacni ekvivalenci k6dt C(z3 + 22 + 1) a C(z® + = + 1). O

2.5. Rozhodnéte, pro ktera ¢ existuje néjaky cyklicky [10, 43 kdd.

Nejprve si uvédomime, 7e ireducibilni rozklad polynomu z'® — 1 € Z3[z]
je tvaru (z — 1)(z 4+ 1)Q5Q10, kde Q5 a Q10 jsou ireducibilni (cyklotomické)
polynomy stupné 4, protoze prvek 3 je fadu 4 v grupach Z? i Zj,. Z iredu-
cibilniho rozkladu vidime, Ze délitelé polynomu z'° — 1 jsou v Zs[z] prave
stupné 0,1,2,4,5,6,8,9,10. Protoze kazdy cyklicky kéd je tvaru C(f) pro
n&jaké polynomy g, h splitujici z!° — 1 = gh a dimC(f) = n — deg f = deg g,

existuji ternarni linearni cyklicky kod déky 10 a dimenze ¢+ = 0,1,...,10 s
vyjimkou dimeneze 3 a 7. [

2.3 Konstrukce GRS a RS kdédu

Necht ay, . .., a, € F* jsou po dvou rtizné prvky, polozme o = (s, ..., ay) €
(F7)™ anecht v = (vy,...,v,) € (F*)". Potom pro r < n definujme matice
11 .1 v 0 ... 0
o Qs ... Qp 0 v ... 0
w=| . . .. e Av)=|. . ... .|er
a7t oab™t o artt 0 0 Un

Linearni kéd C = ker(H,A(v)) s kontrolni matici H, A(v) se nazyva zobec-
nény Reediv-Solomoniv (GRS) kéd s lokdtory a a multiplikdtory v. C se
nazyva Reedtiv-Solomontv (RS), pokud Ja € F* fadu n a b € N tak, ze

o; = ol a Vi = abli=1),

2.6. Najdéte MDS kéd s parametry [n, k, d]
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(a) pro dand 0 < k < n,
(b) pro dand 0 < d < n,
(c) pro dand 0 < d, k.

Ve vsech pripadech vyuzijeme vztahu d = n — k + 1 a konstrukce GRS-
kédu.
(a), (b) zvolime téleso F, pro ¢ > n a a jeho po dvou rizné prvky
Ay ..., Qp.
(c) Polozime n = k 4+ d — 1 a pokracujeme jako v (a)
1 1 - 1

aq (%) e oy

Nyni je H = kontrolni matice hleda-

ného kdédu.

2.7. Najdéte generujici a kontrolni matici néjakého MDS kédu s parametry
[5,3,3] a [5,2,4]

Zvolime naptiklad téleso F.

Pak je matice H = } ; ;; le é kontrolni matici GRS kédu s para-
metry [5, 3, 3|7 a generujici matici GRS kédu s parametry [5,2,4];.
15100
Snadno dopocitame, ze naptiklad matice G= |2 4 0 1 0| je odpo-
33 001
vidajici generujici matice GRS kédu s parametry [5,2,4]7 a kontrolni matice
GRS kédu s parametry [5, 3, 3]7. O

2.8. Zkonstruujte téleso Fg a popiste fady vSech jeho prvki.
Staci vzit ireducibilni polynom z? + 1 € F3[x| a pak dostaneme
Fo = Fg[ﬁ]/(lz + 1)]F3[Oé] = {CLO + a1« ’ a; € Fg},

kde o =z + ((z* + 1)), a proto a® = —1 = 2. Zfejmé& 1 je jediny prvek iadu
1 a 2 jediny prvek faddu 2. Protoze o? = —1 jsou o a 2« prvky fadu 4 a zbylé
prvky, tj. a + 1, a + 2, 2a + 1 a 2a + 2 jsou nutné prvky radu 8. O

2.9. Najdéte RS-kéd s parametry (a) [5, 3, 3],, (b) 7,5, 3],

(a) Hleddme ¢, pro které 5 déli ¢ — 1. Vime, Ze ¢ musi byt mocni-
nou prvocisla a snadno tedy nahlédneme, Ze nejmensi pripustné ¢ = 11.
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Nyni musime zvolit prvek fadu 5 v F;;. Protoze 2° = —1 v Fy;, vidime,
ze vyhovuje naptiklad prvek 4, tedy kontrolni matice RS [5, 3, 3]1; je tvaru
g_(t 1111
1 459 3)°

(b) Tentokréat hledame g, pro které 7 déli ¢ — 1, zfejmé je to pravé g = 23.
Reprezentujme si prvky télesa Fg pomoci kofenu « polynomu x® + z + 1
ireducibilniho nad F, tedy Fg = Fyla] = {ao+a1a+axa? | a; € Fy}. Protoze
je grupa F§ cyklickd, je kazdy nejednotkovy prvek fadu 7. Nyni dopocitame,
ze napriklad matice

- 1 1 1 1 1 1 1
"\l a o a+l a*+a a*+a+l1 o?+1)°
je kontrolni matici RS [7, 5, 3]s-kédu O

9.11.

2.4 Konstrukce BCH kdédu

2.10. Najdéte kontrolni matici a urcete parametry binarniho BCH-kédu
urc¢eného RS kédem s parametry 7,5, 3]s.

Budeme pracovat se stejnou prezentaci Fg = Fy[a] pro o®+a+1. Hleddme
binarni slova délky 7, kterd jsou fesenim homogenni soustavy rovnic s matici

S (111 1 1 1 1
T\l a o a+1l &?+a a2+a+1 o2+1)°

Tj. fesime pro ¢ € F} vektorovou rovnici Hc! = 07. Kdy#% si soustavu roze-

piseme pro o, a! a o dostavdme matici:

1111111
00 0O0O0O0O O 1001011
000 0O0O 0D O 01 01110
10010117 foo10111
0101110 0001101
0010111
1000110
P I , , ..10 1 00 0 1 1 »
Nyni vidime, Ze nas kéd ma kontrolni matici 0010 1 1 1| 27wz
0001101
urc¢ime parametry (7,3, 4]s. O]
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Pripomenime, ze RS -kéd uréeny prvkem a € F, fddu n dimenze k je
cyklicky kéd s generujicim polynomem H;:éc _1(x — /) a jim vytvofeny r-
arni BCH-kéd je rovnéz cyklicky s generujicim polynomem nsn{m,;,j =

0,...,n—k—1}.

2.11. Urcete parametry binarniho BCH-kédu ur¢eného RS kédem s parame-
try [7,4,4]s.

Opét pracujeme se stejnou prezentaci Fg = Fy[a] pro o + a + 1.

Vyuzijeme popis BCH-kédu jako cyklického kédu, tj., Ze je jeho generujici
polynom je pravé nsn{my, mq, mq2 }. Nyni si staci vimnout, e je o kofenem
polynomu 2% +x +1, tedy my2 = 23+ 2 +1 = m,, coz znamend, %e nas BCH-
kéd je tyz jako BCH-kéd uréeny RS kédem s parametry [7, 5, 3]s z pfedchozi
tlohy, a tudiz ma stejné parametry [7, 3, 4]5. ]

16.11.

3 Reed-Mullerovy kody

3.1. Urcete parametry a generujici matici bindrniho Reed-Mullerova kédu
R(3,1). Jaky kéd dostaneme propichnutim R(3,1) v jedné souradnici?

Protoze jsou parametry obecného binarniho Reed-Mullerova kédu R (m, r)
pravé (27,37 (™), 2™7"],, vidime, Ze R(3,1) je [8,4, 4]>-kéd. To nutné zna-
mend, Ze propichnuti mé dimenzi 4 a vzdélenost 3 (jinak bychom dosli ke
sporu s Hammingovym odhadem), snadno nahlédneme, Ze se jedna pravé o
kéd permutacéné ekvivalentni Hammingovu perfektnimu [7, 4, 3]o-kdédu.

Pripomenme, ze ® : BP3 — BJF3 je zobrazeni, které Booleovskému po-
lynomu p ptifadi pravé Booleovskou funkci ¢ — p(c), kterou reprezentujme
slovem p(cg) ... p(cy), kde c; je pravé trojice cifer z Fy predstavujici bindrni
zapis ¢isla 7. K nalezeni matice staci spocitat

®(1) = 11111111, ®(x;) = 00001111, B(x5) = 00110011, ®(x3) = 01010101.

To znamena, 7ze G = generujici matice kédu

_— o O =

1
0
1
1

SO O =
O = O =
O O = =
—_ O = =
O = ==
== = =

R(3,1). O
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3.2. Urcete parametry a generujici matici binarniho Reed-Mullerovych kodt
R(3,0) a R(3,2).

Protoze ®(zy) = ®(1) = 1, je generujici matice [8, 1, 8]5-kéd kédu R(3,0)
tvaru (1 111111 1). Tato matice je zaroven kontrolni maticic
8,7, 2]>-kéd R(3,2) = R(3,0)+. To znamena, Ze je R(3,2) paritni kéd jehoz

1 1000000
1 01 00O0O0O0
10010000

generujici matici je naptiklad |1 0 0 0 1 0 0 0. ]
1 0000100
1 000O0O0T10
1 000O0O0O0OT1

Oznaéme P™ = {1 C {1,....m} | |[I[| <r}ak =|P" =X, (7).
Potom existuje bijekce b : {1,...,k} — P, kterd indukuje izomorfismsus
vektorovych prostortt SF* — BP,,(r) predpisem S((a;)) = Zle Ap(i) Th(s) -
Jako zdroj kédovéni mtizeme uvazovat BP,,(r) (misto SF*) a kédovani po-
tom urcuje dosazovaci zobrazeni ® : BP,,(r) — BF,,.

Pro dekédovéani (po priichodu BSC) ptijatého slova (reprezentovaného
booleovskou funkei) na ptivodni booleovsky polynom bude slouzit nasledujici
algoritmus:

VSTUP: g € BF,,

VYSTUP: f € BP,.(r), pro ktery d(®(f),g) <2m !

for d=r downto 0 do

for all 1 CH{l,...,m}:|I[|=d do
ap:=H{Y C{1,....,m}:YNI=04g">iy) =0};
ap=2"""—qy (= {Y C{L,....m}:YNI=0,¢"(iy) = 1}];
if oy > o then a;:=0 else a;:=1, g: =g+ ®(z/);
return Z[EP,’." arry.

22.11.

3.3. Pro kdédovani pomoci RM-kédu R(3,1) dekdédujte piijaté slovo g =
11000100 reprezentujici boolovskou funkci stejné jako v tloze 3.1.

Budeme pouzivat znaceni z algoritmu:
Necht d = 1.

I={1}: g (ip) = ZB:Q)QBQ{I} 9(ip) =go+91=1+0=1,
9 (i) = X pmyencpg 9(8) = 92+ g6 = 0+ 0 =0,

12



9{1}(1{3}) = ZB:{s}ng{Lg} 9(ip) =g1+ g5 =1+1=0,

9{1}(i{2,3}) = ZB:{Q,S}QBQ{LQ,B} 9(ip) = g3+ gr =0+0=0.
Tedy ap =3 > a; =1 a volime ayyy := 0.

I={2}: g (ip) = >opocpciny 9iB) =g+ g =1+0=1,
9P (ipy) = > pycpcngy 9is) = g2+ 95 =0+0=0,
9 (i) = dpsycpcpen dlin) =g +tg=1+0=1,
g (iq5y) = 2paycncien 9(iB) =g +gr=1+0=1.
Tedy ap =1 < a; =3 a volime agzy :=1a
g:=g-+ @(x{g}) = 11000100 + 00110011 = 11110111.

I={3}: ¥ (i) = ZB:@QBQ{?)} glip) =go+ g1 =1+1=0,
9B (i) = >opmcpcns i) =ga+gs=1+0=1,
9™ (igzy) = > p2ycncfen Iin) =g+ g3 =1+1=0,
g (iq121) = ZB;{LQ}ng{ng} g(is) =gs +gr=1+1=0.
Tedy ap =3 > a; =1 a volime ayzy := 0.

Necht d = 0.
I = §: Vsimnéme si, ze ¢%(iy) = g(iy), proto

i) =ga=0a
¢°(i;) = 1 pro viechny zbylé mnoziny I # {1}.

Tudiz ap =1 < a3 = 7 a volime ap := 1.

Nasli jsme booleovsky polynom zg + xyp = x2 + 1, pro ktery snadno
ovéfime, ze d(g, P(z2 + 1)) = d(11000100,11001100) = 1. O

13



7.12.

4 Konvoluc¢ni kédy

4.1 Abstraktni a fyzicky konvoluc¢ni kédovaé

4.1. Rozhodnéte, které z matic tvori generujici matice konvolu¢niho kédu
nad télesem [Fj:

D+1 _1 D+1 _1
_(_D _ ([ D%-1 _ D D+1 _ D—-1 D+1
Gl_ (DQ,D)7G2_ <D2+D>7G3_ <D2+D 1 ) 7G4_ (D2+D 1 :

D D2+1

D D241
Pro generujici matice konvolu¢niho kédu spocitejte vnéjsi stupen a najdéte
néjakou polynomialni generujici matici téhoz konvolu¢niho kédu

G = ( 5p) = (7)) je generujici matice konvoluéniho kédu F((D)),

protoze jeji jedina racionalni funkce je realizovatelnd, tedy ji lze napsat jako
podil polynomt s nenulovym absolutnim ¢lenem ve jmenovateli. Matice GGy
ma vnéjsi stupen (tj. maximélni stupen polynomu v redukovaném vyjadieni)
pravé 1 a polynomidlni generujici matici konvoluéniho kédu F((D)) predsta-
vuje naptiklad matice (1).

D—1

Matice G = (5~) ani G'3 nejsou generujici matice, nebot obsahuji nere-

alizovatelnou raciondlni funkci. Matice

D+1 1 D2—D+1 D—1
Gy — D-1 D+1 ) _ D21 D21
4 =\ D24D 1 — \ D3+D%24+D+1 1

D D241 D241 D241

je generujici matici konvolu¢niho kédu a z vyjadieni se spoleénym jmenova-
telem na fadcich snadno uréime vnéjsi stupen extdeg(G4) = 2+3 = 5. Vyna-
sobenim fadkd matice spoleénymi jmenovateli dostaneme polynomialni gene-

2 _ 2
D*=D+1 D 1) daného konvolu¢niho kédu. [

rujicl maticl (Dg +D24+D+1 1

1/.12.

4.2. Fyzicky konvoluéni kédovaé (K, G) nad Fs popiste jako abstraktni kon-

voluéni kédovad, pokud (a) G = (1) (b) G = (5 L21),

(a) Vsimneme si, Ze extdeg(G) = 2 a vyuzijeme Poznamku 9.6 z pred-
nasky pro vypocet matic P € F3*% Q € F3** Q € F3*', R € F}*! 7 koefici-

[} o c 7 1Y ’ o D .
entil polynomt p, g ve vyjadieni o= TipE

p= () =(0 o) =t o= (i) = (5) 5= 0
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Hledana pfechodova funkce je 6((s1, $2),u) = (s1, $2) P+u@ = (u—ss9, s1),
vystupni funkce A((s1, s2),u) = (s1,52)R + uS = s; a abstraktni konvolu¢ni
kédovac (K, 9, A).

(b) Spocitéme, e G = (

1+ D24+ D34+ D® :
1-DiDZ_D7 )» Proto je

extdeg(G) = max(3,2,5) =5

D-—D?
1-D+D2—D3

a vyuzijeme opét Poznamku 9.6 a dikaz Véty 9.7 z prednasky pro vypocet
matic P € F3*°, Q € F3*°, Q € F3** R € F3*? z koeficientii polynomii

G=(2 D)

q q
-1 1 000 1 1000
—q¢ 01 00 -1 0100
P=|-¢g 0010[=[1 0010],Q=( 000 0),
—q 0 0 0 1 0 0001
—q¢; 00 00 0 0000
P1—Poqi  P1— Poqa 1-0-(-1) 0—-1-(-1) I 1
D2 — DPoq2 P2 — Pog2 —-1-0-1 1—-1-1 -1 0
R=|ps—pogs P3—DPogs [ =]|0—-0-(=1) 1-1-(-1)[=1]0 -1
Pa — Poqs Pal — Poga 0-0-0 0—1-0 0 0
Ps —DPods D5 — Pods 0—-0-0 1—-1-0 0 1

asS= (0 1). Prechodové funkce je
d(s,u) =sP +u@ = (u+ s; — sy + 83, S1, S2, S3, S4)
a vystupni funkce
A(s,u) =sR+uS = (s1 — sg,u+ $1 — S3 + S5)
Abstraktni konvoluéni kédovaé je tedy (K, 9, \). O
4.3. Fyzické konvoluc¢ni kodovace z tlohy 4.2 realizujte obvodem.

Udaje z matic pouze podle definice sepiseme do diagraml, neni pfitom v-
hodné pracovat s matici se spoleénym jmenovatelem na fadcich (tim bychom
jen zvétsili obvod):

[
4.4. Necht matice nad télesem [,
10 01 011 1 01
P_(l 1)’ Q_<1 0)’ R_(l 0 1)’ S_<1 1 o)
urcuji abstraktni konvolu¢ni kédovaé (K, 4, A), tj. d(s,u) = sP + u@ a

A(s,u) = sR+usS. Najdéte jeho fyzickou realizaci (K, G) a urcete extdeg(G).
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Staci nam pfimocare vyuzit dikazu Véty 9.7, ktery nam dava vyjadieni
G =Q(I,— DP)™'RD + S € F(D)*® generujici matice hledaného fyzického
konvolu¢niho kédovace (K, G). Spocitame-li pomoci faktu z linedrni algebry
A7 = det(A)tadj(A) pro kazdou reguldrni matici A matici

-1
Cnpy-1_ (1+D 0 1 (14D 0
(I. = DP) —< D 1+D) ~14+D:\ D 1+4+D)°

Proto dostavame, Zze Q(l, — DP)™'RD + S =

B D 0 1 1+ D 0 011 n 10 1Yy

S 1+D2\1 0 D 1+ D 1 01 110/
o D+D* D D\, (14D 0 14D _
14 D2 0 D+ D?* D+ D? 1+D? 1+D* 0 -

D D2 D+D?
1 (1+D D? 1+D+D2>:(11:D2 o 52k )

B 1+D2
— _ 9 2 14D 1 D
1+D2\1+D* 1+D D+D D TD 1D

Nasli jsme vyjadieni fyzického konvoluéniho kédovace (K, G) s matici G =
1+D D? 1+D+D?

<11ﬁ%2 1+D*  1+D? ), odkud snadno zjistime extdeg(G) =2+1=3. O
1+D  1+D 1+D

4.2 Zakladni, redukované a kanonické matice

4.5. Pro polynomialni matice

a- (1 1+D+D* 1+D* 1+D
~\D 1+D+D* D? 1)

G:

~ 1 1+D+D? 1+D?> 1+D
14+ D 0 1 D

konvolu¢niho kédu C C Fy((D))* urcete jejich vnitini a vnéjsi stupen.
Vnéjsi stupné spocitame z definice

extdeg(G) =2+2=4 a extdeg(G)=2+1=3.

L R 1 ~ (e
Vsimnéme si, ze G = (1 (1)) G, proto podle pozorovani z prednasky

intdeg(G) = intdeg(G) < extdeg(G) = 3.
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Protoze podle definice
intdeg(G) = max{degm | m je subdeterminant G stupné 2},

1 1+D+D?* _ , ~
14D 0 = 3, tedy 3 < intdeg(G) < 3,

proto intdeg(G) = intdeg(G) = 3. O

staci si vSimnout, ze deg

21.12.

4.6. Pro generujici matice G a G z tilohy 4.5 rozhodnéte, zda jsou (a) reduko-
vané, (b) zékladni, (c) kanonické. Nakreslete realizaci pfislusnych fyzickych
kédovaci obvodem.

(a) ProtoZe jsme ve 4.5 zjistili, ze

3 = extdeg(G) = intdeg(G) = intdeg(G) < extdeg(G) = 4,

dostavame jako disledek charakterizace redukovanych matic pomoci rovnosti
vnitiniho a vnéjsiho stupné, Ze G neni redukovana, zatimco G redukovani
je.

(b) nebo Upravime posloupnosti fadkovych a sloupcovych ekvivalentnich
polynomidlnich (tedy polynomiélné invertovatelnych) tprav jednodussi ma-
tici G, kde ~; zna&i sloupcovou ekvivalenci:

a_( 1 1+D+D* 1+D* 1+D
- \1+D 0 1 D °

1 D 1+D* D 1 D 1+D? 0
*\1+D 1 1 1 *\1+D 1 1 0

1 D 1+ D? 0 1 0 00

0 1+D+D*> D+D*+D* 0) *\0 1+4D+D* 0 0/’
kde jsem nejprve pricetli 3. sloupec k 2. a 1. sloupec ke 4., poté jsme pricetli
2. sloupec ke 4. Nésledné jsme pficetli (1 + D) nasobek 1. fadku k 2. a

nakonec nejprve vhodné nasobky 1. sloupce ke 2. a 3. a pak D nasobek
2. sloupce k tfetimu. Zjistili jsme, ze Smithtiv normélni tvar matice G je

<(1) 14 DO 4 D2 8 8), proto se podle charakteriza¢ni poznamky z pted-

nasky nejedné o zakladni matici. Protoze intdeg(G) = intdeg(G), neni zé-
kladni ani matice G.
(c) Matice nejsou zakladni, proto ani kanonické. ]
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4.7. Pro konvolu¢ni kéd C nad télesem Fy z tillohy 4.5 spocitejte jeho stupen
a Forneyho indexy a najdéte né€jakou jeho kanonickou matici.

Nejprve najdeme pomoci pouze fadkovych ekvivalentnich uprav G nad
télesem [y (D) zakladni generujici matici
a 1 1+ D+ D? 1+ D? 1+D
0 1+D* D+D?*+D* 1+D+ D?

1 1+D+D? 1+D? 1+D 1 1 1 1
0 1+D D 1 0O 1+D D 1)’

kde jsme nejprve piicetli (1 + D) nasobek 1. fadku k 2. a poté jsme druhy
vydélili polynomem 1 + D + D? a nakonec, abychom sniZili stupen (vime,
ze 3 je moc) pficetli D nasobek 2. fadku k 1. ProtoZe snadno sloupcové
polynomialné upravime

11 11 100 0)_g
014D D 1)™\0100) "

nasli jsme zakladni generujici matici G. Snadno uréime z definice jeji vnitini
i vnéjsi stupeni intdeg(G) = extdeg(G) = 1, tedy jde i o redukovanou a
proto kanonickou matici. Kone¢né Forneyho indexy kodu jsou 0, 1 a véta z

prednasky 1iké, ze degC = 1. m

4.8. Pro konvolu¢ni kéd s generujici matici G nad télesem [F3 najdéte néjakou
jeho kanonickou generujici matici a urcete jeho stupen, pokud

(a) G=(H» =5 1), (b) G=(1-D* D-1)

(a) Upravime matici G pomoci fadkovych ekvivalentnich uprav nad téle-
sem F3(D) tak, abychom dostali generujici matici s nesoudélnymi polynomy
na fadku, tj. stac¢i ndm prenisobeni spole¢nym jmenovatelem 1 — D?:

G=(Z= % 1)~(D D-D* 1-D?
Protoze je nejvétsi spolecny délitel polynomt na fadku invertibilni, ma Smi-
thiiv normalni tvar (1 0 O), tedy se jednd o zakladni matici. Protoze z
definice intdeg(G) = extdeg(G) = 2, je matice (D D — D? 1— D?) redu-
kovand, a proto kanonickd a degC = extdeg(G) = 2

(b) Kanonickou generujici matici (1+ D + D* —1) dostdvame stejnym
argumentem jako v (a) po vydéleni polynomem 1 — D. Odtud opét vidime,
ze deg C = extdeg(G) = 2. O
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