1 Nasi novi kamaradi: Eukleidés, Bézout a Euler

Zadani
Verze ze dne 21. tinora 2024

Cile cviceni: Dukladné si procvicime Eukleiduv algoritmus nad celymi ¢isly, zejména si uvédomi-
me, ze s jeho pomoci umime pocitat inverzni prvky v koneénym télesech a také nékteré kongruence.
Na zavér se naucime vzorecek pro vypocet Eulerovy funkce.

Ijlohy, které bychom urcité méli umét resit:

Nejprve pripomenime rozsireny Fukleiduv algoritmus hleddni nejvétsiho spolec¢ného délitele priroze-
nych ¢isel ag a ay: Polozime (ug,vo) := (1,0), (ug,v1) :=(0,1) ai =1 a pak dokud a; > 0 pocitdme
aiy1 = (a;—1) mod a;, q; = (a;—1)diva; a ddle hodnoty (wii1,viv1) = (wi—1, vi—1) — qi(us, v;)
ai =i+ 1. Vystupem je potom a;—y = NSD(ag,a1) a Bézoutovy koeficienty w;_1,v;_1 spliugici
NSD(ag, a1) = u;—1a¢ + vi_10;.

Uloha 1.1. Najdéte NSD(37,10) a pifslusné Bézoutovy koeficienty. Spocitejte 1071 v télese Zsy.
Uloha 1.2. Najdéte NSD(1023,96) a pifslusné Bézoutovy koeficienty.
Uloha 1.3. Najdéte néjaké celociselné feseni rovnice 1023z + 96y = 18.

Uloha 1.4. Najdéte 277! v télese Zy;.

Pripomenime si, Ze je-li n € N, pak pro celd ¢isla a,b definujeme a = b (mod n) prave tehdy, kdyz
n | (a—0). Z predndsky dobre vime, Ze pro a = b (mod m) a ¢ = d (mod m) plati aOc = bd
(mod m), kde O je nékterd z operaci +,—,- a dokonce a =b (mod m) < ac = bc (mod mc), coze
je ekvivalentni ac = be (mod m) za predpokladu, Ze ¢ a m jsou nesoudélnd.

Uloha 1.5. Vyfteste v celych ¢islech nasledujici kongruence:

Uloha 1.6. Ukazte, ze n2 =1 (mod 8) pro kazdé liché n € N.

Uloha 1.7. Urcete hodnotu Eulerovy funkce

(a) ¢(600),
(b) ¢(7425) (mohlo by se hodit védét, ze 7425 = 27 - 25 - 11).



A ted néco pro zabavu a rozsifeni obzori:

Uloha 1.8. Najdeéte NSD(89, 55) a prislusné Bézoutovy koeficienty. Jak se na vypoctu a vysledku
projevi, ze jedna o dva po sobé jdouci ¢leny Fibonacciho posloupnosti?

Uloha 1.9. Spoctéte NSD(292 — 1,23 — 1) a prislusné Bézoutovy koeficienty.
Uloha 1.10. Spoctéte NSD(2k+1,3k+1) a piislusné Bézoutovy koeficienty v zdvislosti na k € N.

Uloha 1.11. Je mozné uvazovat inverznf prvek a! také modulo m, které neni prvocislo? Co tieba
297! nebo 337! v okruhu Zsy? Jak to souvisi s (ne)soudélnosti?

Uloha 1.12. Vyfteste v celych ¢islech nasledujici kongruence:
(a) 22 +5x =0 (mod 19),
(b) 22 =1 (mod p) pro p prvocislo,
(cf 22 +10x +6 =0 (mod 17).

Uloha 1.13. Najdéte viechna ¢isla n takova, ze p(n) = 18.

Uloha 1.14. Najdéte viechna ¢isla n > 1 takovd, ze ¢(n) | n

Uloha 1.15. Oznacéme o(n) soucet vsech déliteltu pfirozeného ¢isla n. Najdéte vzorec pro vypocet
o(n), pokud znate prvociselny rozklad ¢isla n. Inspirujte se dukazem vzorce pro Eulerovu funkci

Uloha 1.16* Najdéte viechna z,y, z,w € 7Z splitujici 22 + y? + 22 = 15w? (Ndvod: feste nejprve
kongruenci modulo 8.)

Uloha 1.17* Pomoc{ modulérn{ aritmetiky odvodte kritéria délitelnosti pro ¢isla 9 a 11.

Uloha 1.18* Ukazte, ze stoleti (pokud se nezméni kalendar) nikdy nebudou zacinat sttedou, patkem
ani nedéli. (1. ledna 2001 bylo pondéli.)
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