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Zadáńı
Verze ze dne 21. února 2024

Ćıle cvičeńı: Důkladně si procvič́ıme Eukleid̊uv algoritmus nad celými č́ısly, zejména si uvědomı́-
me, že s jeho pomoćı umı́me poč́ıtat inverzńı prvky v konečným tělesech a také některé kongruence.
Na závěr se nauč́ıme vzoreček pro výpočet Eulerovy funkce.

Úlohy, které bychom určitě měli umět řešit:

Nejprve připomeňme rozš́ıřený Eukleid̊uv algoritmus hledáńı nejvěťśıho společného dělitele přiroze-
ných č́ısel a0 a a1: Polož́ıme (u0, v0) := (1, 0), (u1, v1) := (0, 1) a i = 1 a pak dokud ai > 0 poč́ıtáme
ai+1 := (ai−1) mod ai, qi := (ai−1)div ai a dále hodnoty (ui+1, vi+1) := (ui−1, vi−1) − qi(ui, vi)
a i = i + 1. Výstupem je potom ai−1 = NSD(a0, a1) a Bézoutovy koeficienty ui−1, vi−1 splňuj́ıćı
NSD(a0, a1) = ui−1a0 + vi−1a1.

Úloha 1.1. Najděte NSD(37, 10) a př́ıslušné Bézoutovy koeficienty. Spoč́ıtejte 10−1 v tělese Z37.

Úloha 1.2. Najděte NSD(1023, 96) a př́ıslušné Bézoutovy koeficienty.

Úloha 1.3. Najděte nějaké celoč́ıselné řešeńı rovnice 1023x+ 96y = 18.

Úloha 1.4. Najděte 27−1 v tělese Z41.

Připomeňme si, že je-li n ∈ N, pak pro celá č́ısla a, b definujeme a ≡ b (mod n) právě tehdy, když
n | (a − b). Z přednášky dobře v́ıme, že pro a ≡ b (mod m) a c ≡ d (mod m) plat́ı a□c ≡ b□d
(mod m), kde □ je některá z operaćı +,−, · a dokonce a ≡ b (mod m) ⇔ ac ≡ bc (mod mc), cože
je ekvivalentńı ac ≡ bc (mod m) za předpokladu, že c a m jsou nesoudělná.

Úloha 1.5. Vyřešte v celých č́ıslech následuj́ıćı kongruence:

(a) x ≡ 2 (mod 8),

(b) 3x ≡ 2 (mod 5),

(c) 27x ≡ 16 (mod 41),

(d) 6x ≡ 2 (mod 8) (pozor na změnu modulu, když
”
děĺıme dvojkou“),

Úloha 1.6. Ukažte, že n2 ≡ 1 (mod 8) pro každé liché n ∈ N.

Úloha 1.7. Určete hodnotu Eulerovy funkce

(a) φ(600),

(b) φ(7425) (mohlo by se hodit vědět, že 7425 = 27 · 25 · 11).



A ted’ něco pro zábavu a rozš́ı̌reńı obzor̊u:

Úloha 1.8. Najděte NSD(89, 55) a př́ıslušné Bézoutovy koeficienty. Jak se na výpočtu a výsledku
projev́ı, že jedná o dva po sobě jdoućı členy Fibonacciho posloupnosti?

Úloha 1.9. Spočtěte NSD(292 − 1, 231 − 1) a př́ıslušné Bézoutovy koeficienty.

Úloha 1.10. Spočtěte NSD(2k+1, 3k+1) a př́ıslušné Bézoutovy koeficienty v závislosti na k ∈ N.

Úloha 1.11. Je možné uvažovat inverzńı prvek a−1 také modulo m, které neńı prvoč́ıslo? Co třeba
29−1 nebo 33−1 v okruhu Z39? Jak to souviśı s (ne)soudělnost́ı?

Úloha 1.12. Vyřešte v celých č́ıslech následuj́ıćı kongruence:

(a) x2 + 5x ≡ 0 (mod 19),

(b) x2 ≡ 1 (mod p) pro p prvoč́ıslo,

(c)⋆ x2 + 10x+ 6 ≡ 0 (mod 17).

Úloha 1.13. Najděte všechna č́ısla n taková, že φ(n) = 18.

Úloha 1.14. Najděte všechna č́ısla n > 1 taková, že φ(n) | n

Úloha 1.15. Označme σ(n) součet všech dělitel̊u přirozeného č́ısla n. Najděte vzorec pro výpočet
σ(n), pokud znáte prvoč́ıselný rozklad č́ısla n. Inspirujte se d̊ukazem vzorce pro Eulerovu funkci

Úloha 1.16.⋆ Najděte všechna x, y, z, w ∈ Z splňuj́ıćı x2 + y2 + z2 = 15w2 (Návod: řešte nejprve
kongruenci modulo 8.)

Úloha 1.17.⋆ Pomoćı modulárńı aritmetiky odvod’te kritéria dělitelnosti pro č́ısla 9 a 11.

Úloha 1.18.⋆ Ukažte, že stolet́ı (pokud se nezměńı kalendář) nikdy nebudou zač́ınat středou, pátkem
ani neděĺı. (1. ledna 2001 bylo ponděĺı.)
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