
2 Kongruence a divoká j́ızda po okruźıch

Zadáńı
Verze ze dne 27. února 2024

Ćıle cvičeńı: Ke zdárnému poč́ıtáńı kongruenćı si osvoj́ıme využit́ı Eulerovy věty a nauč́ıme se
řešit soustavy lineárńıch kongruenćı, což odpov́ıdá nalezeńı vzoru v Č́ınské větě o zbytćıch. Poté
už se vrhneme na abstraktńı algebru. Rozmysĺıme si, jak bezpečně poznat, co je okruhem, oborem,
tělesem či jakoukoli jinou algebraickou strukturou, což je často nepř́ıjemná a zdlouhavá procedura.
Naopak, jakmile se nás někdo zeptá na podstrukturu, pochoṕıme, že je to d̊uvod k velké radosti,
nebot’ jde obvykle o mnohem snazš́ı úkol.

Úlohy, které bychom určitě měli umět řešit:

Úloha 2.1. Spoč́ıtejte (a) 35
7
mod 28, (b) posledńı cifru č́ısla 1357246.

Úloha 2.2. Najděte všechna x ∈ Z splňuj́ıćı

(a) x ≡ 2 (mod 3), x ≡ 4 (mod 7), x ≡ 3 (mod 8).

(b) 2x+ 1 ≡ 2 (mod 3), 3x+ 2 ≡ 3 (mod 4), 4x+ 3 ≡ 2 (mod 5).

(c) 10x ≡ 6 (mod 32), 3x ≡ 1 (mod 5)

Úloha 2.3. Najděte př́ıklad, na kterém bude vidět nezbytnost předpokladu nesoudělnosti č́ısel mi

v Č́ınské větě o zbytćıch ve skriptech.

Úloha 2.4. Uváž́ıme čtyři šestice:
Z = (Z,+,−, ·, 0, 1) celá č́ısla s obvyklými operacemi a vybranými prvky,
Z7 = (Z7,+,−, ·, 0, 1) celá č́ısla modulo 7 s obvyklými operacemi a prvky,
Z2 = (Z2,+,−, ·, (0, 0), (1, 1)) dvojice s operacemi a prvky definovanými po složkách na Z

M2 = (Z2×2
7 ,+,−, ·,

(
0 0
0 0

)
,

(
1 0
0 1

)
) matice 2× 2 nad Z7 s obvyklými operacemi a prvky .

(a) Načrtněte d̊ukaz, že všechny šestice tvoř́ı okruh (tj. přesně uved’te, co všechno je třeba ověřit),

(b) rozhodněte, které ze šestic tvoř́ı komutativńı okruh,

(c) rozhodněte, které ze šestic tvoř́ı obor,

(d) rozhodněte, které ze šestic tvoř́ı těleso.

Úloha 2.5. Rozhodněte pro podmnožiny tělesa komplexńıch č́ısel C = (C,+,−, ·, 0, 1):
R1 = {a+ b

√
2 : a, b ∈ Z}, R2 = {a+ b

√
2 + c

√
3 : a, b, c ∈ Z},

R3 = {a+ b
√
2 : a, b ∈ Q}, R4 = {a+ b 3

√
2 + c 3

√
4 : a, b ∈ Q}.

(a) které ze šestic Ri = (Ri,+,−, ·, 0, 1), i = 1, . . . , 4, tvoř́ı podokruhy okruhu C,

(b) které z šestic R1, R2, R3 tvoř́ı podtělesa tělesa C.

Úloha 2.6. Je-li Z[i] = {a+ bi ∈ C : a, b ∈ Z} a Q[i] = {a+ bi ∈ C : a, b ∈ Q}, ověřte, že



(a) Z[i] = (Z[i],+,−, ·, 0, 1) a Q[i] = (Q[i],+,−, ·, 0, 1) jsou podokruhy tělesa komplexńıch č́ısel,

(b) Z[i] je obor integrity a Q[i] je těleso,

(c) zobrazeńı f(a1+a2i
b1+b2i

) = a1b1+a2b2
b21+b22

+ a2b1−a1b2
b21+b22

i je dobře definovaný izomorfismus pod́ılového tělesa

oboru Z[i] na těleso Q[i].

A na závěr záplava úloh pro zábavu i poučeńı:

Úloha 2.7. Spoč́ıtejte (a) 10099
98
mod 39, (b) 10099

98
mod 40.

Úloha 2.8. Určete posledńı dvě cifry č́ısla 999888
777

a posledńı tři cifry č́ısla 24919.

Úloha 2.9. Dokažte, že pro každé prvoč́ıslo p ̸= 2 plat́ı p | 1p + 2p + 3p + . . .+ pp.

Úloha 2.10. Dokažte, že

(a) 13 děĺı 2332 + 2933 + 3634,

(b) 9 | 4n + 6n− 1 pro každé n přirozené.

Úloha 2.11. Najděte všechna x ∈ Z splňuj́ıćı 265x ≡ 16 (mod 11).

Úloha 2.12. Najděte všechna x ∈ Z, pro která plat́ı

{
13x ≡ 15 (mod 27)

2x ≡ 1 (mod 3).

Úloha 2.13. Najděte všechna x ∈ Z splňuj́ıćı

(a) x2 ≡ 1 (mod 3), x2 ≡ 1 (mod 7).

(b) x2 ≡ −1 (mod 66).

(c) x2 ≡ −1 (mod 65).

Úloha 2.14. Najděte všechna x ∈ Z, pro která plat́ı

{
3x ≡ 1 (mod 13)

3x ≡ 1 (mod 13).

Úloha 2.15. Najděte všechna x, y ∈ Z splňuj́ıćı x6 + x+ xy ≡ 1 (mod 7).

Úloha 2.16. Najděte všechna x ∈ {0, 1, . . . , 76} splňuj́ıćı x2 + 8x ≡ 62 (mod 77).

Úloha 2.17.⋆ Ověřte, že R4 z 2.5 tvoř́ı podtěleso tělesa C.

Úloha 2.18. Rozhodněte, zda množiny S1 = {a + b 3
√
2 : a, b ∈ Z} a S2{a + bζ : a, b ∈ Z}, kde

ζ = eπi/4, tvoř́ı nosné množiny podokruh̊u tělesa komplexńıch č́ısel (C,+,−, ·, 0, 1).

Úloha 2.19.⋆ Jestliže alespoň dvouprvkovou množinu X označ́ıme P (X) = {Y : Y ⊆ X}
△,−,∩, ∅, X) a pro každé A,B ∈ P (X) je A△B = (A ∪ B) \ (A ∩ B) (tedy △ je operace sy-
metrické diference) a −A = A, rozhdoněte, zda šestice (P (X),△,−,∩, ∅, X) tvoř́ı komutativńı
okruh nebo obor.
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