3 Dobre rozlozeny polynom — hnojivo algebry

Zadani
Verze ze dne 10. bfezna 2024

Cile cviceni: Tentokrat se podivame na otazku délitelnosti, algoritmus déleni a proces rozkladani
v okruzich polynomu. V§imneme si, ze déleni se zbytkem celych ¢isel a realnych polynomu fun-
guje obdobné také v obecnych okruzich polynomi, a nad nékterymi télesy se polynomy naucime
rozklddat na sou¢in déle nerozlozitelnych polynomu. Na zavér se podivame na kvadratickd rozsitent,
na nichz budeme zkoumat délitelnost priste.

Ijlohy, které bychom urcité méli umét resit:
Uloha 3.1. Délte se zbytkem polynomy

a) 2t + 323 +4a? +x+ 3 ax’+2v Z[z],

(a)
(b) a4+ 32° + 42 + x4+ 3 a 2® + 2 v Zs[x],
(c) 20+ + 2"+ 5+ 23+ +rax+1vZz,
(d) " —1aaz™ —1 v oboru Z[z].

Uloha 3.2. Dokaite pomoci (d), ze x™ — 1| a™ — 1 v Z[x] pravé tehdy, kdyz m | n.

Pripomenme, ze prvek a se nazyva ireducibilni, pokud a # 0, a neni invertibilni a pro kazdy rozklad
a = be plati b || 1 nebo ¢ || 1.

Uloha 3.3. Dokaite, ze vSechny ireducibilni polynomy v R[z] maji stupen < 2.

Uloha 3.4. Spocitejte v oborech Clz], R[z], Q[z], Zs[x] a Zs[x] ireducibilni rozklady polynomt
3 =2, 2t —2* — 2= (2 +1)(2* — 2).

Uloha 3.5. Najdéte vSechny ireducibilni polynomy nad Z, stupné nejvyse 3.

Uloha 3.6. Porovnejte pomoci inkluze podobory télesa komplexnich ¢isel a ukazte, které z inkluzi
jsou ostré:

() Z[V6], Z[vV24), Z[V2, V3],
(b) Q[VE], Q[v24], Q[v2, V3],
(c) Z[V2,V3], Z[V2 + V3], Q[v2, V3] a Q[v2 + V3],

A ted néco pro zlepseni nalady:
Uloha 3.7. Najdéte vSechny ireducibilni polynomy nad Z, stupné 4.

Uloha 3.8. Dokaite, 7e pro kazdé t € Q a f(z) € Q[x] plati, Ze je f(x) ireducibilni v Q[z|, pravé
kdyz je f(x +t) ireducibilni v Q[z].



Uloha 3.9. Najdéte nenulovy polynom f € Z[x] co nejmensiho stupné takovy, ze ¢isla 1 a i jsou

jeho kofenem a f(3) = f(4).

Uloha 3.10. Je-li p prvoéislo a 7y = 7y \ {0}, dokazte, ze v oboru Z,|x] plati
(a) o —j deli zP~" — 1 pro kazdé j € Z7,
(b) 21 =1 = [T, (0 — ).

Uloha 3.11* Nechf jsou p, g dvé ruzna liché prvocisla.

(a) Dokazte, ze ma polynom z* + 3z% + 2z v okruhu Z,, pravé 9 korent.

(b) Rozhodnéte, zda existuji a, b € Z,,, aby mél polynom z? +az +b v okruhu Z,, préavé 3 koreny.

Uloha 3.12. Najdéte polynom f € Z1s]x] stupné 3, ktery mé aspon 9 ruznych kotrenu v okruhu
Zys.

Uloha 3.13. Bud T téleso, f € T[y] a h € T[z,y]. Dokazte, 7e (x — f) | h v T|x,y] préavée tehdy,
kdyz h(f,y) = 0.

Uloha 3.14. Bud u € T kofen polynomu f = o fixt € Tx], jehoz absolutni ¢len je nenulovy.
Vyjéadiete u~! jako linedrni kombinaci mocnin prvku u (s nezdpornym exponentem).

Uloha 3.15. Dokaite, Ze rtzné polynomy urcuji nad nekoneénym télesem riuzna polynomidlni
zobrazeni.

Uloha 3.16. Popiste prvky obori Q[/s] a Q(/5) pro s € Z \ {0}. Jsou totozné?

Uloha 3.17. Dokazte peclive, ze prvookruh je skuteéné podokruhem. Co je prvokruhem podokruhu

ZIVT a QVT)?
Uloha 3.18. Rozhodnéte, zda je polynom z* + 22 + 1 ireducibilni v oboru Zs[z].
Uloha 3.19. Najdéte vSechny ireducibilni polynomy stupné nejvyse 3 v Zs [z]

Uloha 3.20. Najdéte v Z[z] ireducibilni polynom, jehoz kofenem je éislo a = e™/3,
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