
3 Dobře rozložený polynom – hnojivo algebry

Řešeńı
Verze ze dne 10. března 2024

Ćıle cvičeńı: Tentokrát se pod́ıváme na otázku dělitelnosti, algoritmus děleńı a proces rozkládáńı
v okruźıch polynomů. Všimneme si, že děleńı se zbytkem celých č́ısel a reálných polynomů fun-
guje obdobně také v obecných okruźıch polynomů, a nad některými tělesy se polynomy nauč́ıme
rozkládat na součin dále nerozložitelných polynomů. Na závěr se pod́ıváme na kvadratická rozš́ı̌reńı,
na nichž budeme zkoumat dělitelnost př́ı̌stě.

Úlohy, které bychom určitě měli umět řešit:

Úloha 3.1. Dělte se zbytkem polynomy

(a) x4 + 3x3 + 4x2 + x+ 3 a x2 + 2 v Z[x],

(b) x4 + 3x3 + 4x2 + x+ 3 a x2 + 2 v Z5[x],

(c) x10 + x9 + x7 + x5 + x3 + x2 + x a x+ 1 v Z2[x],

(d) xn − 1 a xm − 1 v oboru Z[x].

Řešeńı. (a) Postupujeme standardně algoritmem děleńı se zbytkem:

x4 +3x3 +4x2 +x +3 : x2 + 2 = x2 + 3x+ 2
−x4 −2x2

= 3x3 2x2 +x +3
−3x3 −6x

= 2x2 −5x +3
−2x2 −4

−5x −1

Spoč́ıtali jsme, že x4 + 3x3 + 4x2 + x+ 3 = (x2 + 3x+ 2)(x2 + 2)− (5x+ 1) v Z[x],

(b) V oboru v Z5[x] stač́ı předchoźı výsledek upravit modulo 5, proto dostaneme

x4 + 3x3 + 4x2 + x+ 3 = (x2 + 3x+ 2)(x2 + 2) + 4.

(c) Stejným postupem jako v (a) ovšem s poč́ıtáńım modulo 2 snadno spočteme, že

x10 + x9 + x7 + x5 + x3 + x2 + x = (x9 + x6 + x5 + x2 + 1)(x+ 1) + 1.

(d) Nejprve vyděĺıme se zbytkem n = qm+r v N, kde 0 ≤ r < m a poté nahlédneme (třeba pomoćı
děleńı se zbytkem polynomů), že

xqm − 1 = (xm − 1)

q−1∑
i=0

xim,

xn − xr = xr(xqm − 1) = (xm − 1) · xr

q−1∑
i=0

xim,



a proto

xn − 1 = (xm − 1) · (xr

q−1∑
i=0

xim) + xr − 1.

Tedy dostáváme pod́ıl xr
∑q−1

i=0 x
im =

∑q−1
i=0 x

im+r a zbytek xr − 1.

Úloha 3.2. Dokažte pomoćı 3.1(d), že xm − 1 | xn − 1 v Z[x] právě tehdy, když m | n.

Řešeńı. Vid́ıme, že xm − 1 | xn − 1, právě když xr − 1 = 0, což nastává právě tehdy, když r = 0,
což je ekvivalentńı podmı́nce m | n.

Připomeňme, že prvek a se nazývá ireducibilńı, pokud a ̸= 0, a neńı invertibilńı a pro každý rozklad
a = bc plat́ı b ∥ 1 nebo c ∥ 1.

Úloha 3.3. Dokažte, že všechny ireducibilńı polynomy v R[x] maj́ı stupeň ≤ 2.

Řešeńı. Necht’ f ∈ R[x]. Pokud je f lichého stupně, v́ıme že má reálný kořen α, proto (x− α) | f
v oboru R[x] a f je v R[x] ireducibilńı, právě když deg(f) = 1. Je-li f sudého stupně, pak sice
reálný kořen mı́t nemuśı, ale pokud má komplexńı kořen α ∈ C \ R, pak má za kořen i ᾱ. Součin
(x− α)(x− ᾱ) | f v C[x] a zároveň (x− α)(x− ᾱ) = x2 + 2Re(α) + |α|2 ∈ R[x].

Úloha 3.4. Spoč́ıtejte v oborech C[x], R[x], Q[x], Z3[x] a Z5[x] ireducibilńı rozklady polynomů
x3 − 2, x4 − x2 − 2 = (x2 + 1)(x2 − 2).

Řešeńı. V C[x] se všechny polynomy rozkládaj́ı na kořenové činitele, které v našem př́ıpadě snadno
spoč́ıtáme:
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(x− e2πij/3
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√
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√
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4
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x4 − x2 − 2 = (x+ i)(x− i)(x+
√
2)(x−

√
2).

V oboru R[x] slouč́ıme podle pozorováńı předchoźı úlohy ryze komplexńı kořeny polynomů do
ireducibilńıho faktoru stupně 2:

x3 − 2 = (x− 3
√
2)(x2 +

3
√
2x+

3
√
4), x4 − x2 − 2 = (x2 + 1)(x+

√
2)(x−

√
2).

V oboru Q[x] se muśıme pomoćı součinu zbavit faktor̊u z R[x] obsahuj́ıćı iracionálńı koeficienty, to
znamená, že x3−2 je ireducibilńı (také si můžeme ekvivalentně uvědomit, že nemá žádné racionálńı
kořeny) a x4 − x2 − 2 = (x2 + 1)(x2 − 2).

Nyńı se pod́ıváme na rozklady nad konečnými tělesy. Nejprve uprav́ıme polynom x3 − 2 i rozklad
x4 − x2 − 2 = (x2 + 1)(x2 − 2) modulo prvoč́ıslo 3 a 5, a protože jsou všechny uvažované faktory
stupně nejvýše 3, stač́ı z nich vytknout kořenové činitele. Tedy

x3 − 2 = x3 + 1 = (x+ 1)3, x4 − x2 − 2 = (x2 + 1)(x2 + 1) = (x2 + 1)2 ∈ Z3[x],

x3−2 = x3+3 = (x+2)(x2+3x+4), x4−x2−2 = (x2+1)(x2+3) = (x+2)(x+3)(x2+3) ∈ Z5[x].

Úloha 3.5. Najděte všechny ireducibilńı polynomy nad Z2 stupně nejvýše 3.

Řešeńı. Nulové ani konstantńı polynomy nad tělesem z definice nejsou ireducibilńı. Protože je
polynom kladného stupně nad tělesem ireducibilńı, právě když ho nelze napsat jako součin dvou
polynomů kladného stupně, a protože v́ıme, že deg(ab) = deg(a) + deg(b) pro všechny nenulové
polynomy a, b, jsou oba polynomy stupně 1, tedy x, x + 1 jistě ireducibilńı. Dále si uvědomı́me,
že polynomy stupně 2 a 3 jsou ireducibilńı, právě když nemaj́ı faktor stupně 1, což nastává právě



tehdy, když nemaj́ı kořen. Protože polynom má kořen 0, právě když má nulový absulutńı člen a nad
Z2 má kořen 1, právě když obsahuje sudý počet nenulových monomů xj, hledáme právě polynomy
s absolutńım členem 1 a lichým počtem nenulových monomů, jimž jsou právě polynomy x2+x+1,
x3 + x+ 1, x3 + x2 + 1. Existuje tedy právě 5 ireducibilńıch polynomů nad Z2 stupně nejvýše 3:

x, x+ 1, x2 + x+ 1, x3 + x+ 1, x3 + x2 + 1.

Úloha 3.6. Porovnejte pomoćı inkluze podobory tělesa komplexńıch č́ısel a ukažte, které z inkluźı
jsou ostré:

(a) Z[
√
6], Z[

√
24], Z[

√
2,
√
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√
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√
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√
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√
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√
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Řešeńı. (a) Protože
√
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Naopak, rovnice
√
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√
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2
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(b) Stejná argumentace jako v (a) nám tentokrát dává Q[
√
6] = Q[

√
24] ⊆ Q[

√
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3], protože√
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(c) Nejprve si všimneme, že pokud a =
√
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3, pak
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2
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√
3 = 3a− a2 − 5

2
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a, b, c, d ∈ Z}, kde inkluze ⊆ plyne z uzavřenosti množiny vpravo na operace, a inkluzi dostáváme
z rovnosti

√
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√
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√
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√
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a zbývá si rozmyslet, že např́ıklad
√
6 ̸∈ Z[

√
2 +

√
3]. Uváž́ıme nejprve pro libovolné i = 0, 1,
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√
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pak je d vždy sudé, což znamená, že pro každý prvek a + b
√
2 + c

√
3 + d

√
6 ∈ Z[

√
2 +

√
3] je d

nutně sudé, tud́ıž
√
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A ted’ něco pro zlepšeńı nálady:

Úloha 3.7. Najděte všechny ireducibilńı polynomy nad Z2 stupně 4.



Řešeńı. Využijeme zjǐstěńı 3.5, kde jsme nahlédli, že nerozložitelný polynom nutně obsahuje abso-
lutńı členem 1 a lichý počet nenulových monomů a nav́ıc si všimneme, že nesmı́ být součinem dvou
ireducibilńıch polynomů stupně 2. Protože x2+x+1 je jediný ireducibilńı polynom stupně 2, jediný
rozložitelný polynom stupně 4 splňuj́ıćı předchoźı dvě podminky je polynom x4+x2+1 = x2+x+1)2.
Tedy polynomy x4+x+1, x4+x3+1, x4+x3+x2+x+1 jsou právě všechny ireducibilńı polynomy
stupně 4 nad Z2.

Úloha 3.8. Dokažte, že pro každé t ∈ Q a f(x) ∈ Q[x] plat́ı, že je f(x) ireducibilńı v Q[x], právě
když je f(x+ t) ireducibilńı v Q[x].

Řešeńı. Nejprve si všimneme, že pro libovolnou trojici polynomů a, b, s ∈ Q[x] plat́ı pro substituci
s za neznámou x do polynomů a, b, že (a · b)(s) = a(s) · b(s). Nav́ıc jsou-li polynomy a, s nenulové,
pak deg(a(s)) = deg(a) · deg(s).
Je-li tedy polynom f rozložitelný, existuj́ı polynomy a, b ∈ Q[x] kladného stupně, pro něž f = a · b,
proto

f(x− t) = a(x− t) · b(x− t), kde deg(a(x− t)) = deg(a) > 0, deg(b(x− t)) = deg(b) > 0,

tedy polynom f(x − t) je rozložitelný. Naopak, je-li f(x − t) rozložitelný, existuj́ı c, d ∈ Q[x]
kladného stupně pro něž f(x− t) = c · d, a tud́ıž

f = f((x+ t)− t) = c(x+ t) · d(x+ t) pro deg(c(x+ t)) = deg(c) > 0, deg(d(x+ t)) = deg(d) > 0.

Dokázali jsme obměnu požadované ekvivalence.

Úloha 3.9. Najděte nenulový polynom f ∈ Z[x] co nejmenš́ıho stupně takový, že č́ısla 1 a i jsou
jeho kořenem a f(3) = f(4).

Řešeńı. Protože f(i) = 0, plyne z úvahy řešeńı 3.3, že x2 +1 = (x+ i)(x− i) je ireducibilńı faktor
hledaného polynomu f v R[x], a protože je vedoućı koeficient x2+1 invertibilńı v Z, jedná se o faktor
f v oboru Z[x]. Podobně (x−1) děĺı polynom f , nebot’ 1 je jeho kořenem. Proto g = (x−1)(x2+1)
děĺı polynom f a zkuśıme naj́ıt takový celoč́ıselný lineárńı polynom ax + b, aby f = (ax + b)g a
platilo posledńı podmı́nka f(3) = f(4):

60a+ 20b = 20(3a+ b) = (3a+ b)g(3) = f(3) = (4a+ b)g(4) = 51(4a+ b) = 204a+ 51b.

Odtud dostáváme lineárńı rovnici 144a + 31b = 0, která má celoč́ıselné řešeńı např́ıklad a = −31,
b = 144. Nyńı zbývá dopoč́ıtat:

f = (−31x+144)(x−1)(x2+1) = (−31x2+175x−144)(x2+1) = −31x4+175x3−175x2+175x−144.

Úloha 3.10. Je-li p prvoč́ıslo a Z∗
p = Zp \ {0}, dokažte, že v oboru Zp[x] plat́ı

(a) x− j děĺı xp−1 − 1 pro každé j ∈ Z∗
p,

(b) xp−1 − 1 =
∏

j∈Z∗
p
(x− j).

Řešeńı. (a) Necht’ j ∈ Z∗
p. Z malé Fermatovy věty v́ıme, že jp−1 ≡ 1 (mod p), proto je j kořenem

polynomu xp−1 − 1, což podle tvrzeńı 3.3 z přednášky znamená, že (x− j) | xp−1 − 1.

(b) Využijeme toho, že jsme si v (a) uvědomili, že všechna j ∈ Z∗
p jsou kořeny polynomu xp−1 − 1

a okamžitě vid́ıme, že všechna j ∈ Z∗
p jsou i kořenem polynomu

∏
j∈Z∗

p
(x− j). Oba polynomy jsou

stupně p− 1 a maj́ı stejný vedoućı koeficient 1, proto je jejich rozd́ıl polynom stupně menš́ıho než
p − 1, který má p − 1 r̊uzných kořen̊u. Podle věty 3.4 se nutně jedná o nulový polynom a tud́ıž
xp−1 − 1 =

∏
j∈Z∗

p
(x− j).



Úloha 3.11.⋆ Necht’ jsou p, q dvě r̊uzná lichá prvoč́ısla.

(a) Dokažte, že má polynom x3 + 3x2 + 2x v okruhu Zpq právě 9 kořen̊u.

(b) Rozhodněte, zda existuj́ı a, b ∈ Zpq, aby měl polynom x2+ax+b v okruhu Zpq právě 3 kořeny.

Řešeńı. (a) Nejprve si všimneme, že f = x3 +3x2 +2x = x(x+1)(x+2), tedy pro polynom plat́ı,
že má v Zp i Zq právě kořeny 0,−1,−2. Protože p, q > 2 jedná se v obou př́ıpadech o tři r̊uzné
kořeny a pomoćı kongruenćı můžeme pozorováńı zapsat ve tvaru

f(ξ) ≡ 0 (mod p) & f(ξ) ≡ 0 (mod q) ⇔ ∃a, b ∈ {0,−1,−2} :

{
ξ ≡ a (mod p)

ξ ≡ b (mod q)
.

Nyńı nám Č́ınská věta o zbytćıch zaručuje pro každou volbu a, b ∈ {0,−1,−2} existenci právě
jednoho ξ ∈ Zpq splňuj́ıćıho kongruence vpravo, z nichž každé je právě jedńım z kořen̊u polynomu
f v Zpq. Protože dvojic a, b máme 32 = 9, ověřili jsme, že polynom f má právě 9 r̊uzných kořen̊u.

(b) Taková a, b ∈ Zpq neexistuj́ı. Předchoźı úvaha nám ř́ıká, že by polynom musel mı́t např́ıklad v
tělese Zp 3 kořeny (a v tom druhém Zq pak jeden), což pro kvadratický polynom nad tělesem neńı
možné.

Úloha 3.12. Najděte polynom f ∈ Z15[x] stupně 3, který má aspoň 9 r̊uzných kořen̊u v okruhu
Z15.

Řešeńı. Můžeme využ́ıt předchoźı úlohu, která ř́ıká, že požadované vlastnosti má pro p = 3, a
q = 5 polynom x3 + 3x2 + 2x nebo můžeme zvolit např́ıklad polynom x(x+ 2)(x+ 4) a obdobnou
argumentaćı ukázat, že má rovněž 9 kořen̊u.

Úloha 3.13. Bud’ T těleso, f ∈ T [y] a h ∈ T [x, y]. Dokažte, že (x − f) | h v T [x, y] právě tehdy,
když h(f, y) = 0.

Řešeńı. Dı́ky distributivitě násobeńı v́ıme, že (T [x])[y] = T [x, y] = (T [y])[x]. Na h se stač́ı d́ıvat
jako na polynom v proměnné x nad oborem T [y] a použ́ıt Tvrzeńı 3.3 ze skript.

Úloha 3.14. Bud’ u ∈ T kořen polynomu f =
∑n

i=0 fix
i ∈ T [x], jehož absolutńı člen je nenulový.

Vyjádřete u−1 jako lineárńı kombinaci mocnin prvku u (s nezáporným exponentem).

Řešeńı. Protože f0 = −
∑n

i=1 fiu
i, stač́ı rovnost vydělit prvkem f0u, kde u ̸= 0 , protože jde o

kořen polynomu s nenulovým absolutńım členem, č́ımž dostáváme u−1 = −f−1
0

∑n
i=1 fiu

i−1.

Úloha 3.15. Dokažte, že r̊uzné polynomy určuj́ı nad nekonečným tělesem r̊uzná polynomiálńı
zobrazeńı.

Řešeńı. Jsou-li f, g dva r̊uzné polynomy, pak f − g ̸= 0, a proto má f − g nejvýše deg(f − g)
kořen̊u. Uvažované těleso je nekonečné, proto určitě existuje jeho prvek a, který neńı kořenem f−g,
tedy (f − g)(a) ̸= 0 a f(a) ̸= g(a).

Úloha 3.16. Popǐste prvky obor̊u Q[ 3
√
s] a Q( 3

√
s) pro s ∈ Z \ {0}. Jsou totožné?

Řešeńı. Q[ 3
√
s] = Q( 3

√
s) = {a + b 3

√
s + c 3

√
s | a, b, c ∈ Q}, každý polynom p ∈ Q umı́me vydělit

se zbytkem polynomem x3 − s tak, že p = q(x3 − s) + r, kde deg(r) < 3, proto p( 3
√
s) = r( 3

√
s),

pokud je 3
√
s ∈ Q jsou oba obory rovny Q, jinak si všimněme, že x3 − s je ireducibilńı a d́ıky

Eukleidově algoritmu umı́me pro každý nenulový polynom r stupně < 3 naj́ıt a, b ∈ Q[x], pro něž
ar + b(x3 − s) = 1, tedy a( 3

√
)r( 3

√
) = 1 a našli jsme inverzńı prvek a( 3

√
) ∈ Q[ 3

√
s] k prvku r( 3

√
s).

Úloha 3.17. Dokažte pečlivě, že prvookruh je skutečně podokruhem. Co je prvokruhem podokruh̊u
Z[
√
7] a Q[

√
7]?



Řešeńı. Prvokruhem obou podokruh̊u Z[
√
7] a Q[

√
7] je podokruh celých č́ısel Z.

Úloha 3.18. Rozhodněte, zda je polynom x4 + x2 + 1 ireducibilńı v oboru Z5[x].

Řešeńı. Snadno ověř́ıme, že polynom v Z5 nemá kořen, tedy zbývá prověřit možnost, zda jde
rozložit na součin dvou kvadratických polynomů. Po chv́ıli ĺıtého boje zjist́ıme x4 + x2 + 1 =
(1 + x+ x2)(1 + 4x+ x2), tedy polynom neńı ireducibilńı.

Úloha 3.19. Najděte všechny ireducibilńı polynomy stupně nejvýše 3 v Z3[x]

Řešeńı. Postupujeme obdobně jako v 3.5, tedy vezmeme všechny lineárńı polynomy a dále vyb́ıráme
polynomy s nenulovým absolutńım členem (tedy ty bez kořenu 0), jejichž kořen neńı 1 ani 2 = −1
(snáze se poč́ıtaj́ı mocniny s dosazeńım prvku −1). Dostaneme až na přenásobeńı konstantou ze
Z∗

3 právě polynomy:

x, x+ 1, x+ 2, x2 + 1, x2 + x+ 2, x2 + 2x+ 2, x3 + 2x+ 1, x3 + 2x+ 2, x3 + x2 + 2,

x3 + 2x2 + 1, x3 + x2 + x+ 2, x3 + x2 + 2x+ 1, x3 + 2x2 + x+ 1, x3 + 2x2 + 2x+ 2.

Úloha 3.20. Najděte v Z[x] ireducibilńı polynom, jehož kořenem je č́ıslo a = eπi/3.

Řešeńı. Vı́me, že plat́ı a3 = −1, tedy a je kořenem polynomu x3 + 1, který má ale za kořen i č́ıslo
−1, tedy hledaným polynomem x2 − x+ 1 = (x3 + 1)/(x+ 1).
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