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Ćıle cvičeńı: Dnes se pust́ıme do děleńı a rozklad̊u v kvadratických rozš́ı̌reńıch celých č́ısel.
U některých z nich budeme umět s využit́ım normy dokonce dělit se zbytkem a poč́ıtat největš́ı
společné dělitele. Cvičeńı zakonč́ıme výhledem do světa ideál̊u a kupodivu se nám v něm děleńı
bude docela hodit.

Úlohy, které bychom určitě měli umět řešit:

Úloha 4.1. Vydělte se zbytkem č́ıslo α č́ıslem β

(a) v oboru Z[i], jestliže α = 5 + 7i, β = 3− i,

(b) v oboru Z[i], jestliže α = 3 + 2i, β = 1 + i,

(c) v oboru Z[
√
2i], jestliže α = 4, β = 1−

√
2i,

(d) v oboru Z[
√
2i], jestliže α = 1 + 4

√
2i, β = 3 +

√
2i

Všimněme si, že máme-li v obecném oboru posloupnosti nenulových prvk̊u {a}ni=0 a {q}ni=1, pro niž
plat́ı ai+1 = ai−1 − qiai pro i = 1, . . . , n a an | an−1, pak

an = NSD(an, an−1) = · · · = NSD(ai, ai−1) = · · · = NSD(an, an−1),

což znamená, že pokud pomoćı obdoby děleńı se zbytkem z tvrzeńı 4.4 využ́ıvaj́ıćıho normu na oboru
Z[
√
s] úspěšně proběhne Eukleid̊uv algoritmus (tj, posledńı zbytek je 0), dostaneme na výstupu

největš́ı společný dělitel.

Úloha 4.2. Najděte největš́ı společné dělitele

(a) NSD(3 + i, 4 + 2i) v oboru Z[i],

(b) NSD(3 + 4i, 7 + 2i) v oboru Z[i],

(c) NSD(6− 3
√
3, 3 +

√
3) v oboru Z[

√
3].

Úloha 4.3. Spoč́ıtejte ireducibilńı rozklady prvk̊u

(a) 3, 5, 6, 10− 6i v Z[i],

(b) 2, 3 v Z[
√
2i].

Úloha 4.4. Najděte a ∈ N tak, aby byl hlavńı ideál aZ oboru celých č́ısel roven ideálu

(a) 2Z ∩ 3Z,

(b) 2Z+ 3Z,

(c) 28Z+ 63Z,

(d) 15Z+ 18Z+ 40Z,



(e) (−28)Z ∩ (−63)Z.

Úloha 4.5. At’ R je obor hlavńıch ideál̊u (např́ıklad eukleidovský obor). Dokažte, že pro zadaná
a, b ∈ R je aR ∩ bR = cR a aR + bR = dR, kde c = nsn(a, b) a d = NSD(a, b).

Úloha 4.6. Necht’ R = Z[i]. Najděte a, b ∈ R taková, že

aR = (3 + i)R + (4 + 2i)R a bR = (3 + i)R ∩ (4 + 2i)R.

A ted’ něco na konec cvičeńı a následnou afterparty:

Úloha 4.7. Vysvětlete následuj́ıćı
”
rozpor“:

• V oboru Z[i
√
3] plat́ı (−2)2 = (i

√
3+1)(i

√
3− 1), a proto se nejedná o obor s jednoznačným

rozkladem (tj. Gauss̊uv obor).

• V oboru Z[
√
2] plat́ı

√
2
√
2 = (−4+3

√
2)(4+3

√
2), a přesto se jedná o obor s jednoznačným

rozkladem.

Úloha 4.8. Vysvětlete, proč např́ıklad pro prvky
√
5 + 1 a 2 v oboru Z[

√
5] Eukleid̊uv algoritmus

selže. Jak dopadne Eukleid̊uv algoritmus v témže oboru pro prvky 1− 2
√
5 a 2?

Úloha 4.9. Spoč́ıtejte

(a) ireducibilńı rozklady prvk̊u 7, 9 + 3i v oboru Z[i],

(b) NSD(3 + 6i, 12− 3i), NSD(5 + 3i, 13 + 18i) v oboru Z[i],

(c) ireducibilńı rozklady prvk̊u 3− i
√
2 a 5− i

√
2 v oboru Z[i

√
2],

(d) ireducibilńı rozklady prvku 3 +
√
2 a 3− 8

√
2 v oboru Z[

√
2].

Úloha 4.10. Najděte v oboru Z[
√
3] nekonečně mnoho invertibilńıch prvk̊u.

Úloha 4.11. Najděte generátory hlavńıch ideál̊u aR + bR a aR ∩ bR, pokud

(a) R = Z[i], a = 3 + 4i, b = 7 + 2i,

(b) R = Z[
√
3], a = 6− 3

√
3, 3+

√
3, zde můžete bez d̊ukazu použ́ıt fakt, že je Z[

√
3] eukleidovský

obor.

Úloha 4.12. Necht’ S = Z[x] a uvažujme ideály I = 2S + xS a J = 3S + xS. Ukažte, že:

1. I, J nejsou hlavńı ideály.

2. množina {ab | a ∈ I, b ∈ J} netvoř́ı ideál v okruhu S.

Úloha 4.13. Najděte v okruhu polynomů R = Z5[x, y] ideál, který neńı hlavńı.

Úloha 4.14. Bud’ R komutativńı okruh a a ∈ R splňuj́ıćı an = 0. Dokažte, že je prvek 1 − a
invertibilńı v R. Plat́ı toto tvrzeńı i v okruźıch s nekomutativńım násobeńım?

Úloha 4.15.⋆ Rozhodněte, pro která s, t ∈ Z plat́ı
√
s ∈ Z[

√
t]. Uvažujte s, t taková, že nejsou

dělitelná čtvercem prvoč́ısla.
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