4 Pres kvadraticka rozsireni vzhuru k idealum!

Resen{
Verze ze dne 13. biezna 2024

Cile cviceni: Dnes se pustime do déleni a rozkladu v kvadratickych rozsitenich celych cisel.
U nékterych z nich budeme umét s vyuzitim normy dokonce délit se zbytkem a pocitat nejvetsi
spoleéné délitele. Cviceni zakonéime vyhledem do svéta idedlu a kupodivu se ndm v ném déleni
bude docela hodit.

I:Tlohy, které bychom urcité méli umét resit:
Uloha 4.1. Vydélte se zbytkem ¢islo av ¢islem

(a) v oboru Z[i], jestlize « =5+ Ti, =3 — i,

(b) v oboru Z[i], jestlize a = 34 2i, B =1+ 1,

(¢) v oboru Z[v/2i], jestlize o = 4, f =1 — /24,

(d) v oboru Z[v/2i], jestlize o = 1 4 4v/2i, B = 3 + \/2i
Reseni. (a) Nejprve v komplexnich &slech spocitdame podil

o 547  (5+7) (3+i) 8+26i 4 13

— — — —

B 3—i (3—i)-(3+4) 10 5 5

Nyni budeme hodnotu % + %z aproximovat Gaussovym celym ¢islem ~ vSimneme si, ze pokud

dostaneme ||y — §||* < 1, bude mit zbytek v - § — o mensi normu nez v(8) = 3 + 1> = 10 délitele
8 = 3 —i. Dostavame tak tfi mozné vysledky:

a=(143i)- 8+ (—1—1) pro volbu aproximace v = 1 + 3i (kde v(—1 —1i) =2 < 10),
a = (1+42i)- B+ (2¢) pro volbu v =1+ 2i (kde v(2i) =4 < 10) a
a=3i- [+ (2—2i) pro volbu v = 3i (kde (2 — 2i) = 8 < 10).

(b) Stejné jako v (a) aproximujeme podil § = 220 — 1 4 37 a dostaneme tentokrat dokonce 4
mozné vysledky: 3+2i =2-4+1=3-+(—1)=2—14)-f+i=(3—1)- 5 —1, pro které je

norma zbytku mens{ nez norma v(3) = 12 + 12 = 2 délitele 8 =1 + 1.
(¢) Postupujeme podobné jako v predchozi tloze, tedy budeme aproximovat podil v komplexnim

oboru pomoci prvku oboru Z[y/—2] s pouzitim normy v(a 4 bv/2) = |a® + 20%| = a® + 2b%. Nejprve
spocitame podil

4 4+ (14 /2i) 44 4+/2i 4+4\/§,
f— = = — - 1.
1-v2i  (1-+2i)-(1+v2i) 1°+2-12 3 3
Oba koeficienty % aproximujeme nejblizéf hodnotou 1 a dostavame podil 1 + v/2i a zbytek 1 =

4 — (1 ++/2i) - (1 ++/24). Spocitali jsme, ze 4 = (1 +/2i)(1 — v/2i) + 1 a vidime, ze v(1) = 1 <
v(1—+/2i) =12 + 212 = 3.

(d) Opét spocteme podil

1+4\/§i_(1+4\/§i)-(3—\/§i)_(1+4\/§i)-(3—\/§i)_11—11\/§i_1+\/§i
34+vV2i  (3+V2i)-(3-V20) 324212 T '

Protoze tato hodnota uz lezi v Z[v/2i], je zbytek nulovy a plati, ze (1+4v/24) = (3-+/2i)- (14+/24).




S S : . : , . n n .
Vsimnéme si, ze médme-li v obecném oboru posloupnosti nenulovych prvku {a}?, a {¢}", pro niz
plati a;41 = a;_1 — qa; proi=1,...,naa, | a,_1, pak

a, = NSD(ap, ap—1) = -+ = NSD(a;,a;—1) = --- = NSD(an, Gn_1),

coz znamena, ze pokud pomoci obdoby déleni se zbytkem z tvrzeni 4.4 vyuzivajictho normu na oboru
Z[\/s] tspésné probéhne Eukleiduv algoritmus (tj, posledni zbytek je 0), dostaneme na vystupu
nejvetsi spoleény délitel.

Uloha 4.2. Najdéte nejvétsi spolecné délitele

(a) NSD(3+ 4,4 + 2i) v oboru Z[i],
(b) NSD(3 + 44,7 + 2i) v oboru Z[i,
(c) NSD(6 — 3v/3,3 4+ v/3) v oboru Z[/3].

Reseni. Postupujeme standardné pomoci Eukleidova algoritmu a pocéitame zbytky po déleni.

4427 _ 14 2

(a) Zvolime pocdtecni hodnoty ag = 4 + 2i, a1 = 3 + 7 a poté spocitdme To= = {5 — f5i. Nynf

zvolime nejblizsi Gaussovo celé ¢islo 1 a spocitame zbytek as =4 4+ 2i — 1(3+14) = 1 + 1.

Opét délime 2+ =2 — i € Z[i], tedy zbytek ag = 0 a NSD(3 4,4 4 2i) = ay = 1 + i,

(b) I tentokrat bychom mohli postupovat Eukleidovym algoritmem, ale protoze vime, ze obor Z][i]
Eukleiduv, muzeme postupovat efektivnéji. Pfipomeneme si dulezitou vlastnost normy v na kvad-
ratickych rozsitenich celych éisel, totiz ze zachovava nésobeni: v(a - b) = v(a) - v(b). To oviem
znamend, ze pro kazdy deélitel ¢ | a v kvadratickém rozsiteni plati, ze v(c) | v(a), specidlné
v(NSD(a, b)) | NSD(v(a), v(b)).
V nasem pifpadé snadno spocitame, ze v(3 + 4i) = 32+ 42 = 25, a v(7 + 2i) = 7> + 22 = 53, a
protoze NSD(25,53) = 1 nutné plati, ze NSD(3 + 44,7 + 2i) = 1.
(c) T tentokrat vyuzijeme tivahu z (b), jen tentokrat pracujeme s odlisnou normou v(a + bv/3) =
la? — 3b?|. Sice spocitame, ze (6 —3v/3) = [62 —3-3% =9, a v(34++/3) = |92 —3-1%| = 6, coz neni
nesoudélné, ale pripadny netrivialni nejvétsi spoleény délitel musi mit normu 3. Snadno ovéiime,
ze prvek /3 normy 3 je opravdu spoleény délitel, protoze

6—3V3=v3(-3+2V3), 3+V3=V3(1+3+V3).
Pokud véifme, zZe je nas obor Z[v/3] Eukleidiiv (na pfednasce to bylo zminéno, ale nikoli dokézano),
jsme tfm hotovi v/3 = NSD(6 — 3v/3,3 ++/3) v Z[V/3].
Jsme-li neduvérivi (a to bychom méli byt), zbyva ndm ovérit to, Ze je tento spoleény délitel opravdu
nejvetsi. Mame-li netrividlnf spoleény délitel x4y+/3, uz jsme si véimli, ze v(z4+yv/3) = |22 —3-y%| =
3, proto 3 | 22 — 3 - y?, tedy 3 | % To ovSem znamend, ze 3 | z, proto = + yv/3 = V3(y + £v/3),
kde y + %\/g € Z[\/g], coz znamens, ze V3 | z + yV/3.

Uloha 4.3. Spocitejte ireducibilni rozklady prvki
(a) 3,5, 6, 10 — 6i v Z[i],

(b) 2, 3 v Z[V/2i].

Reseni. Nejprve si vSimnéme, ze je norma na kvadratickych rozsitenich celych ¢isel celociselna,
zachovava nasobeni a normu 1 maji pravé invertibilni prvky, proto je prvek s prvoéciselnou normou
uz nutné ireducibilni.

(a) Na oboru Z[i] mdme normu v(a + bi) = a® + b?. Protoze v(3) = 9, netrividln{ délitel by musel
mit normu 3. OvSem podminka a® + b*> < 3 pro celd a, b, znamend, 7e |al, |b| < 1, tudiz snadnou



diskusi dostdvdme a? 4+ b* € {0,1,2}. To znamena, Zze 3 nemd v Z[i] zadny netrividlni délitel, a
proto je to ireducibilni prvek.

Protoze v(5) = 25, musi mit netrividlni délitel normu 5, tentokrat ovsem (napiiklad) probranim
prvka a + bi splaujicich |al, |b] < 2 dostdavame ireducibilni rozklad 5 = (1 + 2¢)(1 — 2i), kde oba
faktory uz maji prvociselnou normu. Muzeme si navic i v§imnout, ze Eukleiduv algoritmus nam
zjisti, ze NSD(1 + 2i,1 — 2i) = 1, tedy se jedna o neasociované ireducibilni prvky.

6 =2-3v Ziv Z[i, oprvku 3 uz vime, ze je v Z[i] ireducibilni a snadno nahlédneme, ze
2 = (1 +4)(1 — i) je ireducibilni rozklad s faktory normy 2 (tentokrat si muzeme povsimnout,
ze 1 +1i =1i(1 —1), tedy jde o asociované ireducibilni prvky). Nasli jsme ireducibilni faktorizaci
6 =3(1+1)(1—1).

Pro pocitani ireducibilniho rozkladu prvku 10 — 67 vidime, ze muzeme vytknout hodnotu 2, kterou
uz umime ireducibilné rozlozit. Zbyva rozklad prvku 5 — 3¢ normy 34 = 2 - 17. Staci nam tedy
otestovat, zda néjaky prvek normy 2 déli 5 — 3i a spocitat napiiklad, ze 51;?? = 1 — 41. Protoze
v(1 —4i) = 17, jednd se o ireducibilni prvek a my jsme ziskali ireducibilni rozklad

10-6i=2-(5—-30) = (1 +4)(1—d)(1+4)(1—44) = —(1+i)*4+1)

(b) Tentokrat pracujeme s normou v(a + by/2i) = a® + 2b?. Norma &isla 2 je v oboru Z[v/2i] rovna
v(2) = 4, proto jediny mozny netrividlni délitel musi mit normu 2, tedy prvek +i1/2, snadno si
rozmyslime, ze 2 = —(iy/2)? je tudiz ireducibilni rozklad.

Protoze v(3) = 3% = 9, hleddme pifpadné ireducibilni faktory mezi prvky normy 3. Opét tedy
snadno najdeme ireducibilni rozklad 3 = (1 +iv/2)(1 — iv/?2).

Uloha 4.4. Najdéte a € N tak, aby byl hlavni idedl aZ oboru celych ¢isel roven idedlu

a) 27 N 37,

(a)

(b) 2Z + 3Z,
(c) 28Z + 63Z,
)

)

(d) 15Z + 187 + 40Z,
() (—28)Z N (—63)Z.

Reseni. (a) Stacf si véimnout, ze 2ZN3Z obsahuje pravé spoleéné nasobky 2 a 3, tedy je generovan
nejmensim spole¢nym nasobkem 6.

(b) Protoze 1 = 3 — 2 € 2Z + 3Z je tento idedl roven viem nasobkum jednicky, tedy 27 + 3Z = 1Z.

(c) Diky Bezoutovym koeficientum u,v € Z vime, ze
7 = NSD(28,63) = 28u + 63v € 28Z + 63Z,

proto 7Z C 287 + 637Z. Naopak, protoze 28 =7-4 € 7Z a 63 = 7-9 € 7Z, dostavame z definice
idealu, ze 287 + 637 C 77Z. Ovérili jsme, ze 77 = 287 + 637.

(d) Dvojim aplikovanim Bezoutovy rovnosti dostaneme rovnost
1 = NSD(15,18,40) = NSD(NSD(15, 18),40) = NSD(3,40) =40 — 13-3 =40 — 13- 18 + 13 - 15,

kde 3 = NSD(15,18) = 18 — 15. Z rovnosti potom plyne, ze 1 € 15Z + 187 + 40Z a odtud stejné
jako v (b) vidime 1Z = 157 + 18Z + 40Z.

(e) Stejné jako v (a) si uvédomime, Ze hledany generator je nejmensi spolecny ndsobek ¢isel —28 a
—63, tedy (—28)Z N (—63)Z = 2527Z.



Uloha 4.5. A{ R je obor hlavnich idedlu (napiiklad eukleidovsky obor). Dokazte, ze pro zadand
a,b€ RjeaRNOR=cRaaR+ bR =dR, kde c =nsn(a,b) a d = NSD(a,b).

Reseni. Platnosti obou tvrzeni jsme si véimli v pfipadé oboru celych ¢isel. Proved me tedy formalni

dukaz.

Nejprve pripomenme. ze u | v, pravé kdyz vR C uR pro kazdou dvojici prvku u,v € R. Protoze
a,b | cad]| a,b, dostavame inkluze cR C aRNbR a aR, bR C dR. Kazdy idedl, tedy i dR, je
uzavieny na scéitani, tudiz aR + bR C dR.

Protoze jsou podle definice idedly aR N bR i aR + bR hlavni, existuji prvky e, f € R takové, ze
aRNbR = eR, aR+ bR = fR, tedy fR C dR a cR C eR. Protoze f | a,b, tedy jde o spoleény
délitel a,b a d je nejveétsi spoleény délitel, dostavame z definice, ze f | d, tedy dR C fR, a proto
aR+ bR = fR = dR. Podobné a,b | e, tedy jde o spoletny nasobek a,b a ¢ je nejmensi spole¢ny
nasobek, dostavame opét z definice, ze ¢ | e, tudiz eR C cR. To znamend, ze aR N bR = eR = cR.
Uloha 4.6. Nechf R = Z[i]. Najdéte a,b € R takové, Ze

aR=B+i) R+ (4+2i))R a bR=(34+4)RN(4+2i)R.

Reseni. Vyuzijeme vysledek tlohy NSD(3 + 7,4 + 2i) = 1 + ¢, a proto nsn(3 + ¢,4 + 2i) =
%ﬁzl) = 2(2+14)(2 —14) = 10. Protoze z predndsky vime, ze Gaussova celd ¢isla Z[i] predstavujf
eukleidovsky obor, dostdvéame aplikaci tvrzeni z tlohy [4.5] Ze

(1+9)R=B+ iR+ (4+2)R, 10R=(3+1i)RN(4+2i)R.

A ted néco na konec cviceni a naslednou afterparty:
Uloha 4.7. Vysvétlete nasledujici ,rozpor*:

e V oboru Z[iv/3] plati (—2)2 = (iv/3 + 1)(iv/3 — 1), a proto se nejednd o obor s jednoznaénym
rozkladem (tj. Gaussuv obor).

e V oboru Z[v/2] plati v/2v/2 = (—4+3v/2)(4 4 3+/2), a piesto se jedna o obor s jednoznaénym
rozkladem.

Reseni. V prvnim ptipadé snadno spocitame, ze podily —i\/ﬁil, “/f;l

+2 a iv/3+ 1 nejsou asociované, podminka jednoznaénosti ireducibilnich rozklada tak nenf splnéna.

nelezi v Z[iv/3], proto prvky

Obor Z[v/2] je Eukleidiv, protoze v ném méme k dispozici algoritmus délenf se zbytkem snizujici
normu zbytku, a tudiz je podle véty z prednasky i Gaussuv. V uvedeném piipadé si vSimneme,
7e (+4 + 3v2) = V2(3 £ 2V/2), pFicemz 3 + 2v/2 jsou zde invertibilni (maji normu 1), tudiz
(+4 4 3v/2) || (£v2) a zadny rozpor jsme tak neobdrzeli.

Uloha 4.8. Vysvétlete, pro¢ napiiklad pro prvky v/5+1 a 2 v oboru Z[v/5] Eukleidiv algoritmus
selze. Jak dopadne Eukleidiiv algoritmus v témze oboru pro prvky 1 — 2v/5 a 2?

Reseni. Pokud — stejné jako jsme to délali v tloze — vydélime v télese komplexnich ¢isel
@ = %\/54—%, dostdvame mozné aproximace 0, 1, v/5, v/5+1 a odpovidajici zbytky v/5+1, v/5—1,
1—+/5, =1 —+/5, tedy viechno prvky stejné normy, jakou mél prvek 2. Po diskusi (nebo s vyuzitim
argumentu, ze nejvetsi spolecny deélitel danych prvka neexistuje) zjistime, Ze se nam aproximaci
nikdy nepodafi snizit normu zbytku, tedy aplikaci Eukleidova algoritmu nikdy nedostaneme zbytek
0.

Kdyz prvky 1 —2v/5 a 2 vydélime # = % — /5 a aproximujeme podil prvkem —+/5, dostaneme
zbytek 1 = 1—2v/5—2-(—/5), ktery uz déli ¢islo 2, tedy Eukleidav algoritmus skonéf a da spravny

vysledek, tiebaze obor Z[v/5] neni Gaussiv a proto ani eukleidovsky.



Uloha 4.9. Spocitejte

a) ireducibilni rozklady prvku 7, 9 4 3¢ v oboru Z[i],

(a)

(b) NSD(3 + 64,12 — 3i), NSD(5 + 3i, 13 + 18i) v oboru Z{i],

(c) ireducibilni rozklady prvki 3 —iv/2 a 5 — iv/2 v oboru Z[iv/2],
)

(d) ireducibilni rozklady prvku 3 + V2 a 3 —8v/2 v oboru Z[\/§]

Reseni. (a) 7 ma normu 49, ovsem zadné Gaussovo celé ¢islo s normu 7 neexistuje, muselo by byt
tvaru a + bi pro |al,|b| < 2, ale normy takovych ¢isel lezi v mnoziné {0,1,2,5,8}. Tedy 7 je v Z]i
ireducibilni.

Nynf si rozmyslime, ze 9 + 3i = 3(3 + i), kde o &islu 3 vime z [1.3] ze je v Z[i] ireducibilni. Zbyvé,
rozlozit éislo (34i) normy 3+ 1% = 10. Protoze v(141) = 2 a snadno spocitame = = 2 —i € Z[i],
kde v(2 — i) = 5 je prvocislo, dostavame ireducibilni rozklady 3 +i = (1 +4)(2 —¢) a 9+ 31 =
3(1+14)(2 — ).

(b) Postupujeme jako v [4.2] Vidime, Ze 3 je spolecny délitel prvki 3 + 6i = 3+ (1 + 2i) a 12 —
3i = 3- (4 —1i). Protoze jsou normy v(1 + 2i) = 5 a v(4 — i) = 17 nesoudélné, znamena to, ze
NSD(3 + 64,12 — 3i) = 3.

V druhém piipadé pomoci Eukleidovym algoritme zjistime, ze NSD(5 + 3i, 13 + 18i) = 1 + 4.

(¢) 3 —iv2 =3 —iv/2 je ireducibilni, nebot mé normu 3 + 2 = 11, coz je prvocislo a zadny prvek
s pozitivni normu (tedy neinvertibiln{) tento prvek nedéli.

Protoze v(5 — iv/2) = 27, jsou kandidati na ireducibilni faktory prvky 1 4 iv/2. Zkusmo zjistime,
7e 5 —1iv2 = —(1+1iv2)>

(d) Pracujeme s normou v(a +bv/2) = |a? — 2b?|. Protoze v(3++/2) = |3% — 2| = 7 je prvociseln4, je
prvek 3 4 /2 ireducibilni. Norma v(3 — 8v/2) = |32 — 28%| = 119 = 7- 17, tedy pifpadné netrivialni
délitele by musel mit normu 7 a 17, najdeme-li kandidata /2 — 3 normy 7 (v§imnéme si, ze prvek
3-++/2 vhodny kandidat nenf), pak uz snadno ovéifme, ze 3 —8v/2 = (v/2—3)- (14 3v/2) je hledany
ireducibilni rozklad.

Uloha 4.10. Najdéte v oboru Z[v/3] nekoneéné mnoho invertibilnich prvki.

Reseni. Vsimneme si, Ze a = 2 + v/3 je invertibilni, jelikoz m4 normu |22 — 3 - 12| = 1, proto jsou
prvky a*, k € N také invertibiln{ a a* # o/, pro k # j

Uloha 4.11. Najdéte generdtory hlavnich ideslid aR + bR a aR N bR, pokud

(a) R=2[i], a=3+4i, b="7+ 2,

(b) R =Z[V3], a = 6 — 3v/3, 3+ /3, zde mizete bez ditkazu pouzit fakt, ze je Z[v/3] eukleidovsky
obor.

Reseni. Vyuzijeme vysledki pifkladu afL5]

(a) Protoze NSD(3 + 4,7 + 2i) = 1, jak jsme spocitali v [£.2(b), a tudiz nsn(3 + 44,7 + 2¢) =
(3 +44) - (7 + 2i) = 13 + 344, dostadvdme diky 4.5 pro R = Z[i], ze

B+4)R+(T+2)R=R, (3+4i)RN(7T+2i)R = (13+ 34i)R.

(b) Protoze NSD(6 —3v/3,3+/3) = V3 ansn(6—3v3,3+v3) = (6 -3v3)(1+v3) = —3+3V3,
plyne z , 7e pro R = Z[\/3]

(6—3V3)R+3+V3)R=V3R, (6—3V3)RN3+V3)R=(-3+3V3)R.



Uloha 4.12. Nechf S = Z[z] a uvazujme idedly I = 25 + 25 a J = 35 + zS. Ukaite, ze:

1. I, J nejsou hlavni idealy.
2. mnozina {ab | a € I,b € J} netvoif ideal v okruhu S.

Reseni. (a) Kdyby idedly I a J byly hlavni, musely by byt generovany délitelem 2, resp. 3, ktery,
protoze jde o vlastni ideély, neni invertibilni, tedy jde o £2 (resp. £3), ¢imz ale nenagenerujeme
polynom .

(b) Polynom z nelze napsat jako souc¢in ab ze zadani; na druhou stranu, pokud by slo o ideal, tak
by v ném prvek z lezel, protoze 2z, 3z jsou daného tvaru soucinu a ideal musi byt uzavieny na
scéitani (odéitani).

Uloha 4.13. Najdéte v okruhu polynomi R = Zs [z, y] ideél, ktery neni hlavni.

Reseni. Obdobnou tdvahou jako v predchozi tloze nahlédneme, ze R + yR, coz je mnozina viech
polynomu s nulovym absolutnim ¢lenem, je netrivialni idedl, ktery neni hlavni, protoze jeho ge-
nerator by musel délit polynom z i y, coz spliuji pouze invertibilni prvky.

Uloha 4.14. Bud R komutativn{ okruh a @ € R splnujici @™ = 0. Dokazte, ze je prvek 1 — a
invertibilni v R. Plati toto tvrzeni i v okruzich s nekomutativnim nasobenim?

Reseni. Snadno zjistime, ze (1 — a) - Z?:_OI a' =1—a" =1, a proto je prvek 1 — a invertibilni a
plati, ze (1 —a)™! = Z?:_Ol a'. Komutativitu nasobeni jsme nikde nepotiebovali, tvrzeni tedy plati
obecneé.

Uloha 4.15* Rozhodnéte, pro kterd s,t € Z plati Vs € Z[Vt]. Uvazujte s,t takova, ze nejsou
délitelnd ¢tvercem prvocisla.



	Přes kvadratická rozšíření vzhůru k ideálům!

