
4 Přes kvadratická rozš́ı̌reńı vzh̊uru k ideál̊um!

Řešeńı
Verze ze dne 13. března 2024

Ćıle cvičeńı: Dnes se pust́ıme do děleńı a rozklad̊u v kvadratických rozš́ı̌reńıch celých č́ısel.
U některých z nich budeme umět s využit́ım normy dokonce dělit se zbytkem a poč́ıtat největš́ı
společné dělitele. Cvičeńı zakonč́ıme výhledem do světa ideál̊u a kupodivu se nám v něm děleńı
bude docela hodit.

Úlohy, které bychom určitě měli umět řešit:

Úloha 4.1. Vydělte se zbytkem č́ıslo α č́ıslem β

(a) v oboru Z[i], jestliže α = 5 + 7i, β = 3− i,

(b) v oboru Z[i], jestliže α = 3 + 2i, β = 1 + i,

(c) v oboru Z[
√
2i], jestliže α = 4, β = 1−

√
2i,

(d) v oboru Z[
√
2i], jestliže α = 1 + 4

√
2i, β = 3 +

√
2i

Řešeńı. (a) Nejprve v komplexńıch č́ıslech spoč́ıtáme pod́ıl

α

β
=

5 + 7i

3− i
=

(5 + 7i) · (3 + i)

(3− i) · (3 + i)
=

8 + 26i

10
=

4

5
+

13

5
i

Nyńı budeme hodnotu 4
5
+ 13

5
i aproximovat Gaussovým celým č́ıslem γ všimneme si, že pokud

dostaneme ∥γ − α
β
∥2 < 1, bude mı́t zbytek γ · β − α menš́ı normu než ν(β) = 32 + 12 = 10 dělitele

β = 3− i. Dostáváme tak tři možné výsledky:

α = (1 + 3i) · β + (−1− i) pro volbu aproximace γ = 1 + 3i (kde ν(−1− i) = 2 < 10),

α = (1 + 2i) · β + (2i) pro volbu γ = 1 + 2i (kde ν(2i) = 4 < 10) a

α = 3i · β + (2− 2i) pro volbu γ = 3i (kde ν(2− 2i) = 8 < 10).

(b) Stejně jako v (a) aproximujeme pod́ıl α
β
= 3+2i

1+i
= 1

2
+ 5

2
i a dostaneme tentokrát dokonce 4

možné výsledky: 3 + 2i = 2 · β + 1 = 3 · β + (−i) = (2 − i) · β + i = (3 − i) · β − 1, pro které je
norma zbytku menš́ı než norma ν(β) = 12 + 12 = 2 dělitele β = 1 + i.

(c) Postupujeme podobně jako v předchoźı úloze, tedy budeme aproximovat pod́ıl v komplexńım
oboru pomoćı prvku oboru Z[

√
−2] s použit́ım normy ν(a+ b

√
2) = |a2 + 2b2| = a2 + 2b2. Nejprve

spoč́ıtáme pod́ıl

4

1−
√
2i

=
4 · (1 +

√
2i)

(1−
√
2i) · (1 +

√
2i)

=
4 + 4

√
2i

12 + 2 · 12
=

4

3
+

4

3

√
2i.

Oba koeficienty 4
3
aproximujeme nejbližš́ı hodnotou 1 a dostáváme pod́ıl 1 +

√
2i a zbytek 1 =

4 − (1 +
√
2i) · (1 +

√
2i). Spoč́ıtali jsme, že 4 = (1 +

√
2i)(1 −

√
2i) + 1 a vid́ıme, že ν(1) = 1 <

ν(1−
√
2i) = 12 + 212 = 3.

(d) Opět spočteme pod́ıl

1 + 4
√
2i

3 +
√
2i

=
(1 + 4

√
2i) · (3−

√
2i)

(3 +
√
2i) · (3−

√
2i)

=
(1 + 4

√
2i) · (3−

√
2i)

32 + 2 · 12
=

11− 11
√
2i

11
= 1 +

√
2i.

Protože tato hodnota už lež́ı v Z[
√
2i], je zbytek nulový a plat́ı, že (1+4

√
2i) = (3+

√
2i) ·(1+

√
2i).



Všimněme si, že máme-li v obecném oboru posloupnosti nenulových prvk̊u {a}ni=0 a {q}ni=1, pro niž
plat́ı ai+1 = ai−1 − qiai pro i = 1, . . . , n a an | an−1, pak

an = NSD(an, an−1) = · · · = NSD(ai, ai−1) = · · · = NSD(an, an−1),

což znamená, že pokud pomoćı obdoby děleńı se zbytkem z tvrzeńı 4.4 využ́ıvaj́ıćıho normu na oboru
Z[
√
s] úspěšně proběhne Eukleid̊uv algoritmus (tj, posledńı zbytek je 0), dostaneme na výstupu

největš́ı společný dělitel.

Úloha 4.2. Najděte největš́ı společné dělitele

(a) NSD(3 + i, 4 + 2i) v oboru Z[i],

(b) NSD(3 + 4i, 7 + 2i) v oboru Z[i],

(c) NSD(6− 3
√
3, 3 +

√
3) v oboru Z[

√
3].

Řešeńı. Postupujeme standardně pomoćı Eukleidova algoritmu a poč́ıtáme zbytky po děleńı.

(a) Zvoĺıme počátečńı hodnoty a0 = 4 + 2i, a1 = 3 + i a poté spoč́ıtáme 4+2i
3+i

= 14
10

− 2
10
i. Nyńı

zvoĺıme nejbližš́ı Gaussovo celé č́ıslo 1 a spoč́ıtáme zbytek a2 = 4 + 2i− 1(3 + i) = 1 + i.

Opět děĺıme 3+i
1+i

= 2− i ∈ Z[i], tedy zbytek a3 = 0 a NSD(3 + i, 4 + 2i) = a2 = 1 + i.

(b) I tentokrát bychom mohli postupovat Eukleidovým algoritmem, ale protože v́ıme, že obor Z[i]
Eukleid̊uv, můžeme postupovat efektivněji. Připomeneme si d̊uležitou vlastnost normy ν na kvad-
ratických rozš́ı̌reńıch celých č́ısel, totiž že zachovává násobeńı: ν(a · b) = ν(a) · ν(b). To ovšem
znamená, že pro každý dělitel c | a v kvadratickém rozš́ı̌reńı plat́ı, že ν(c) | ν(a), speciálně
ν(NSD(a, b)) | NSD(ν(a), ν(b)).
V našem př́ıpadě snadno spoč́ıtáme, že ν(3 + 4i) = 32 + 42 = 25, a ν(7 + 2i) = 72 + 22 = 53, a
protože NSD(25, 53) = 1 nutně plat́ı, že NSD(3 + 4i, 7 + 2i) = 1.

(c) I tentokrát využijeme úvahu z (b), jen tentokrát pracujeme s odlǐsnou normou ν(a + b
√
3) =

|a2− 3b2|. Sice spoč́ıtáme, že ν(6− 3
√
3) = |62− 3 · 32| = 9, a ν(3+

√
3) = |92− 3 · 12| = 6, což neńı

nesoudělné, ale př́ıpadný netriviálńı největš́ı společný dělitel muśı mı́t normu 3. Snadno ověř́ıme,
že prvek

√
3 normy 3 je opravdu společný dělitel, protože

6− 3
√
3 =

√
3(−3 + 2

√
3), 3 +

√
3 =

√
3(1 + 3 +

√
3).

Pokud věř́ıme, že je náš obor Z[
√
3] Eukleid̊uv (na přednášce to bylo zmı́něno, ale nikoli dokázáno),

jsme t́ım hotovi
√
3 = NSD(6− 3

√
3, 3 +

√
3) v Z[

√
3].

Jsme-li ned̊uvěřiv́ı (a to bychom měli být), zbývá nám ověřit to, že je tento společný dělitel opravdu
největš́ı. Máme-li netriviálńı společný dělitel x+y

√
3, už jsme si všimli, že ν(x+y

√
3) = |x2−3·y2| =

3, proto 3 | x2 − 3 · y2, tedy 3 | x2. To ovšem znamená, že 3 | x, proto x + y
√
3 =

√
3(y + x

3

√
3),

kde y + x
3

√
3 ∈ Z[

√
3], což znamená, že

√
3 | x+ y

√
3.

Úloha 4.3. Spoč́ıtejte ireducibilńı rozklady prvk̊u

(a) 3, 5, 6, 10− 6i v Z[i],

(b) 2, 3 v Z[
√
2i].

Řešeńı. Nejprve si všimněme, že je norma na kvadratických rozš́ı̌reńıch celých č́ısel celoč́ıselná,
zachovává násobeńı a normu 1 maj́ı právě invertibilńı prvky, proto je prvek s prvoč́ıselnou normou
už nutně ireducibilńı.

(a) Na oboru Z[i] máme normu ν(a + bi) = a2 + b2. Protože ν(3) = 9, netriviálńı dělitel by musel
mı́t normu 3. Ovšem podmı́nka a2 + b2 ≤ 3 pro celá a, b, znamená, že |a|, |b| ≤ 1, tud́ıž snadnou



diskuśı dostáváme a2 + b2 ∈ {0, 1, 2}. To znamená, že 3 nemá v Z[i] žádný netriviálńı dělitel, a
proto je to ireducibilńı prvek.

Protože ν(5) = 25, muśı mı́t netriviálńı dělitel normu 5, tentokrát ovšem (např́ıklad) probráńım
prvk̊u a + bi splňuj́ıćıch |a|, |b| ≤ 2 dostáváme ireducibilńı rozklad 5 = (1 + 2i)(1 − 2i), kde oba
faktory už maj́ı prvoč́ıselnou normu. Můžeme si nav́ıc i všimnout, že Eukleid̊uv algoritmus nám
zjist́ı, že NSD(1 + 2i, 1− 2i) = 1, tedy se jedná o neasociované ireducibilńı prvky.

6 = 2 · 3 v Z i v Z[i], o prvku 3 už v́ıme, že je v Z[i] ireducibilńı a snadno nahlédneme, že
2 = (1 + i)(1 − i) je ireducibilńı rozklad s faktory normy 2 (tentokrát si můžeme povšimnout,
že 1 + i = i(1 − i), tedy jde o asociované ireducibilńı prvky). Našli jsme ireducibilńı faktorizaci
6 = 3(1 + i)(1− i).

Pro poč́ıtáńı ireducibilńıho rozkladu prvku 10− 6i vid́ıme, že můžeme vytknout hodnotu 2, kterou
už umı́me ireducibilně rozložit. Zbývá rozklad prvku 5 − 3i normy 34 = 2 · 17. Stač́ı nám tedy
otestovat, zda nějaký prvek normy 2 děĺı 5 − 3i a spoč́ıtat např́ıklad, že 5−3i

1+i
= 1 − 4i. Protože

ν(1− 4i) = 17, jedná se o ireducibilńı prvek a my jsme źıskali ireducibilńı rozklad

10− 6i = 2 · (5− 3i) = (1 + i)(1− i)(1 + i)(1− 4i) = −(1 + i)3(4 + i)

(b) Tentokrát pracujeme s normou ν(a+ b
√
2i) = a2 + 2b2. Norma č́ısla 2 je v oboru Z[

√
2i] rovna

ν(2) = 4, proto jediný možný netriviálńı dělitel muśı mı́t normu 2, tedy prvek ±i
√
2, snadno si

rozmysĺıme, že 2 = −(i
√
2)2 je tud́ıž ireducibilńı rozklad.

Protože ν(3) = 32 = 9, hledáme př́ıpadné ireducibilńı faktory mezi prvky normy 3. Opět tedy
snadno najdeme ireducibilńı rozklad 3 = (1 + i

√
2)(1− i

√
2).

Úloha 4.4. Najděte a ∈ N tak, aby byl hlavńı ideál aZ oboru celých č́ısel roven ideálu

(a) 2Z ∩ 3Z,

(b) 2Z+ 3Z,

(c) 28Z+ 63Z,

(d) 15Z+ 18Z+ 40Z,

(e) (−28)Z ∩ (−63)Z.

Řešeńı. (a) Stač́ı si všimnout, že 2Z∩3Z obsahuje právě společné násobky 2 a 3, tedy je generován
nejmenš́ım společným násobkem 6.

(b) Protože 1 = 3− 2 ∈ 2Z+3Z je tento ideál roven všem násobk̊um jedničky, tedy 2Z+3Z = 1Z.

(c) Dı́ky Bezoutovým koeficient̊um u, v ∈ Z v́ıme, že

7 = NSD(28, 63) = 28u+ 63v ∈ 28Z+ 63Z,

proto 7Z ⊆ 28Z + 63Z. Naopak, protože 28 = 7 · 4 ∈ 7Z a 63 = 7 · 9 ∈ 7Z, dostáváme z definice
ideálu, že 28Z+ 63Z ⊆ 7Z. Ověřili jsme, že 7Z = 28Z+ 63Z.

(d) Dvoj́ım aplikováńım Bezoutovy rovnosti dostaneme rovnost

1 = NSD(15, 18, 40) = NSD(NSD(15, 18), 40) = NSD(3, 40) = 40− 13 · 3 = 40− 13 · 18 + 13 · 15,

kde 3 = NSD(15, 18) = 18 − 15. Z rovnosti potom plyne, že 1 ∈ 15Z + 18Z + 40Z a odtud stejně
jako v (b) vid́ıme 1Z = 15Z+ 18Z+ 40Z.

(e) Stejně jako v (a) si uvědomı́me, že hledaný generátor je nejmenš́ı společný násobek č́ısel −28 a
−63, tedy (−28)Z ∩ (−63)Z = 252Z.



Úloha 4.5. At’ R je obor hlavńıch ideál̊u (např́ıklad eukleidovský obor). Dokažte, že pro zadaná
a, b ∈ R je aR ∩ bR = cR a aR + bR = dR, kde c = nsn(a, b) a d = NSD(a, b).

Řešeńı. Platnosti obou tvrzeńı jsme si všimli v př́ıpadě oboru celých č́ısel. Proved’me tedy formálńı
d̊ukaz.

Nejprve připomeňme. že u | v, právě když vR ⊆ uR pro každou dvojici prvk̊u u, v ∈ R. Protože
a, b | c a d | a, b, dostáváme inkluze cR ⊆ aR ∩ bR a aR, bR ⊆ dR. Každý ideál, tedy i dR, je
uzavřený na sč́ıtáńı, tud́ıž aR + bR ⊆ dR.

Protože jsou podle definice ideály aR ∩ bR i aR + bR hlavńı, existuj́ı prvky e, f ∈ R takové, že
aR ∩ bR = eR, aR + bR = fR, tedy fR ⊆ dR a cR ⊆ eR. Protože f | a, b, tedy jde o společný
dělitel a, b a d je největš́ı společný dělitel, dostáváme z definice, že f | d, tedy dR ⊆ fR, a proto
aR + bR = fR = dR. Podobně a, b | e, tedy jde o společný násobek a, b a c je nejmenš́ı společný
násobek, dostáváme opět z definice, že c | e, tud́ıž eR ⊆ cR. To znamená, že aR ∩ bR = eR = cR.

Úloha 4.6. Necht’ R = Z[i]. Najděte a, b ∈ R taková, že

aR = (3 + i)R + (4 + 2i)R a bR = (3 + i)R ∩ (4 + 2i)R.

Řešeńı. Využijeme výsledek úlohy 4.2 NSD(3 + i, 4 + 2i) = 1 + i, a proto nsn(3 + i, 4 + 2i) =
(3+i)(4+2i)

1+i
= 2(2 + i)(2− i) = 10. Protože z přednášky v́ıme, že Gaussova celá č́ısla Z[i] představuj́ı

eukleidovský obor, dostáváme aplikaćı tvrzeńı z úlohy 4.5, že

(1 + i)R = (3 + i)R + (4 + 2i)R, 10R = (3 + i)R ∩ (4 + 2i)R.

A ted’ něco na konec cvičeńı a následnou afterparty:

Úloha 4.7. Vysvětlete následuj́ıćı
”
rozpor“:

• V oboru Z[i
√
3] plat́ı (−2)2 = (i

√
3+1)(i

√
3− 1), a proto se nejedná o obor s jednoznačným

rozkladem (tj. Gauss̊uv obor).

• V oboru Z[
√
2] plat́ı

√
2
√
2 = (−4+3

√
2)(4+3

√
2), a přesto se jedná o obor s jednoznačným

rozkladem.

Řešeńı. V prvńım př́ıpadě snadno spoč́ıtáme, že pod́ıly ±2
i
√
3±1

, i
√
3±1
±2

nelež́ı v Z[i
√
3], proto prvky

±2 a i
√
3±1 nejsou asociované, podmı́nka jednoznačnosti ireducibilńıch rozklad̊u tak neńı splněna.

Obor Z[
√
2] je Eukleid̊uv, protože v něm máme k dispozici algoritmus děleńı se zbytkem snižuj́ıćı

normu zbytku, a tud́ıž je podle věty z přednášky i Gauss̊uv. V uvedeném př́ıpadě si všimneme,
že (±4 + 3

√
2) =

√
2(3 ± 2

√
2), přičemž 3 ± 2

√
2 jsou zde invertibilńı (maj́ı normu 1), tud́ıž

(±4 + 3
√
2) ∥ (±

√
2) a žádný rozpor jsme tak neobdrželi.

Úloha 4.8. Vysvětlete, proč např́ıklad pro prvky
√
5 + 1 a 2 v oboru Z[

√
5] Eukleid̊uv algoritmus

selže. Jak dopadne Eukleid̊uv algoritmus v témže oboru pro prvky 1− 2
√
5 a 2?

Řešeńı. Pokud – stejně jako jsme to dělali v úloze 4.2 – vyděĺıme v tělese komplexńıch č́ısel√
5+1
2

= 1
2

√
5+ 1

2
, dostáváme možné aproximace 0, 1,

√
5,
√
5+1 a odpov́ıdaj́ıćı zbytky

√
5+1,

√
5−1,

1−
√
5, −1−

√
5, tedy všechno prvky stejné normy, jakou měl prvek 2. Po diskusi (nebo s využit́ım

argumentu, že největš́ı společný dělitel daných prvk̊u neexistuje) zjist́ıme, že se nám aproximaćı
nikdy nepodař́ı sńıžit normu zbytku, tedy aplikaćı Eukleidova algoritmu nikdy nedostaneme zbytek
0.

Když prvky 1− 2
√
5 a 2 vyděĺıme 1−2

√
5

2
= 1

2
−
√
5 a aproximujeme pod́ıl prvkem −

√
5, dostaneme

zbytek 1 = 1−2
√
5−2 ·(−

√
5), který už děĺı č́ıslo 2, tedy Eukleid̊uv algoritmus skonč́ı a dá správný

výsledek, třebaže obor Z[
√
5] neńı Gauss̊uv a proto ani eukleidovský.



Úloha 4.9. Spoč́ıtejte

(a) ireducibilńı rozklady prvk̊u 7, 9 + 3i v oboru Z[i],

(b) NSD(3 + 6i, 12− 3i), NSD(5 + 3i, 13 + 18i) v oboru Z[i],

(c) ireducibilńı rozklady prvk̊u 3− i
√
2 a 5− i

√
2 v oboru Z[i

√
2],

(d) ireducibilńı rozklady prvku 3 +
√
2 a 3− 8

√
2 v oboru Z[

√
2].

Řešeńı. (a) 7 má normu 49, ovšem žádné Gaussovo celé č́ıslo s normu 7 neexistuje, muselo by být
tvaru a+ bi pro |a|, |b| ≤ 2, ale normy takových č́ısel lež́ı v množině {0, 1, 2, 5, 8}. Tedy 7 je v Z[i]
ireducibilńı.

Nyńı si rozmysĺıme, že 9 + 3i = 3(3 + i), kde o č́ıslu 3 v́ıme z 4.3, že je v Z[i] ireducibilńı. Zbývá
rozložit č́ıslo (3+ i) normy 32+12 = 10. Protože ν(1+ i) = 2 a snadno spoč́ıtáme 3+i

1+i
= 2− i ∈ Z[i],

kde ν(2 − i) = 5 je prvoč́ıslo, dostáváme ireducibilńı rozklady 3 + i = (1 + i)(2 − i) a 9 + 3i =
3(1 + i)(2− i).

(b) Postupujeme jako v 4.2. Vid́ıme, že 3 je společný dělitel prvk̊u 3 + 6i = 3 · (1 + 2i) a 12 −
3i = 3 · (4 − i). Protože jsou normy ν(1 + 2i) = 5 a ν(4 − i) = 17 nesoudělné, znamená to, že
NSD(3 + 6i, 12− 3i) = 3.

V druhém př́ıpadě pomoćı Eukleidovým algoritme zjist́ıme, že NSD(5 + 3i, 13 + 18i) = 1 + 4i.

(c) 3− i
√
2 = 3− i

√
2 je ireducibilńı, nebot’ má normu 32 + 2 = 11, což je prvoč́ıslo a žádný prvek

s pozitivńı normu (tedy neinvertibilńı) tento prvek neděĺı.

Protože ν(5 − i
√
2) = 27, jsou kandidáti na ireducibilńı faktory prvky 1 ± i

√
2. Zkusmo zjist́ıme,

že 5− i
√
2 = −(1 + i

√
2)3.

(d) Pracujeme s normou ν(a+ b
√
2) = |a2−2b2|. Protože ν(3+

√
2) = |32−2| = 7 je prvoč́ıselná, je

prvek 3+
√
2 ireducibilńı. Norma ν(3− 8

√
2) = |32 − 282| = 119 = 7 · 17, tedy př́ıpadné netriviálńı

dělitele by musel mı́t normu 7 a 17, najdeme-li kandidáta
√
2− 3 normy 7 (všimněme si, že prvek

3+
√
2 vhodný kandidát neńı), pak už snadno ověř́ıme, že 3−8

√
2 = (

√
2−3) ·(1+3

√
2) je hledaný

ireducibilńı rozklad.

Úloha 4.10. Najděte v oboru Z[
√
3] nekonečně mnoho invertibilńıch prvk̊u.

Řešeńı. Všimneme si, že a = 2 +
√
3 je invertibilńı, jelikož má normu |22 − 3 · 12| = 1, proto jsou

prvky ak, k ∈ N také invertibilńı a ak ̸= aj, pro k ̸= j

Úloha 4.11. Najděte generátory hlavńıch ideál̊u aR + bR a aR ∩ bR, pokud

(a) R = Z[i], a = 3 + 4i, b = 7 + 2i,

(b) R = Z[
√
3], a = 6− 3

√
3, 3+

√
3, zde můžete bez d̊ukazu použ́ıt fakt, že je Z[

√
3] eukleidovský

obor.

Řešeńı. Využijeme výsledk̊u př́ıkladu 4.2 a 4.5.

(a) Protože NSD(3 + 4i, 7 + 2i) = 1, jak jsme spoč́ıtali v 4.2(b), a tud́ıž nsn(3 + 4i, 7 + 2i) =
(3 + 4i) · (7 + 2i) = 13 + 34i, dostáváme d́ıky 4.5 pro R = Z[i], že

(3 + 4i)R + (7 + 2i)R = R, (3 + 4i)R ∩ (7 + 2i)R = (13 + 34i)R.

(b) Protože NSD(6−3
√
3, 3+

√
3) =

√
3 a nsn(6−3

√
3, 3+

√
3) = (6−3

√
3)(1+

√
3) = −3+3

√
3,

plyne z 4.5, že pro R = Z[
√
3]

(6− 3
√
3)R + 3 +

√
3)R =

√
3R, (6− 3

√
3)R ∩ 3 +

√
3)R = (−3 + 3

√
3)R.



Úloha 4.12. Necht’ S = Z[x] a uvažujme ideály I = 2S + xS a J = 3S + xS. Ukažte, že:

1. I, J nejsou hlavńı ideály.

2. množina {ab | a ∈ I, b ∈ J} netvoř́ı ideál v okruhu S.

Řešeńı. (a) Kdyby ideály I a J byly hlavńı, musely by být generovány dělitelem 2, resp. 3, který,
protože jde o vlastńı ideály, neńı invertibilńı, tedy jde o ±2 (resp. ±3), č́ımž ale nenagenerujeme
polynom x.

(b) Polynom x nelze napsat jako součin ab ze zadáńı; na druhou stranu, pokud by šlo o ideál, tak
by v něm prvek x ležel, protože 2x, 3x jsou daného tvaru součinu a ideál muśı být uzavřený na
sč́ıtáńı (odč́ıtáńı).

Úloha 4.13. Najděte v okruhu polynomů R = Z5[x, y] ideál, který neńı hlavńı.

Řešeńı. Obdobnou úvahou jako v předchoźı úloze nahlédneme, že xR+ yR, což je množina všech
polynomů s nulovým absolutńım členem, je netriviálńı ideál, který neńı hlavńı, protože jeho ge-
nerátor by musel dělit polynom x i y, což splňuj́ı pouze invertibilńı prvky.

Úloha 4.14. Bud’ R komutativńı okruh a a ∈ R splňuj́ıćı an = 0. Dokažte, že je prvek 1 − a
invertibilńı v R. Plat́ı toto tvrzeńı i v okruźıch s nekomutativńım násobeńım?

Řešeńı. Snadno zjist́ıme, že (1 − a) ·
∑n−1

i=0 ai = 1 − an = 1, a proto je prvek 1 − a invertibilńı a
plat́ı, že (1− a)−1 =

∑n−1
i=0 ai. Komutativitu násobeńı jsme nikde nepotřebovali, tvrzeńı tedy plat́ı

obecně.

Úloha 4.15.⋆ Rozhodněte, pro která s, t ∈ Z plat́ı
√
s ∈ Z[

√
t]. Uvažujte s, t taková, že nejsou

dělitelná čtvercem prvoč́ısla.
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