6 Faktorizace pro zacatecniky: sestroj si vlastni téleso

Zadani

Cviceni 27. a 28. brezna, verze ze dne 27. brezna 2024.

Cile cviceni: Tentokrat se nauc¢ime néco opravdu fantastického: slepovat ze starych polynomu
zbrusu nova télesa. Pritom si vyzkousime, ze jsou plné funkéni a ze nad nimi muzeme provozovat
vSechny kejkle linearni algebry! Nejprve se ovSem rozcviéime pocitanim polynomidlnich kongruenci
a polynomialni verze Cinské véty o zbytcich.

Ulohy, které bychom urcité méli umét resit:

Uloha 6.1. Najdéte vSechny polynomy f € Zs[z] splnujici kongruence:

(a) (P +z+1)f=1 (mod 2* + 2+ 1) v Zy[z]
(b) 2z +1)f =2* (mod 2® + 1) v Zs|x].

Uloha 6.2. Najdéte polynom f nejmensiho mozného stupné splnujici

(a) fE€Zslz], f=x+1 (mod 2>+ 1) a f =2z (mod 23 + 1),
(b) feQlz] f(0)=1,f(1) =0,f(2) =2

Uloha 6.3. Napiste tiplnou mnozinu zbytki (mod z2+z+1) v Zs[z]. Bude se lisit, pokud budeme
uvazovat zbytky (mod 222 + 1)?

Uloha 6.4. Oznaéme okruh T = Zs[a]/(a? 4+ 1).

(a) Dokazte, 7e je polynom z? + 1 nad Zj ireducibilni. Co jsou jeho kofeny v T'?
(b) Vysvétlete, proc je T je téleso, a urcete, kolik méa prvku.
(c) Spocitejte v telese T

(i) 2a+1)+ 2a+2), (i) o® (i) a1,

(iv) (a+ 1)1 (v) 2a-(2a+1), (vi)a'-(a+2).
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Uloha 6.5. Zkonstruujte kofenové nadtéleso polynomit (a) 22 + 2 + 1 (b) 2® + 4+ 1 nad Z,.
Uvédomte si, ze jsou obé télesa dokonce rozkladova a polynomy nad nimi rozlozte na linearni cleny.

(d) Vyteste soustavu linedarnich rovnic s matici: (

A ted néco na zaplaseni smutku a rozsifeni obzorii:

Uloha 6.6. V télese Zs[a]/(a® 4+ a + 1) spoctéte

(a) (3a? +4a+1)+ (202 +4),

(b) (3a® +4a+1) - (2a* +4),



(c) (2% +4)7!

(d) feSeni linedrn{ rovnice o+ x + (a + 1) = a?,

Uloha 6.7. Napiste tabulky operaci ¢tyfprvkového télesa.
Uloha 6.8. Bud T téleso a a € T. Dokazte, 7e je téleso T[a]/(a — a) izomorfni telesu T.

Uloha 6.9. Polozme T = Zy[a] /(o + a® +1). Presvédéte se, 7e jde o téleso, a najdéte ireducibilni
rozklad polynomu z® + 1 v T|x].

Uloha 6.10. Napiste ireducibilni rozklad polynomu z® — 1 v oborech Zs[z] a T[z], kde T =
Zslal/(a® +1).

Uloha 6.11. V okruhu Zs[a] /(o + a® 4+ a +2) najdéte prvek, k némuz neexistuje (multiplikativni)
inverzni prvek.

Uloha 6.12. Najdéte izomorfismus mezi okruhy Z5 «

[a]/(a* — 1) a (Z3,+,—,-,0,1) s operacemi
definovanymi po slozkach a 0 = (0,0,0,0), 1 = (1,1,1,1).

cvv s

(a) 2 mod 2? +x + 1,
(b) ' mod z*+ x + 1.
Uloha 6.14. Najdéte vsechny polynomy f € Q[z] stupné mensiho nez 3 spliiujici

f=x+1 (moda2®+1), f(0)=3.

Uloha 6.15. Bud p prvocislo. S pomoci ¢inské véty o zbytcich pro polynomy ukazte, ze polynom
HaEZp (I - (l) S Zp[x] je roven polynOmu P — .

Uloha 6.16. Bud p prvocislo a bud'te f,g € Z,[z] polynomy. Ukazte, ze pfislusnd polynomidlni
zobrazeni na Z, jsou identickd pravé tehdy, kdyz f = ¢ (mod 2P — x).

Uloha 6.17* Bud R = {f € Q[z]; f(0) € Z}. Pak je R podokruh oboru Q[z]. Dokazte, ze pro
libovolné f, g € R existuje NSD(f,g). Pro¢ neni presto R Gaussovym oborem?
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