
6 Faktorizace pro začátečńıky: sestroj si vlastńı těleso

Řešeńı
Cvičeńı 27. a 28. března, verze ze dne 27. března 2024.

Ćıle cvičeńı: Tentokrát se nauč́ıme něco opravdu fantastického: slepovat ze starých polynomů
zbrusu nová tělesa. Přitom si vyzkouš́ıme, že jsou plně funkčńı a že nad nimi můžeme provozovat
všechny kejkle lineárńı algebry! Nejprve se ovšem rozcvič́ıme poč́ıtáńım polynomiálńıch kongruenćı
a polynomiálńı verze Č́ınské věty o zbytćıch.

Úlohy, které bychom určitě měli umět řešit:

Úloha 6.1. Najděte všechny polynomy f ∈ Z2[x] splňuj́ıćı kongruence:

(a) (x3 + x+ 1)f ≡ 1 (mod x4 + x+ 1) v Z2[x]

(b) (2x+ 1)f ≡ x3 (mod x2 + 1) v Z3[x].

Řešeńı. (a) Potřebujeme invertovat polynom x3+x+1 modulo polynom x4+x+1, což můžeme jistě
provést pomoćı Eukleidova algoritmu v oboru polynomů nad tělesem, nebot’ je polynom x4 + x+1
ireducibilńı. Výpočet Bezoutových koeficient̊u si zaṕı̌seme stejně jako v prvńı sérii pro výpočet
v oboru celých č́ısel a pro přehlednost přidáme i hodnotu pod́ılu qi (tedy ai+1 = ai−1 − qiqi):

ai ui vi qi
x4 + x+ 1 1 0
x3 + x+ 1 0 1 x
x2 + 1 1 x x

1 x x2 + 1
0

Protože
1 = x · (x4 + x+ 1) + (x2 + 1) · (x3 + x+ 1),

je kongruence
(x3 + x+ 1)f ≡ 1 (mod x4 + x+ 1)

ekvivalentńı kongruenci

f ≡ (x2 + 1)(x3 + x+ 1)f ≡ (x2 + 1) (mod x4 + x+ 1),

a proto dostáváme obecné řešeńı (x2 + 1) + s(x4 + x+ 1) pro libovolné s ∈ Z2[x].

(b) Všimneme si, že x2 ≡ −1 (mod x2 + 1) a uprav́ıme (2x + 1)f ≡ x3 ≡ 2x (mod x2 + 1) a poté
co spoč́ıtáme, že

(2x+ 1)(2x+ 2) ≡ (−x+ 1)(−x− 1) ≡ x2 − 1 ≡ −1− 1 ≡ 1 (mod x2 + 1),

dostaneme

f ≡ (2x+ 2)(2x+ 1)f ≡ 2x(2x+ 2) ≡ x2 + x ≡ x+ 2 (mod x2 + 1),

což znamená, že x+ 2 + s(x2 + 1) pro libovolné s ∈ Z3[x] je obecné řešeńı této kongruence.

Úloha 6.2. Najděte polynom f nejmenš́ıho možného stupně splňuj́ıćı



(a) f ∈ Z5[x], f ≡ x+ 1 (mod x2 + 1) a f ≡ x (mod x3 + 1),

(b) f ∈ Q[x] f(0) = 1, f(1) = 0, f(2) = 2.

Řešeńı. (a) Budeme postupovat obdobně jako v 2. sérii při řešeńı soustav lineárńıch kongruenćı na
Z. Obecné řešeńı druhé kongruence f ≡ x (mod x3+1) tvaru x+ s(x3+1) pro s ∈ Z5[x] dosad́ıme
do prvńı kongruence a ekvivalentně (tentokrát třeba bez explicitńıho využit́ı Eukledova algoritmu)
upravujeme

f ≡ x+ s(x3 + 1) ≡ x+ s(−x+ 1) ≡ x+ 1 (mod x2 + 1),

poté odečteme od obou stran kongruence x a dostaneme s(−x + 1) ≡ 1 (mod x2 + 1). Protože
−(1 + x)(1− x) = x2 − 1 ≡ −2 (mod x2 + 1), vid́ıme, že

−2s ≡ s(x2 − 1) ≡ s(−x+ 1)(−x− 1) ≡ (−x− 1) (mod x2 + 1),

proto s ≡ 2(−x − 1) ≡ (3x + 3) (mod x2 + 1). Jako řešeńı nejmenš́ıho stupně dostáváme tud́ıž
polynom f = x+ s(x3 + 1) = x+ (3x+ 3)(x3 + 1) = 3x4 + 3x3 + 4x+ 3.

(b) Můžeme bud’ úlohu převést na kongruence

f ≡ 1 (mod x), f ≡ 0 (mod x− 1), f ≡ 2 (mod x− 2)

a pak budeme postupovat obdobně jako v (a) nebo můžeme naj́ıt řešeńı f = 1
2
(3x2−5x+2) pomoćı

Lagrangeova interpolačńıho polynomu (viz d̊usledek 9.2 ve skriptech).

Úloha 6.3. Napǐste úplnou množinu zbytk̊u (mod x2+x+1) v Z3[x]. Bude se lǐsit, pokud budeme
uvažovat zbytky (mod 2x2 + 1)?

Řešeńı. Máme úplnou množinu zbytk̊u modulo polynom stupně dva

{p ∈ Z3[x] | deg(p) < 2} = {0, 1, 2, x, x− 1, x− 2, 2x, 2x− 1, 2x− 2},

odkud vid́ıme, že zálež́ı pouze na stupni polynomu, nikoli na tom jak konkrétně daný polynom
vypadá. Poznamenejme, že to v žádném př́ıpadě neznamená, že poč́ıtáńı (mod x2 + x + 1) je to
samé jako (mod 2x2 + 1).

Úloha 6.4. Označme okruh T = Z3[α]/(α
2 + 1).

(a) Dokažte, že je polynom x2 + 1 nad Z3 ireducibilńı. Co jsou jeho kořeny v T?

(b) Vysvětlete, proč je T je těleso, a určete, kolik má prvk̊u.

(c) Spoč́ıtejte v tělese T

(i) (2α + 1) + (2α + 2), (ii) α5, (iii) α−1,

(iv) (α + 1)−1, (v) 2α · (2α + 1), (vi) α−1 · (α + 2).

(d) Vyřešte soustavu lineárńıch rovnic s matićı:

(
α 1

α + 1 α + 1

∣∣∣∣α + 1
α

)
.

Řešeńı. (a) Protože jde o polynom stupně dva, který v Z3 nemá kořen, jedná se o ireducibilńı
polynom v oboru Z3[x]. Kořeny v tělese T má ±α.

(b) Z definice př́ımo plyne, že se jedná o komutativńı okruh. Protože je polynom α2 + 1 nad Z3

ireducibilńı, tedy umı́me pomoćı Eukleidova algoritmu naj́ıt inverzńı prvek ke každému nenulovému
prvku úplné množiny zbytk̊u, která má právě |Z3|2 = 9 prvk̊u.

(c) Veškeré výpočty v daném tělese provád́ıme podobně jako v 6.1 modulo polynom α2 + 1, prvky
tělesa jsou zbytky a mı́sto kongruenćı budeme všude psát rovnosti jako výsledky operaćı.



(i) Zde jen poč́ıtáme s koeficienty (2α + 1) + (2α + 2) = α

(ii) Protože α2 = −1, máme α5 = α · (α2)2 = α · (−1)2 = α · 1 = α.

(iii) Všimli jsme si si, že α2 = −1, proto −α · α− 1, proto α−1 = −α = 2α.

(iv) Tentokrát si povšimněme, že (α−1)(α+1) = α2−1 = −1−1 = 1, tud́ıž (α+1)−1 = α−1 =
α + 2.

(v) 2α · (2α + 1) = α2 − α = −1− α = 2 + 2α.

(vi) Z (iii) dostáváme, že α−1 · (α + 2) = −α · (α− 1) = −α2 + α = α + 1

(d) Budeme upravovat, jak jsme byli zvykĺı v lineárńı algebře, posloupnost́ı ekvivalentńıch řádkových
úprav (

α 1
α + 1 α + 1

∣∣∣∣α + 1
α

)
∼

(
α + 1 α + 1
α 1

∣∣∣∣ α
α + 1

)
∼

(
1 α
α 1

∣∣∣∣ −1
α + 1

)
∼

∼
(
1 α
0 1− α2

∣∣∣∣ −1
2α + 1

)
∼

(
1 α
0 −1

∣∣∣∣ −1
−α + 1

)
∼

(
1 0
0 1

∣∣∣∣ α
α− 1

)
,

kde jsme nejprve přehodily řádky upravili prvńı řádek pomoćı druhého, poté jsme vynulovali pozici
pod prvńım pivotem a po úpravě druhého řádky vynulovali i hodnotu nad druhým pivotem. Dostali
jsme řešeńı (α, α− 1) = (α, α + 2).

Úloha 6.5. Zkonstruujte kořenové nadtěleso polynomů (a) x2 + x + 1 (b) x3 + x + 1 nad Z2.
Uvědomte si, že jsou obě tělesa dokonce rozkladová a polynomy nad nimi rozložte na lineárńı členy.

Řešeńı. Už jsme zjistili, že oba polynomy m jsou ireducibilńı v Z2[α], proto si v obou př́ıpadech
stač́ı vźıt faktorový okruh Z2[α]/(m) modulo (a) m = α2 +α+1 (b) m = α3 +α+1. Všimneme-li
si, že pro polynom m a jeho kořen α plat́ı

0 = 02 = m(α)2 = m(α2) a 0 = 02 = m(α2)2 = m(α4).

Odtud vid́ıme, že s kořenem α dostáváme v př́ıpadě

(a) daľśı kořen α2 = α + 1, a proto x2 + x+ 1 = (x+ α)(x+ (α + 1)) a v př́ıpadě

(b) dva daľśı kořeny α2 a α4 = α2 + α, které dávaj́ı rozklad na kořenové činitele

x3 + x+ 1 = (x+ α)(x+ (α2))(x+ (α2 + α)).

A ted’ něco na zaplašeńı smutku a rozš́ı̌reńı obzor̊u:

Úloha 6.6. V tělese Z5[α]/(α
3 + α + 1) spočtěte

(a) (3α2 + 4α + 1) + (2α2 + 4),

(b) (3α2 + 4α + 1) · (2α2 + 4),

(c) (2α2 + 4)−1,

(d) řešeńı lineárńı rovnice α · x+ (α + 1) = α2,



Řešeńı. Poč́ıtáme obdobně jako v 6.4, tedy upravujeme pomoćı operaćı s polynomy v neznámé α
modulo polynom α3 + α + 1 a dostaneme:

(a) (3α2 + 4α + 1) + (2α2 + 4) = 4α,

(b) (3α2 + 4α + 1) · (2α2 + 4) = 3α2 + 2α + 1,

(c) (2α2 + 4)−1 = 4α2 + 4α + 1,

(d) x = α2 + α + 1.

Úloha 6.7. Napǐste tabulky operaćı čtyřprvkového tělesa.

Řešeńı. Prvky tělesa reprezentujeme standardně jako úplnou množinu zbytk̊u, tedy polynomy nad
Z2 modulo ireducibilńı polynom α2 + α + 1. Výpočty jsou zcela př́ımočaré:

+ 0 1 α α + 1

0 0 1 α α + 1
1 1 0 α + 1 α
α α α + 1 0 1

α + 1 α + 1 α 1 0

· 0 1 α α + 1

0 0 0 0 0
1 0 1 α α + 1
α 0 α α + 1 1

α + 1 0 α + 1 1 α

Úloha 6.8. Bud’ T těleso a a ∈ T . Dokažte, že je těleso T [α]/(α− a) izomorfńı tělesu T .

Řešeńı. Stač́ı uvážit zobrazeńı T [α]/(α− a) dané podmı́nkou t → t, o němž je snadné ukázat, že
je okruhovým izomorfismem.

Úloha 6.9. Položme T = Z2[α]/(α
4+α3+1). Přesvědčte se, že jde o těleso, a najděte ireducibilńı

rozklad polynomu x3 + 1 v T[x].

Řešeńı. Nejprve ověř́ıme, že je polynom α4 + α3 + 1 v oboru Z2[α] ireducibilńı. Zřejmě nemá v
Z2 kořen ani neńı druhou mocninou jediného ireducibilńıho polynomu α2 + α + 1 stupně 2. Dále
vid́ıme, že má polynom x3 + 1 kořen 1, a proto x3 + 1 = (x + 1)(x2 + x + 1), zbývá naj́ıt kořeny
polynomu x2+x+1, tedy prvky β ∈ T splňuj́ıćı β2 = β+1. Zkusmo najdeme dva kořeny α3+α a
α3 + α+ 1 (v́ıme, že součet i součin našich polynomů má být kongruentńı 1), náš polynom se tedy
rozkládá na součin kořenových činitel̊u

x3 + 1 = (x+ 1)(x+ α3 + α + 1)(x+ α3 + α).

Úloha 6.10. Napǐste ireducibilńı rozklad polynomu x8 − 1 v oborech Z3[x] a T [x], kde T =
Z3[α]/(α

2 + 1).

Řešeńı. Nejprve polynom rozlož́ıme v Z3[x]

x8 − 1 = (x4 + 1)(x4 − 1) = (x4 + 1)(x2 + 1)(x2 − 1) = (x4 + 1)(x2 + 1)(x+ 1)(x− 1),

kde jsou posledńı tři polynomy zjevně ireducibilńı, protože kvadratický polynom x2 +1 nemá v Z3

kořen a lineárńı polynomy nad tělesem už nelze rozložit. Zároveň si všimneme, že d́ıky ireducibilitě
kvadratického polynomu je obor T = Z3[α]/(α

2 + 1) tělesem. Nad ńım je polynom (x2 + 1) =
(x+ α)(x− α) rozložitelný na lineárńı, tedy ireducibilńı faktory.

Dále si můžeme všimnout, že x4 + 1 = (x2 + x− 1)(x2 − x− 1) a že v tělese T máme:

(α + 1) + (2α + 1) = 2, (α + 1) · (2α + 1) = −1,

(α + 2) + (2α + 2) = 1, (α + 2) · (2α + 2) = −1,

a proto

x2 + x− 1 = (x+ α + 2)(x+ 2α + 2) a x2 − x− 1 = (x+ α + 1)(x+ 2α + 1),



což jedna dává ireducibilńı rozklad obou polynomů nad tělesem T a dále odtud vid́ıme, že jsou oba
polynomy ireducibilńı nad tělesem Z3. Spoč́ıtali jsme tedy oba ireducibilńı rozklady

x8 − 1 = (x2 + x− 1)(x2 − x− 1)(x2 + 1)(x+ 1)(x− 1) ∈ Z3[x],

x8 − 1 = (x+ α + 2)(x+ 2α + 2)(x+ α + 1)(x+ 2α + 1)(x+ α)(x− α)(x+ 1)(x− 1) ∈ T [x].

Na závěr poznamenejme, že zjǐstěńı, že x8 − 1 =
∏

ζ∈T ∗(x− ζ) neńı v̊ubec náhodné a brzy nám dá
teorie grup účinněǰśı prostředky, jak ho dostat.

Úloha 6.11. V okruhu Z3[α]/(α
4+α3+α+2) najděte prvek, k němuž neexistuje (multiplikativńı)

inverzńı prvek.

Řešeńı. Spoč́ıtáme-li rozklad polynomu α4+α3+α+2 = (2+α+α2)(1+α2), pak ani jeden z prvk̊u
rozkladu 2+α+α2 1+α2, protože v okruhu Z3[α]/(α

4+α3+α+2) plat́ı, že (2+α+α2)(1+α2) = 0,
tedy se nejedná o obor.

Úloha 6.12. Najděte izomorfismus mezi okruhy Z5[α]/(α
4 − 1) a (Z4

5,+,−, ·,0,1) s operacemi
definovanými po složkách a 0 = (0, 0, 0, 0), 1 = (1, 1, 1, 1).

Řešeńı. Nejprve si uvědomı́me, že polynom x4−1 má nad Z5 čtyři kořeny 1, 2, 3, 4, tj. je součinem∏
a∈Z∗

5
(x− a). Z Č́ınské věty o zbytćıch pro polynomy plyne, že zobrazeńı

ρ(f) = (f(1), f(2), f(3), f(4))

je bijekce množin Z5[α]/(α
4 − 1) a Z4

5. Zbývá si rozmyslet, že se dokonce jedná o okruhový izomor-
fismus, tedy že plat́ı ρ(0) = (0, 0, 0, 0), ρ(1) = (1, 1, 1, 1) a pro všechna a, b ∈ Z5[α]/(α

4 − 1)

ρ(a± b) = (a(1)± b(1), a(2)± b(2), a(3)± b(3), a(4)± b(4)) = ρ(a)± ρ(b)

ρ(a · b) = (a(1) · b(1), a(2) · b(2), a(3) · b(3), a(4) · b(4)) = ρ(a) · ρ(b).

Úloha 6.13. Najděte v Z2[x] modulo dané polynomy zbytky co nejnižš́ıch stupň̊u:

(a) x9 mod x2 + x+ 1,

(b) x13 mod x4 + x+ 1.

Řešeńı. (b) Stač́ı bud’ vydělit se zbytkem nebo využ́ıt pozorováńı x2 ≡ (x+ 1) (mod x2 + x+ 1),
abychom zjistili, že

x9 ≡ x(x2)4 ≡ x(x+ 1)4 ≡ x(x2 + 1)2 ≡ x · x2 ≡ 1 (mod x2 + x+ 1)

x9 (mod x2 + x+ 1) = 1

(b) Tentokrát využijeme snadného pozorováńı, že x4 ≡ x + 1 (mod x4 + x + 1) a zápisu pomoćı
kongruenćı:

x13 ≡ x(x4)3 ≡ x(x+1)3 ≡ x4+x3+x2+x ≡ x+1+x3+x2+x ≡ x3+x2+1 (mod x4+x+1),

tedy x13 (mod x4 + x+ 1) = x3 + x2 + 1.

Úloha 6.14. Najděte všechny polynomy f ∈ Q[x] stupně menš́ıho než 3 splňuj́ıćı

f ≡ x+ 1 (mod x2 + 1), f(0) = 3.



Řešeńı. Postupujeme jako v 6.2. Prvńı podmı́nku vyjádř́ıme ve tvaru f = (x+ 1) + s(x2 + 1) pro
s ∈ Q[x] tu dosad́ıme do druhé podmı́nky vyjádřené ve formě kongruence f ≡ 3 (mod x):

f ≡ (x+ 1) + s(x2 + 1) ≡ 1 + s ≡ 3 (mod x),

tedy s ≡ 2 (mod x) a jediné řešeńı stupně stupně menš́ıho než 3 je f = (x + 1) + 2(x2 + 1) =
3 + x+ 2x2.

Úloha 6.15. Bud’ p prvoč́ıslo. S pomoćı č́ınské věty o zbytćıch pro polynomy ukažte, že polynom∏
a∈Zp

(x− a) ∈ Zp[x] je roven polynomu xp − x.

Řešeńı. Oba polynomy maj́ı za za kořen každé a ∈ Zp tedy i jejich rozd́ıl má tuto vlastnost. Ten
má ale stupeň < n, takový však dle č́ınské věty o zbytćıch existuje jen jeden, čirou náhodou je to
právě 0.

Úloha 6.16. Bud’ p prvoč́ıslo a bud’te f, g ∈ Zp[x] polynomy. Ukažte, že př́ıslušná polynomiálńı
zobrazeńı na Zp jsou identická právě tehdy, když f ≡ g (mod xp − x).

Řešeńı. To, že f(a) = g(a) pro všechna a ∈ Zp je ekvivalentńı podmı́nce, že (f − g)(a) = 0, což
nastává právě tehdy, když xp − x =

∏
a∈Zp

(x− a) děĺı f − g, tedy právě když f ≡ g (mod xp − x).

Úloha 6.17.⋆ Bud’ R = {f ∈ Q[x]; f(0) ∈ Z}. Pak je R podokruh oboru Q[x]. Dokažte, že pro
libovolné f, g ∈ R existuje NSD(f, g). Proč neńı přesto R Gaussovým oborem?

Řešeńı. Obor R neńı Gauss̊uv podle Věty 6.3, nebot’ v něm existuj́ı nekonečné klesaj́ıćı posloup-
nosti vlastńıch dělitel̊u, např́ıklad {2−nx}n∈N. Vid́ıme, že 2 · 2−n−1x = 2−n, tedy 2−n−1 děĺı 2−n pro
všechna n > 1, ale neńı s ńım asociován.
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