
7 Z pralesa těles do oceánu grup

Řešeńı
Cvičeńı 3. a 4. dubna, verze ze dne 18. dubna 2024.

Ćıle cvičeńı: Dnes si uvědomı́me, že kořenová a rozkladová nadtělesa můžeme hledat nejen po-
moćı faktorizace, nýbrž i jako podtělesa vhodných větš́ıch (nejlépe algebraicky uzavřených) těles.
Všimneme si toho, že mezi oběma konstrukcemi najdeme izomorfismus, což, jak se později ukáže,
v̊ubec neńı náhoda. A poté se střemhlav vrhneme do teorie grup a na začátek se ponoř́ıme do
struktury grupy z nejspletitěǰśıch, j́ıž je grupa permutaćı.

Úlohy, které bychom určitě měli umět řešit:

Úloha 7.1. Napǐste všechna kořenová a rozkladová nadtělesa nad tělesemQ obsažená v C následuj́ıćıch
polynomů z Q[x]:

(a) x2 − 2,

(b) x3 − 2x2 − 2x− 3.

Řešeńı. (a) Polynom x2 − 2 má dva reálné kořeny ±
√
2, o kvadratických rozš́ı̌reńıch tělesa ra-

cionálńıch č́ısel v́ıme, že tvoř́ı těleso, tud́ıž máme jediné kořenové nadtěleso Q(
√
2) = Q(−

√
2),

která je zároveň i rozkladovým nadtělesem Q(
√
2,−

√
2) = Q(

√
2) polynomu x2− 2 nad tělesem Q.

(b) Nejprve si všimneme, že má polynom x3 − 2x2 − 2x− 3 racionálńı kořen 3 (už umı́me zjistit, že
v úvahu připadaj́ı pouze hodnoty ±1, ±3, a ty zkuśıme dosadit). To znamená, že triviálńı rozš́ı̌reńı
Q(3) = Q je kořenovým nadtělesem tohoto polynomu. Dále standardńım postupem spoč́ıtáme
kořeny polynomu

x3 − 2x2 − 2x− 3
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odkud dostáváme druhé možné kořenové nadtěleso Q(−1
2
+ i

√
3

2
) = Q(−1
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√
3

2
) = Q(i

√
3). Toto

těleso je zřejmě i rozkladovým nadtělesem polynomu x3 − 2x2 − 2x− 3, nebot’ se zde rozkládá na
kořenové činitele

x3 − 2x2 − 2x− 3 = (x− 3)

(
x+

1

2
− i

√
3

2

)(
x+

1

2
+

i
√
3

2

)
.

Úloha 7.2. Dokažte, že jsou izomorfńı páry těles

(a) Q[α]/(α3 − 2) a Q( 3
√
2),

(b) Q[α]/(α2 − 3) a Q(
√
3),

(c) R[α]/(α2 + α + 2) a C.

Řešeńı. Ve všech úlohách zkonstruujeme dosvědčuj́ıćı izomorfismus.

(a) Nejprve poznamenejme, že kubick7 polynom x3−2 nemá racionálńı kořeny, proto je ireducibilńı
v Q[x] a definujeme zobrazeńı Ω : Q[α]/(α3 − 2) → Q[ 3

√
2] předpisem

Ω(aα2 + bα + c) = a
3
√
4 + b

3
√
2 + c.



Př́ımo z definice vid́ıme, že se jedná o o dobře zavedené lineárńı zobrazeńı nad tělesem Q na celé
Q[ 3

√
2]. Ukážeme, že jde o prosté zobrazeńı. Jestliže je r ∈ Q[x] polynom stupně menš́ıho než 3,

jehož kořenem je 3
√
2, pak i pro s = NSDQ[x](r, x

3 − 2) plat́ı, že je 3
√
2 jeho kořenem. Protože je

deg(r) < 3 a x3 − 2 je ireducibilńı, muśı nutně r = 0. Proto pokud pro a, b, c ∈ Q

a(
3
√
2)2 + b

3
√
2 + c = 0,

dostáváme, že a = b = c = 0. Tedy Ω má triviálńı jádro a jedná se o prosté zobrazeńı. Už jsme si
všimli, že je Ω lineárńı, tedy slučitelné se sč́ıtáńım, a muśıme ověřit pro všechna r, s ∈ Q[α] stupně
nejvýše 2 a takové t(α) = (r(α)s(α)) (mod α3 − 2), že r( 3

√
2) · s( 3

√
2) = t( 3

√
2). Protože existuje

q ∈ Q[α] splňuj́ıćı t = rs− q(α3 − 2), dostáváme, že

t(
3
√
2) = r(

3
√
2)s(

3
√
2)− q(

3
√
2)((

3
√
2)3 − 2) = r(

3
√
2) · s( 3

√
2),

tedy zobrazeńı Ω je okruhový izomorfismus. Zbývá si všimnout, že obor Q[ 3
√
2] je izomorfńı obraz

tělesa, tedy opět těleso, což znamená, že Q[ 3
√
2] = Q( 3

√
2) a Ω představuje dosvědčuj́ıćı izomorfismus

těles Q[α]/(α3 − 2) a Q( 3
√
2)

(b) Opět d́ıky neexistenci racionálńıho kořene je kvadratický polynom x2 − 3 v oboru Q[x] iredu-
cibilńı a dále postupujeme stejně jako v (a). Definujeme lineárńı zobrazeńı Ω : Q[α]/(α2 − 3) →
Q[

√
3] = Q(

√
3) předpisem

Ω(aα + b) = a
√
2 + b,

o němž stejný argument jako v (a) ukáže, že se jedná o okruhový izomorfismus

(c) Vid́ıme, že polynom x2 + x + 2 má komplexńı kořeny −1±i
√
7

2
, tud́ıž je v R[x] nerozložitelný

a opět můžeme definovat zjevně lineárńı zobrazeńı Ω : R[α]/(α2 + 2) → C, tentokrát např́ıklad

podmı́nkou Ω(aα + b) = a i
√
7−1
2

+ b. Protože se zjevně jedná o prosté lineárńı zobrazeńı mezi
reálnými vektorovými prostory dimenze 2, jde o bijekci, u ńıž stejně jako v (a) a (b) nahlédneme
slučitelnost s operacemi.

Úloha 7.3. Zapǐste následuj́ıćı permutace jako součin nezávislých cykl̊u a pro každou permutaci
σ určete σ−1 a σ2020:

(a) π =

(
1 2 3 4 5
4 3 5 1 2

)
∈ S5,

(b) τ = (4 6 5 1 2) ∈ S6,

(c) σ = (1 5 6)(2 3 8 4 7) ∈ S8,

(d) ρ = (4 3 5) ◦ (5 1 2) ∈ S5.

Řešeńı. Nejprve si uvědomı́me veled̊uležitou vlastnost, že nezávislé cykly spolu komutuj́ı, tj. c1c2 =
c2c1 pro každé dva nezávislé cykly (což pro obecné dvojice cykl̊u, natož permutaćı, neplat́ı). Pak
v cyklickém zápisu c1 . . . ck každou permutaci snadno umocńıme i invertujeme

[c1c2 . . . ck]
n = cn1c

n
2 . . . c

n
k , [c1c2 . . . ck]

−1 = c−1
1 c−1

2 . . . c−1
k .

Dále si všimneme si, že cn = id pro každé n dělitelné délkou cyklu c.

(a) Nejprve tedy zaṕı̌seme permutaci π v cyklickém zápisu, tedy ve tvaru . . . (. . . aπ(a)π2(a) . . . ) . . . .
Dostáváme π = (1 4)(2 3 5). Abychom invertovali permutaci, stač́ı invertovat, tedy převrátit, každý
z cykl̊u (samozřejmě si můžeme vybrat kterýkoli z n ekvivalentńıch zápisu jednoho cyklu délky n)

π−1 = (1 4)−1(2 3 5)−1 = (4 1)(5 3 2) (= (1 4)(2 5 3) = . . . )



a podobně umocńıme

π2020 = (1 4)2020(2 3 5)2020 = ((1 4)2)1010((2 3 5)3)673(2 3 5) = id1010 id673(2 3 5) = (2 3 5).

(b) Permutaci τ = (4 6 5 1 2) tvoř́ı jeden cyklus délky 5 a poté jeden cyklus délky 1, který nemuśıme
(a obvykle nebudeme) zapisovat. Nakonec si snadno rozmysĺıme, že τ−1 = (2 1 5 6 4) a τ 2020 = id,
protože délka cyklu 5 děĺı 2020.

(c) Obdobně jako v předchoźıch úlohách dostáváme

σ = (1 5 6)(2 3 8 4 7), a σ−1 = (6 5 1)(7 4 8 3 2), σ2020 = (1 5 6).

(d) Slož́ıme oba cykly a dostaneme ρ = (1 2 4 3 5) a ρ−1 = (5 3 4 2 1). Ze stejného d̊uvodu jako v (b)
máme ρ2020 = id.

Úloha 7.4. Bud’te π, τ ∈ Sn.

(a) Ukažte, že je-li v cyklickém zápisu permutace π prvek b hned po prvku a, pak je v cyklickém
zápisu permutace σ = τπτ−1 prvek τ(b) hned po prvku τ(a),

(b) určete πτπ−1 a τπτ−1 pro permutace π a τ z př́ıkladu 7.3.

Řešeńı. (a) Stač́ı pro b = π(a) konjugovat τπτ−1(τ(a)) = τπ(a) = τ(b).

(b) Poč́ıtáme:
πτπ−1 = (π(4) π(3)π(5)π(1)π(2)) = (1 5 2 4 3),

τπτ−1 = (τ(1) τ(4))(τ(2) τ(3) τ(5)) = (2 3)(4 5 1).

Připomeňme, že operaci πτ = τπτ−1 se ř́ıká konjugace prvku π prvkem τ a prvek πτ je pak s prvkem
π konjugovaný.

Úloha 7.5. Ověřte, že je relace
”
být konjugovaný s“ ekvivalence.

Řešeńı. Protože πid = id ◦ π ◦ id−1 = π, jedná se o reflexivńı relaci. Jestliže πσ = σπσ−1 = ρ, pak

ρσ
−1

= σ−1ρ(σ−1)−1 = σ−1ρσ = σ−1σπσ−1σ = π,

tedy je naše relace symetrická. Konečně pokud πσ = ρ a ρτ = θ, pak

πτσ = τσπ(τσ)−1 = τ(σπσ−1)τ−1 = τρτ−1 = θ,

a proto je naše relace tranzitivńı, č́ımž jsme dokončili d̊ukaz.

A nakonec ještě trochu poč́ıtáńı pro radost a povzbuzeńı:

Úloha 7.6. Je-li m ∈ Q[x] ireducibilńı polynom a β ∈ C jeho komplexńı kořen, dokažte, že jsou
tělesa Q[α]/(m(α)) a Q(β) izomorfńı.

Řešeńı. Obdobně jako v 7.2 sestroj́ıme izomorfismus Ω : Q[α]/(m(α)) → Q[β] předpisem

Ω(f(α)) = f(β) ∀ f ∈ Q[x], deg(f) < deg(m),

o němž se stejným postupem ukáže, že je izomorfismem. Protože je Q[β] izomorfńım obrazem tělesa,
jedná se rovněž o těleso, tedy máme zkonstruovaný izomorfismus Q[α]/(m(α)) ∼= Q[β] = Q(β).

Úloha 7.7. Napǐste jako rozš́ı̌reńı Q v tělese C rozkladové nadtěleso polynomu xn − 1.



Řešeńı. Nejprve uváž́ıme, že pro komplexńı primitivńı n-tou odmocni z jedné

e2πi/n = cos
2π

n
+ i sin

2π

n

plat́ı (e2πi/n)k = (e2kπi/n), což jsou pro k = 0, 1, . . . n−1 jsou právě všechny kořeny polynomu xn−1.
Proto existuje ireducibilńı faktor q ∈ Q[x] polynomu xn−1, který má kořen e2πi/n. Nyńı z konstrukce
tvrzeńı 9.4 a 9.5 z přednášky v́ıme, že v tělese Q[x]/(m) máme kořen polynomu m. Vezmeme-li
nyńı zobrazeńı Ω : Q[x]/(m) → Q[e2πi/n] dané dosazeńım Ω(f) = f(e2πi/n), můžeme stejně jako
v úlohách 7.2 a 7.6 dokázat, že se jedná o dobře definovaný izomorfismus. Tud́ıž je Q[e2πi/n] těleso,
které je právě kořenovým nadtělesem polynomu xn − 1. Protože (e2πi/n)k = e2kπi/n ∈ Q[e2πi/n] pro
každé k ∈ N, rozkládá se nám polynom

xn − 1 =
∏
k∈Zn

(x− e2kπi/n) ∈ Q[e2πi/n][x]

na kořenové činitele, a těleso Q[e2πi/n] = Q(e2πi/n) je tud́ıž rozkladovým nadtělesem xn − 1 nad C.

Úloha 7.8. Najděte všechny permutace α na množině {1, 2, 3, 4}, pro něž plat́ı α ◦ (1 2 3) ◦ α−1 =
(1 2 4).

Řešeńı. Tentokrát si pro pořádek přidáme do cyklického zápisu i cykly délky 1 a hledáme všechna
α, pro něž

α ◦ (1 2 3) ◦ α−1 = (α(1)α(2)α(3))(α(4)) = (1 2 4)(3).

Vzhledem k tomu, že máme 3 zp̊usoby, jak zapsat cyklus (124) = (241) = (412), odečteme permutaci
α v maticovém zápisu:

(1 2 3) (4)
(1 2 4) (3)

,
(1 2 3) (4)
(2 4 1) (3)

,
(1 2 3) (4)
(4 1 2) (3)

Z prvńıho zápisu vid́ıme, že α =

(
1 2 3 4
1 2 4 3

)
= (3 4), z druhého α =

(
1 2 3 4
2 4 1 3

)
= (1 2 4 3) a

z posledńıho α =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
= (1 4 3 2). Našli jsme právě tři r̊uzné konjuguj́ıćı permutace (3 4),

(1 2 4 3), (1 4 3 2).

Úloha 7.9. Je-li π =

(
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

)
, určete počet prvk̊u množiny všech permutaćı α ∈ S5,

(a) které jsou konjugované s permutaćı π,

(b) pro něž απ = πα.

Tvoř́ı tyto množiny podgrupu S5?

Řešeńı. (a) Nejprve snadno spoč́ıtáme

(
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

)
= (1 2 3)(4 5). V předchoźı úloze jsme si

uvědomili, že konjugované permutace jsou právě ty se stejným cyklickým zápisem, tedy v našem
př́ıpadě takové, které se skládaj́ı z jednoho trojcyklu a jednoho dvojcyklu. Výběrem tř́ı prvk̊u
z pěti zvoĺıme rozděleńı permutace na trojcyklus a dvojcyklus, oba možné zápisy představuj́ı týž
dvojcyklus, zat́ımco u trojcyk̊u máme dvě možnosti, jak vytvořit r̊uzné (vzájemně inverzńı) permu-
tace. Tedy celkem dostáváme 2 ·

(
5
3

)
možnost́ı. Množina permutaćı se stejným cyklickým zápisem,

s výjimkou té obsahuj́ıćı pouze identickou permutaci, netvoř́ı podgrupu, např́ıklad proto, že v ńı
nelež́ı identická permutace.



(b) Všimněme si, že je podmı́nka απ = πα ekvivalentńı podmı́nce απα−1 = π. Jak jsme nahlédli
v minulé úloze, stač́ı si uvědomit kolika zp̊usoby můžeme permutaci zapsat ve stejném cyklickém

zápisu. Protože

(
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

)
= (1 2 3)(4 5)(6), mohu cyklus (1 2 3) = (2 3 1) = (3 1 2) délky 3

napsat třemi zp̊usoby a cyklus (4 5) délky 2 napsat dvěma zp̊usoby, proto máme právě 2 · 3 = 6
permutaćı α splňuj́ıćıch podmı́nku.

Pokud απ = πα a βπ = πβ, vid́ıme, že

(αβ)π = αβπ = απβ = παβ = π(αβ),

πα−1 = α−1απα−1 = α−1π, id π = π = π id

tedy uvažovaná množina tvoř́ı podgrupu.

Úloha 7.10. Kolik ekvivalenčńıch tř́ıd má ekvivalence
”
být konjugovaný“ na grupě S6?

Řešeńı. Dı́ky úvahám předchoźıch dvou úloh si můžeme uvědomit, že se ptáme na to, kolik r̊uzných
cyklických zápis̊u permutace na šesti prvćıch existuje. Protože zálež́ı jen na délkách jednotlivých
cykl̊u, můžeme ekvivalentně spoč́ıtat počet neklesaj́ıćıch posloupnost́ı délek jednotlivých cykl̊u

{(a1, . . . , a2) | k, a1 . . . , ak ∈ N, a1 ≤ · · · ≤ ak,
k∑

i=1

ai = 6} =

{(6), (1, 5), (2, 4), (3, 3), (1, 1, 4), (1, 2, 3), (2, 2, 2), (1, 1, 1, 3), (1, 1, 2, 2), (1, 1, 1, 1, 2), (1, 1, 1, 1, 1, 1)},

kterých jsme hrubou silou našli právě jedenáct.

Úloha 7.11. Uvnitř tělesa T = Z2[α]/(α
4 + α + 1) nalezněte kořenové nadtěleso polynomu x2 +

x+ 1 ∈ Z2[x].

Řešeńı. V podstatě chceme v T naj́ıt kořen onoho polynomu. Jelikož T má charakteristiku 2,
můžeme ekvivalentně hledat řešeńı β rovnice x2 = x + 1; kromě toho mocněńı mnohočlenu na
druhou prob́ıhá

”
člen po členu“ (smı́̌sené členy jsou d́ıky výskytu 2 rovny nule).

Předně si všimněme, že z Viètových vztah̊u bude součet řešeńı rovnice roven 1, t́ım pádem můžeme
BÚNO hledat řešeńı β, jehož abs. člen je nulový (a druhé řešeńı bude se bude lǐsit jen v onom abs.
členu).

Pokud si dále spočteme (α3)2 = α3 + α2, vid́ıme, že β muśı nutně obsahovat α2, aby mělo β2

nenulový abs. člen (stejně jako má β + 1). Jelikož ovšem (α2)2 = α + 1, je v β2 nutně př́ıtomen
lineárńı člen α, t́ım pádem muśı být i v β. Ze zbývaj́ıćıch dvou možnost́ı α2 + α a α3 + α2 + α
snadno potvrd́ıme prvńı a vylouč́ıme druhou.

Máme tedy β = α2 + α, druhé řešeńı rovnice je tedy α2 + α + 1. Hledané kořenové nadtěleso je
Z2(α

2 + α) ≤ T , které je zřejmě stejné jako Z2(α
2 + α + 1). Toto těleso je i rozkladové a zadaný

polynom se v něm rozkládá jako

x2 + x+ 1 = (x+ α2 + α)(x+ α2 + α + 1).
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