8 RA4d a neiad v teorii grup

Zadani
Cviceni 10. a 11. dubna, verze ze dne 9. dubna 2024.

Cile cviceni: Tentokrat si diikladné rozmyslime, jak ndm pomahd Lagrangeova véta pii zjistovani
radu prvku ¢i indextu podgrup dané grupy. Tam, kam uz jeji dlouhd a laéna chapadla nedosahnou,
nam nezbude nez zapojit své poctarské svaly. Nakonec si za odménu trochu pohrajeme s grupovymi
homomorfismy.

['Jlohy, které bychom urcité méli umét resit:
Uloha 8.1. Jaky fad maji nasledujici prvky v grupach? (a) 4a 15 v Zys, (b)7a9vZi,

Uloha 8.2. Najdéte nejmensi podgrupu grupy Ss, ktera obsahuje prvek 7 = (12345), tj. (m)s,.
Jakého je fadu a jakého indexu?

Uloha 8.3. Rozhodnéte, zda je H podgrupa G a pokud je, uréete index |G : H] a vSechny pravé
rozkladové tiidy G podle H, jestlize

(a) G =Zi a H ={0,3,6,9},
(b) G =Zya H = {0,3,6,9},

(c) G=S8;a H ={id, (12), (23)},
(d) G =83 a H = {id, (12)}.

Uloha 8.4. Rozhodnéte, kter4 z nasledujicich zobrazeni jsou homomorfismy grup. U homomorfismu
popiste jejich jadra a obrazy.

a

Zs — Zq5 je dano predpisem f(k) = 5k pro kazdé k € Zs,

Zs — Zqg je dano predpisem f(k) = 5k pro kazdé k € Zs,

(c
d

(
(b
4k pro kazdé k € Zs,
( (k) mod 3 pro kazdé k € Z;s,
(k) mod 3 pro kazdé k € Zy.

Z15 — Z3 je dano predpisem f(k

) [ ()
I ()
) f:Zs — Zys je dano piedpisem f(k)
) [ ()
I ()

(e

Zng — 73 je dano predpisem f(k

A ted néco pro potéseni ducha i obveseleni téla (asi bude spokojenéjsi duch):
Uloha 8.5. Rozhodnéte,

(a) zda existuji v grupé Zs, podgrupy tadu 4, 5, 6,

(b) zda existuji v grupé S;7 prvky fadu 71, 72, 80.

Uloha 8.6. Bud G grupa fadu 60, H < G f4du 5 a K < G bud v G indexu 5. Je H N K
komutativni?



Uloha 8.7. J aky rad maji nasledujici prvky v danych grupach?

(a) rotace o 144° v D,

010y (-1 0 0 110 0 0 i
(b) matice [0 0 1|, 0 -2 =2 |, 101 1]af0 -1 0] vGLs(C)
100 0 £ -1 00 2 1 0 0

(c) dvojice ((123)(45),(1234)) v direktnim soucinu grup Sz x S,.

Uloha 8.8. Najdéte vSechny homomorfismy

(1 ze Z4,+7 —,0) do (ZQ X ZQ,+, -, (0,0)),
(j) ze (Z%,,-,71,1) do (Zg, +,—,0),

(a) ze (Z,+,—-,0) do (Z,+, -, 0),
(b) ze (Z,+,—,0) do (Zn,+ ,0),
(c) ze (Zy,+,—,0) do (Z,+,—,O),
(d) ze (Zz, +,—,0) do (S,,0,7",id),
(e) ze (Zs, +,—,0) do (Zs,+,—,0),
(f) ze (Zo, +,—.,0) do (le, ,—,0),
(g) ze (Ziz,+,—,0) do (Zg, +,—,0),
(h) ze (Z x Za,+,—,(0,0)) do (Z4,+,—,0),

) ze (

) ze (

) ze (

(k) ze (Z¢,+,—,0) do (Z3,,-,7 1, 1).
Uloha 8.9. Uvazujme grupu (Q, +, —,0). Ukazte, ze
(a) v ni maji kazdé dvé netrividlni podgrupy netrivialni prunik,
(b) ji nelze generovat jednim prvkem (dokonce ani zadnou kone¢nou podmnozinou).

Uloha 8.10. Urcete, v kterych z nasledujicich grup tvoii suda ¢isla podgrupu: Z, Zs, Z1s, Z3s,
Zig-

Uloha 8.11. Rozhodnéte, zda (a) {m € A, : 72 = id}, (b) {r € A : #® = id} tvori podgrupu
grupy A4. Vyfteste analogickou ulohu pro grupu Sy.

Uloha 8.12. Ukazte, ze plati:
(a) (L)z=2=(1)g
(b) {(1,0), (0, 1))z = Z X 7

) (1

)«

¢) (a,b)z = (NSD(a,b)) = NSD(a, b)Z
)
)

(
(d) Sy = ((12),(13),....,(1n))
(€) Ay =((123),(124),...,(12n)).

Uloha 8.13. Dokaite, 7e Dy, = {p, o), kde p je rotace o thel 27/n a o je libovolna reflexe.
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