10 Burnside vam to spocita!

Resen{
Cviceni 24. a 25. dubna, verze ze dne 24. dubna 2024.

Cile cviceni: Pusobeni grupy na mnoziné, tedy napad, kdy si vSimneme prirozeného homomor-
fismu vhodné grupy do grupy permutaci na néjaké mnoziné moznosti, nam umozni fesit jisty typ
kombinatorickych tloh. Ty se nauc¢ime pocitat a zaroven si rozmyslime, co jsou a jak vypadaji
orbity tranzitivity daného pusobeni a koutkem oka mrkneme i na souvisejici a teoreticky velmi
uzitetny pojem stabilizatoru prvku.

Ijlohy, které bychom urcité méli umét resit:

Uloha 10.1. Kolik ruznych naramku lze sestavit ze Sesti cervenych a tif bilych koralku, pouzijeme-
li vzdy vsech deveét? (Predpokladdme, ze mame k dispozici potfebné propriety jako snurku apod.
a ze za stejny nahrdelnik povazujeme kazdé jeho otoceni i preklopeni.)

Reseni. Oznacime si jako X mnozinu viech moznych kordlkovych sestav a viimneme si, Ze otoceni a
prevraceni naramku lze reprezentovat osmnactiprvkovou grupou symetrii pravidelného devititthelniku
D1g s operaci skldadani, kterou muzeme po ocislovani pozic kordlku ¢cisly 1,...,9 chapat jako
podgrupu grupy Sy. Uvédomime si, ze ekvivalence tranzitivity ~ dava do relace pravé takové
sefazeni barev koralku, které libovolnd symetrie z grupy Dig zachova, proto pocet vSech ruznych
naramku bez ohledu na otoceni a prevraceni je dan poctem rozkladovych tiid |X/~|. Abychom
mohli vyuzit Burnsideovu vétu | X/~| = ﬁ >_gec [ Xql, je nejprve tieba spocitat velikosti mnozin
X, = {x € X | g(z) = x} pro jednotlivd g € G, pficemz vSechny kordlky kazdého nezévislého
cyklu permutace g musi mit touz barvu. Staci tedy jednotlivé symetrie rozdélit podle poctu cyklu
a spocitat pocet sestav pomoci volby polohy t¥i bilych koralku:

1. pouze g = id obsahuje 9 nezavislych cyklu, proto | Xjq| = (g),

2. otoceni o tuhel j:%7r nam dava 2 permutace g se tfemi trojcykly, kde jeden trojcyklus bude
obarven bile, dva zbyvajici cervené, coz predstavuje | X | = (i’) moznosti,

3. otoceni g o tihel Qf, kde NSD(k,9) = 1, (kterych mame ¢(9) = 6) obsahuje jediny nezavisly
deviticyklus; protoze zddnou stejnobarevnou sestavu nemame, znamend to, ze | X | = 0,

4. konecné 9 osovych symetrii obsahuje jeden jednocyklus a ¢tyti dvojykly, coz implikuje, ze
jediny jednocyklus a jeden dvojcyklus jsou obarveny bile, tedy | X | = (;1)

Nyni uz zbyva jen dosadit do vzorecku
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ktery nam sdéli, ze existuje 7 ruznych moznych naramku.

Uloha 10.2. Détsk4 stavebnice obsahuje 8 ¢ervenych a 8 modrych dilku ve tvaru rovnostranného
trojuhelnika. Kolika zpusoby z nich lze sestavit velky rovnostranny trojuhelnik o ¢tyrndasobné hrané

(a) az na otocCent,

(b) az na otoceni a prevraceni podél (nékteré) vysky?



Reseni. Postupujeme stejné jako v predchozi tloze, nejprve si oznaéime X mnozinu vech se-
stav velkého rovnostranného trojuhelniku, na niz budeme pocitat velikost orbit tranzitivity pro
jednotlivé prvky grupy G:

(a) Grupa G, = {id, r,r~'} otaceni trojihelniku je tfiprvkovd generovana rotaci r o thel %’r

1. Pro trividlni rotaci id vybirdme 8 ¢ervenych pozic z 16, tedy |Xjq| = (186),

2. pro obé rotace r, r~! by stejnou barvu musely mit vidy trojice trojihelnickt symetricky
umisténych kolem stfedu, ale rozdélit dvé osmice do skupin o 3k a 3l + 1 prvcich (druha
skupina zahrnuje stied trojihelniku) nejde, proto |X,| = | X,-1| = 0.

Celkem dostavame | X/~| = 2 (') = 4290 sestav.

(b) Grupa G, = {id, r, 77!, 51, 89, 83} symetrii trojihelniku obsahuje kromé identity a dvou rotaci
jesté tii osové symetrie.

1. Pro trividln{ rotaci id a rotace mame stejné jako v (a) |Xu| = () a |X,| = [X,1| =0,

2. pro tfi osové symetrie s; zvolime sudy pocet Cervenych na ctyii pozice trojuhelniku na ose
(tedy 4, 2 nebo 0) a poté polovinu zbylého poctu volime na Sest pozic levé strany trojihelnika.
Pravé potom musi byt voleny symetricky s pouzitim druhé poloviny ¢ervenych trojuhelnicku,
zbytek doplnime modrymi dilky. Tedy pro 4 ¢ervené dilky na ose mame (3) (g) moznosti, pro
2 cervené dilky na ose mame (3) (2) a pro zadny cerveny dilek na ose mame (3) (2) = (i).
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Celkem dostdvéme ¢[() +3((5) + (5) 5) + (3))] = 2220 moznych sestav.
Uloha 10.3. Pro kazdé n € N urcete, kolika zpusoby lze obarvit stény pravidelného ¢tyfsténu
n barvami (az na orotovani ¢tyfsténu). Predpokldadame, ze kazdou sténu barvime celistvé prave
jednou barvou (tedy zadné puntiky ¢i prouzky), ruzné stény mohou mit totozné barvy a neni nutné
pouzit barvy vsecky.

Reseni. Stejné jako v predchozich dvou tdlohdch vyuzijeme Burnsideovu vétu, a proto nejprve
zavedeme mnozinu X vsech obarveni ¢tyisténu v pevné pozici, tedy prifazujeme barvu ke ¢tyfem
sténam. Déle uvézime, Ze grupu otdceni muzeme reprezentovat jako permutaci ¢ty stén (tedy
podgrupu Sy) a ze Ctyfstén muzeme otdcet podle spojnic vrcholu a stfedu protilehlé stény (celkem
osmi zpusoby reprezentovanych trojcyklem (abc)) a pak muzeme skladat dveé takova otoceni (celkem
tfi moznosti reprezentované dvojici nezavislych cyklu (ab)(cd)). Orbity tranzitivity v zavislosti na
cyklickém zapisu jsou tvaru:

1. |Xid| = TL4,
2. |X,| = n? pro oba typy otoceni, nebot se sklddaji ze dvou nezdvislych cyklu.
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5 obarveni.

Nyni opét dosadime do vzorce a dostaneme | X/~| =

Uloha 10.4. Uvazujte pisobeni grupy G = S,, na mnoziné {(a,b) : 1 < a,b < n}, pticemz
permutace m pusobi po slozkach, tj. 7((a,b)) = (w(a), m(b)).

(a) Kolik m4 toto pusobeni orbit a jak jsou velké?

(b) Jak vypadaji stabilizdtory G(i 1), resp. G(12) a jaky maji index?



Reseni. (a) Pokud a # b, pak pro kazdou dvojici ¢ # d najdeme permutaci 7 € S,,, pro niz
= (m(a),n(b)) = (¢,d) a pokud a = b, potom pro kazdou permutaci 7 € S,, plati, zZe
b). To znamend, ze mame pravé dvé orbity tranzitivity:

{(a,b) |a #b, a,be {1,...,n}}, {(a,a)]aec{l,...,n}},

prvni z nich ma n(n — 1) prvka a druhd préavé n prvku.
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(b) Snadno si rozmyslime, ze
G(l,l) = {7T € Sn | 7T(1) = 1} ~ Sn—17 G(LQ) = {7'(' - Sn | 7T(1) = ]_&71'(2) = 2} ~ Sn_g

(pozor, jde o izomorfismy, nikoli o rovnosti!) a diky tvrzeni o indexu stabilizatoru a velikosti orbity
dostévéme, ze [Sn . G(l,l)] = |X(1’1)‘ =n, [Sn . G(Lg)] = ‘X(LQ)‘ = n(n — 1)

A kdyby toho bylo malo, mame jesté:

Uloha 10.5. Anicka chce pro kazdého ze svych 506 facebookovych ptétel vytvorit podobny (ale
ne stejny) odznacek, rozhodne se proto pro nésledujici navrh: rozdéli kruh na 12 stejnych vyseci a
kazdou vyse¢ obarvi. Kolik minimalné barev musi pouzit, aby splnila, co si predsevzala, predpokla-
dame-li, ze dva odznacky jsou ruzné, nelze-li jeden ziskat z druhého pootocenim?

Reseni. Opét vyuzijeme Burnsideovu vétu pro mnozinu X vsech obarveni n barvami a grupu G
vSech otoceni rfadu 12, kterou muzeme reprezentovat jako cyklickou grupu generovanou cyklem
o € Sqo délky 12. Nejprve uréime velikosti orbit:

1. [ Xiyq| = n'?
2. | X,6| = nb,
3. |X,| = n* pro dva prvky g € (o) Fddu 3 (tj. pro g = o*, %),
4. |X,| = n? pro dva prvky g € (o) Fddu 4 (tj. pro g = o°,0),
5. |X,| = n? pro dva prvky g € (o) faddu 6 (tj. pro g = 02, 0'0),
6. |X,| = n pro ¢tyti prvky g € (o) fddu 12 (tj. pro g = o', 0% 07, c').
Cekem dostdvdme pro n barev ¢(n) = 5(n'? 4+ n® + 2n* 4 2n3 + 2n* + 4n) ruznych obarveni, a

protoze ¢(2) = 352 a ¢(3) = 44368, Anicka musi pouzit alespon 3 barvy.

Uloha 10.6. Spocitejte, kolika zpusoby lze obarvit stény krychle (bez ohledu na jeji polohu) pomoci
n barev.

Reseni. Postupujeme jako v predchozich dlohdch, tedy nejprve definujme mnozinu X jako mnozinu
vSech obarveni krychle v pevné pozici, kdy prifazujeme barvu Sesti pozicim s ohledem na jejich
polohu, a grupu G vSech rotaci krychle a jeji pusobeni, které pro rotaci g € GG priradi obarveni x
prislusné otoceni krychle g(x). Dvé obarveni z mnoziny X jsou ekvivalentni vzhledem k ekvivalenci
~, pokud lze jedno prevést na druhé néjakym otocenim krychle, a pocet vsech obarveni krychle bez
ohledu na jeji otoceni je pravé roven poctu rozkladovych tiid | X/~|.

Uvédomime si, Ze grupa otoceni G obsahuje pravé 24 prvki, nebot otoceni jednoznaéné uréi zob-
razenim stény na jednu z 6 stén ve 4 moznych pozicich (ptipadné zobrazenim jednoho vrcholu na
jeden z 8 vrcholu s tfemi moznymi umisténimi hran). Kazdé oto¢eni budeme reprezentovat jako
permutaci stén, které se k tomuto ucelu ocislujeme ¢isly 1,...,6, grupu G tedy chapeme jako pod-
grupu grupy Sg. Konecné pripomenme, ze ma-li zustat pri konkrétnim otoceni zachovano obarveni
krychle, musi byt obarveni vsech stén v jednom cyklu stejné. Tedy potiebujeme zjistit, kolik cyklu
kazda z permutaci odpovidajici danému otoceni obsahuje, je-li jich v permutaci g pravé k, pak
| X,| = n*. Probereme jednotlivé piipady:



1. 6 cyklu obsahuje pouze g = id, tedy |X,| = n®,

2. 4 cykly obsahuji 3 osové symetrie podle os prochéazejicich stredy protilehlych stén, tj. pokud
g € {(13)(24), (13)(53), (24)(56) }, pak a |X,| = n*,

3. 3 cykly obsahuje 6 otoc¢eni o 90 stupnu vpravo a vlevo podle os prochéazejicich stiedy pro-
tilehlych stéen A = {(1234), (1432),(1635), (1536), (2645), (2546)} a 6 pieklopeni podle os
prochézejicich stredy protilehlych hran

B = {(13)(64)(25), (13)(26)(45), (24)(16)(35), (24)(15)(36), (56)(14)(23), (56)(12)(34)},
tedy pokud g € AU B, pak |X,| = n?,

4. 2 cykly obsahuje 8 otoc¢eni o 120 stupnu vpravo a vlevo podle os prochazejicich protilehlymi
vrcholy, tj. g lezi v mnoziné {(164)(235), (146)(253), (126)(345), (162)(354), (145)(263),
(154)(236), (125)(634), (125)(634)} a v takovém pifpadé | X,| = n?,

Zjistili jsme, ze | X/~| = 5;(n® 4 3n* 4+ 12n3 4 8n?).

Uloha 10.7. Uvazujme pusobeni grupy As na mnoziné X = {1,2,3,4,5}3, kterézto pusoben{ je
opét definovano po slozkach, tj. vztahem

m(k,l,m) = (n(k),w(l), 7(m)) pro kazdé = € As.
Urcete pocet orbit tohoto ptisobeni a néjakou mnozinu reprezentantu téchto orbit.

Reseni. Uvaha je obdobna jako v 1loze , rozdélime t¥idy podle poc¢tu shodnych hodnot trojice
a v pripadé dvou shodnych a jednoho rozdilného podle toho, na které pozici se rozdilna hodnota
nachézi. Zvolime 5 reprezentantu (1,1,1), (1,1,2),(1,2,1),(2,1,1),(1,2,3), u nichz uz snadno na-
jdeme permutaci, kterd néktery z reprezentantu zobrazi na libovolny prvek (a, b, ¢). Naopak zadna
dva ruzné reprezentanty na sebe permutaci nezobrazime, tudiz existuje prave 5 orbit.

Uloha 10.8. Nechf n > k. Uvazujte pasobeni grupy S, na mnozné {(ay,...,ax) | 1 < a; < n},
pricemz permutace m pusobi po slozkach. Dokazte, ze pocet orbit je roven poctu ekvivalenci na
k-prvkové mnoziné.

Reseni. Je-li E ekvivalence na {1,...,k}, pak pro rozkladovou tifdu prvku [d], = {c1 < ... < ¢}
dejme v prvku (aq,...,a;) na mista s indexy {ci,...,¢,} ¢slo ¢p; snadno (haha) se jiz rozmysli,
ze takto je definovana bijekce mezi ekvivalencemi a orbitami tohoto pusobeni.

Uloha 10.9. Ukazte, ze konjugaci lze interpretovat jako pusobeni grupy na jeji vlastni nosné
mnozing, kde prvek g pusobi jako g(x) = grg~'. Pro grupu S, vypiste orbity a pro kazdou orbitu
urcete stabilizator néjakého jejtho prvku.

Reseni. Rozmyslime si, ze zobrazeni Q(g) = g- — - g~ je opravdu homomorfismus, k tomu niam
staci ovérit, ze Q(gh) = Q(g)Q2(h) pro libovolné dva prvky g,h € G, coz ovérime vyhodnocenim
obou zobrazeni na libovolném prvku = € G:

[Q>9)QR)](2) = Qg)(hah™") = ghah™'g~" = (gh)z(gh) ™" = Q(gh)(x)

Na 7. cviceni jsme si uveédomili, Zze konjugované permutace jsou praveé ty, které maji stejny cyklicky
zapis, snadno si tedy rozmyslime, ze mame pravé pét orbit tranzitivity v Sy:

(o @ 00) = {(abcd) € Sy | |[{a,b,c,d}| =4}, (e e o) ={(abc) € Sy | |{a,b,c}| =3},
(e0)(e0) ={(ab)(cd) € Ss | {a,b,c,d}| =4}, (o) ={(ab) € Su|[{a,b}| =2}, {id}

Nyni z kazdé orbity vybereme jeden prvek a piimocare najdeme, konjugovani ¢im ho prevede na
touz permutaci:



’ orbita ‘ stabilizator ‘

(0 @ 00) Gliosey = ((1234))

(000 Grag = ((123))

(o 9)(e 8] | Grragan = ((1324)) U(12) (1324]]
(e00) | Guy=1{(12),(34),12)(38),id)
{ld} Gid - S4

Uloha 10.10. Uvazujte grupu G fadu p* pro p prvoéislo a k € N. Dokazte, ze existuje prvek a € G
ruzny od jednotky, ktery komutuje se vSemi ostatnimi prvky.

Reseni. Pouzijeme pusobeni grupy G na G konjugaci z piedchoziho pitkladu. Rozmyslete si, co
znamenaji jednoprvkové orbity, a pouzijte stejny trik, jako v dikazu Cauchyovy véty.

Uloha 10.11. Uvazujte pusobeni eukleidovské grupy E; na mnoziné R?.

(a) Kterd zobrazeni obsahuje podgrupa (E3), pro dany bod x?
(b) Urcete, které prvky patii do Rg, kde g # id je (i) translace, (ii) rotace, (iii) reflexe.
Reseni. (a) Pro 2 = (0,0) piedstavuje stabilizator pravé grupa O, pro obecny bod ho tvoif rotace
se stfedem v x a rotace okolo v x slozené s reflexi okolo osy prochézejici po¢atkem a bodem .
(b) (i) Netrividlni posunuti je zobrazeni, které zjevné nema zadny pevny bod, proto je odpovidajici
mnozina pevnych bodu prazdna.
(ii) Je-li g netrividlni rotace se sttedem v bodé (a,b), je pevnym bodem pouze stied otéceni, tedy
2 _
IRg - {(av b)}
(iii) Reflexe podle osy zachovava préavé tuto osu, tudiz mnozina pevnych bodu tvoii pravé vsechny
body osy dané reflexe.

Uloha 10.12. Pro kazdé n € N najdéte néjakou mnozinu X, C R? takovou, aby byla grupa
symetrii ze Sym(X,,) izomorfni grupé Z, (tedy cyklickd fadu ).

Reseni. Pro n = 1 miizeme vzit znak 2 umistény kdekoli v rovine.

Pro n = 2 lze zvolit pismeno T umisténé svislou ¢arou v pocétku (pismeno H by ale neproslo).

Pro n = 3 rovnostranny trojuhelnik se stfedem v pocatku, jehoz hrany jsou tvoreny Sipkami
smeéfujicimi po ¢ proti sméru hodinovych rucicek (bez sipek by opét neprosel), neni to nahodou
obecny navod?
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