
10 Burnside vám to spoč́ıtá!

Řešeńı
Cvičeńı 24. a 25. dubna, verze ze dne 24. dubna 2024.

Ćıle cvičeńı: Působeńı grupy na množině, tedy nápad, kdy si všimneme přirozeného homomor-
fismu vhodné grupy do grupy permutaćı na nějaké množině možnost́ı, nám umožńı řešit jistý typ
kombinatorických úloh. Ty se nauč́ıme poč́ıtat a zároveň si rozmysĺıme, co jsou a jak vypadaj́ı
orbity tranzitivity daného p̊usobeńı a koutkem oka mrkneme i na souvisej́ıćı a teoreticky velmi
užitečný pojem stabilizátoru prvku.

Úlohy, které bychom určitě měli umět řešit:

Úloha 10.1. Kolik r̊uzných náramk̊u lze sestavit ze šesti červených a tř́ı b́ılých korálk̊u, použijeme-
li vždy všech devět? (Předpokládáme, že máme k dispozici potřebné propriety jako šň̊urku apod.
a že za stejný náhrdelńık považujeme každé jeho otočeńı i překlopeńı.)

Řešeńı. Označ́ıme si jakoX množinu všech možných korálkových sestav a všimneme si, že otočeńı a
převráceńı náramku lze reprezentovat osmnáctiprvkovou grupou symetríı pravidelného dev́ıtiúhelńıku
D18 s operaćı skládáńı, kterou můžeme po oč́ıslováńı pozic korálk̊u č́ısly 1, . . . , 9 chápat jako
podgrupu grupy S9. Uvědomı́me si, že ekvivalence tranzitivity ∼ dává do relace právě takové
seřazeńı barev korálk̊u, které libovolná symetrie z grupy D18 zachová, proto počet všech r̊uzných
náramk̊u bez ohledu na otočeńı a převráceńı je dán počtem rozkladových tř́ıd |X/∼|. Abychom
mohli využ́ıt Burnsideovu větu |X/∼| = 1

|G|
∑

g∈G |Xg|, je nejprve třeba spoč́ıtat velikosti množin

Xg = {x ∈ X | g(x) = x} pro jednotlivá g ∈ G, přičemž všechny korálky každého nezávislého
cyklu permutace g muśı mı́t touž barvu. Stač́ı tedy jednotlivé symetrie rozdělit podle počtu cykl̊u
a spoč́ıtat počet sestav pomoćı volby polohy tř́ı b́ılých korálk̊u:

1. pouze g = id obsahuje 9 nezávislých cykl̊u, proto |Xid| =
(
9
3

)
,

2. otočeńı o úhel ±2π
3

nám dává 2 permutace g se třemi trojcykly, kde jeden trojcyklus bude

obarven b́ıle, dva zbývaj́ıćı červeně, což představuje |Xg| =
(
3
1

)
možnost́ı,

3. otočeńı g o úhel 2π
k
, kde NSD(k, 9) = 1, (kterých máme φ(9) = 6) obsahuje jediný nezávislý

dev́ıticyklus; protože žádnou stejnobarevnou sestavu nemáme, znamená to, že |Xg| = 0,

4. konečně 9 osových symetríı obsahuje jeden jednocyklus a čtyři dvojykly, což implikuje, že
jediný jednocyklus a jeden dvojcyklus jsou obarveny b́ıle, tedy |Xg| =

(
4
1

)
.

Nyńı už zbývá jen dosadit do vzorečku

|X/∼| = 1

|G|
∑
g∈G

|Xg| =
1

18

(
1 ·

(
9

3

)
+ 2 ·

(
3

1

)
+ 6 · 0 + 9 ·

(
4

1

))
=

84 + 6 + 36

18
= 7,

který nám sděĺı, že existuje 7 r̊uzných možných náramk̊u.

Úloha 10.2. Dětská stavebnice obsahuje 8 červených a 8 modrých d́ılk̊u ve tvaru rovnostranného
trojúhelńıka. Kolika zp̊usoby z nich lze sestavit velký rovnostranný trojúhelńık o čtyřnásobné hraně

(a) až na otočeńı,

(b) až na otočeńı a převráceńı podél (některé) výšky?



Řešeńı. Postupujeme stejně jako v předchoźı úloze, nejprve si označ́ıme X množinu všech se-
stav velkého rovnostranného trojúhelńıku, na ńıž budeme poč́ıtat velikost orbit tranzitivity pro
jednotlivé prvky grupy G:

(a) Grupa Ga = {id, r, r−1} otáčeńı trojúhelńıku je tř́ıprvková generovaná rotaćı r o úhel 2π
3
.

1. Pro triviálńı rotaci id vyb́ıráme 8 červených pozic z 16, tedy |Xid| =
(
16
8

)
,

2. pro obě rotace r, r−1 by stejnou barvu musely mı́t vždy trojice trojúhelńıčk̊u symetricky
umı́stěných kolem středu, ale rozdělit dvě osmice do skupin o 3k a 3l + 1 prvćıch (druhá
skupina zahrnuje střed trojúhelńıku) nejde, proto |Xr| = |Xr−1| = 0.

Celkem dostáváme |X/∼| = 1
3

(
16
8

)
= 4290 sestav.

(b) Grupa Ga = {id, r, r−1, s1, s2, s3} symetríı trojúhelńıku obsahuje kromě identity a dvou rotaćı
ještě tři osové symetrie.

1. Pro triviálńı rotaci id a rotace máme stejně jako v (a) |Xid| =
(
16
8

)
a |Xr| = |Xr−1| = 0,

2. pro tři osové symetrie si zvoĺıme sudý počet červených na čtyři pozice trojúhelńıku na ose
(tedy 4, 2 nebo 0) a poté polovinu zbylého počtu voĺıme na šest pozic levé strany trojúhelńıka.
Pravé potom muśı být voleny symetricky s použit́ım druhé poloviny červených trojúhelńıčk̊u,
zbytek doplńıme modrými d́ılky. Tedy pro 4 červené d́ılky na ose máme

(
4
4

)(
6
2

)
možnost́ı, pro

2 červené d́ılky na ose máme
(
4
2

)(
6
3

)
a pro žádný červený d́ılek na ose máme

(
4
0

)(
6
4

)
=

(
6
4

)
.

Celkem dostáváme 1
6
[
(
16
8

)
+ 3(

(
6
2

)
+
(
4
2

)(
6
3

)
+
(
6
4

)
)] = 2220 možných sestav.

Úloha 10.3. Pro každé n ∈ N určete, kolika zp̊usoby lze obarvit stěny pravidelného čtyřstěnu
n barvami (až na orotováńı čtyřstěnu). Předpokládáme, že každou stěnu barv́ıme celistvě právě
jednou barvou (tedy žádné punt́ıky či proužky), r̊uzné stěny mohou mı́t totožné barvy a neńı nutné
použ́ıt barvy všecky.

Řešeńı. Stejně jako v předchoźıch dvou úlohách využijeme Burnsideovu větu, a proto nejprve
zavedeme množinu X všech obarveńı čtyřstěnu v pevné pozici, tedy přǐrazujeme barvu ke čtyřem
stěnám. Dále uváž́ıme, že grupu otáčeńı můžeme reprezentovat jako permutaci čtyř stěn (tedy
podgrupu S4) a že čtyřstěn můžeme otáčet podle spojnic vrcholu a středu protilehlé stěny (celkem
osmi zp̊usoby reprezentovaných trojcyklem (abc)) a pak můžeme skládat dvě taková otočeńı (celkem
tři možnosti reprezentované dvojićı nezávislých cykl̊u (ab)(cd)). Orbity tranzitivity v závislosti na
cyklickém zápisu jsou tvaru:

1. |Xid| = n4,

2. |Xg| = n2 pro oba typy otočeńı, nebot’ se skládaj́ı ze dvou nezávislých cykl̊u.

Nyńı opět dosad́ıme do vzorce a dostaneme |X/∼| = n4+11n2

12
obarveńı.

Úloha 10.4. Uvažujte p̊usobeńı grupy G = Sn na množině {(a, b) : 1 ≤ a, b ≤ n}, přičemž
permutace π p̊usob́ı po složkách, tj. π((a, b)) = (π(a), π(b)).

(a) Kolik má toto p̊usobeńı orbit a jak jsou velké?

(b) Jak vypadaj́ı stabilizátory G(1,1), resp. G(1,2) a jaký maj́ı index?



Řešeńı. (a) Pokud a ̸= b, pak pro každou dvojici c ̸= d najdeme permutaci π ∈ Sn, pro niž
π((a, b)) = (π(a), π(b)) = (c, d) a pokud a = b, potom pro každou permutaci π ∈ Sn plat́ı, že
π(a) = π(b). To znamená, že máme právě dvě orbity tranzitivity:

{(a, b) | a ̸= b, a, b ∈ {1, . . . , n}}, {(a, a) | a ∈ {1, . . . , n}},

prvńı z nich má n(n− 1) prvk̊u a druhá právě n prvk̊u.

(b) Snadno si rozmysĺıme, že

G(1,1) = {π ∈ Sn | π(1) = 1} ≃ Sn−1, G(1,2) = {π ∈ Sn | π(1) = 1& π(2) = 2} ≃ Sn−2

(pozor, jde o izomorfismy, nikoli o rovnosti!) a d́ıky tvrzeńı o indexu stabilizátoru a velikosti orbity
dostáváme, že [Sn : G(1,1)] = |X(1,1)| = n, [Sn : G(1,2)] = |X(1,2)| = n(n− 1).

A kdyby toho bylo málo, máme ještě:

Úloha 10.5. Anička chce pro každého ze svých 506 facebookových přátel vytvořit podobný (ale
ne stejný) odznáček, rozhodne se proto pro následuj́ıćı návrh: rozděĺı kruh na 12 stejných výseč́ı a
každou výseč obarv́ı. Kolik minimálně barev muśı použ́ıt, aby splnila, co si předsevzala, předpoklá-
dáme-li, že dva odznáčky jsou r̊uzné, nelze-li jeden źıskat z druhého pootočeńım?

Řešeńı. Opět využijeme Burnsideovu větu pro množinu X všech obarveńı n barvami a grupu G
všech otočeńı řádu 12, kterou můžeme reprezentovat jako cyklickou grupu generovanou cyklem
σ ∈ S12 délky 12. Nejprve urč́ıme velikosti orbit:

1. |Xid| = n12,

2. |Xσ6| = n6,

3. |Xg| = n4 pro dva prvky g ∈ ⟨σ⟩ řádu 3 (tj. pro g = σ4, σ8),

4. |Xg| = n3 pro dva prvky g ∈ ⟨σ⟩ řádu 4 (tj. pro g = σ3, σ9),

5. |Xg| = n2 pro dva prvky g ∈ ⟨σ⟩ řádu 6 (tj. pro g = σ2, σ10),

6. |Xg| = n pro čtyři prvky g ∈ ⟨σ⟩ řádu 12 (tj. pro g = σ1, σ5, σ7, σ11).

Cekem dostáváme pro n barev c(n) = 1
12
(n12 + n6 + 2n4 + 2n3 + 2n2 + 4n) r̊uzných obarveńı, a

protože c(2) = 352 a c(3) = 44368, Anička muśı použ́ıt alespoň 3 barvy.

Úloha 10.6. Spoč́ıtejte, kolika zp̊usoby lze obarvit stěny krychle (bez ohledu na jej́ı polohu) pomoćı
n barev.

Řešeńı. Postupujeme jako v předchoźıch úlohách, tedy nejprve definujme množinuX jako množinu
všech obarveńı krychle v pevné pozici, kdy přǐrazujeme barvu šesti pozićım s ohledem na jejich
polohu, a grupu G všech rotaćı krychle a jej́ı p̊usobeńı, které pro rotaci g ∈ G přǐrad́ı obarveńı x
př́ıslušně otočeńı krychle g(x). Dvě obarveńı z množiny X jsou ekvivalentńı vzhledem k ekvivalenci
∼, pokud lze jedno převést na druhé nějakým otočeńım krychle, a počet všech obarveńı krychle bez
ohledu na jej́ı otočeńı je právě roven počtu rozkladových tř́ıd |X/∼|.
Uvědomı́me si, že grupa otočeńı G obsahuje právě 24 prvk̊u, nebot’ otočeńı jednoznačně urč́ı zob-
razeńım stěny na jednu z 6 stěn ve 4 možných pozićıch (př́ıpadně zobrazeńım jednoho vrcholu na
jeden z 8 vrchol̊u s třemi možnými umı́stěńımi hran). Každé otočeńı budeme reprezentovat jako
permutaci stěn, které se k tomuto účelu oč́ıslujeme č́ısly 1, . . . , 6, grupu G tedy chápeme jako pod-
grupu grupy S6. Konečně připomeňme, že má-li z̊ustat při konkrétńım otočeńı zachováno obarveńı
krychle, muśı být obarveńı všech stěn v jednom cyklu stejné. Tedy potřebujeme zjistit, kolik cykl̊u
každá z permutaćı odpov́ıdaj́ıćı danému otočeńı obsahuje, je-li jich v permutaci g právě k, pak
|Xg| = nk. Probereme jednotlivé př́ıpady:



1. 6 cykl̊u obsahuje pouze g = id, tedy |Xg| = n6,

2. 4 cykly obsahuj́ı 3 osové symetrie podle os procházej́ıćıch středy protilehlých stěn, tj. pokud
g ∈ {(13)(24), (13)(53), (24)(56)}, pak a |Xg| = n4,

3. 3 cykly obsahuje 6 otočeńı o 90 stupň̊u vpravo a vlevo podle os procházej́ıćıch středy pro-
tilehlých stěn A = {(1234), (1432), (1635), (1536), (2645), (2546)} a 6 překlopeńı podle os
procházej́ıćıch středy protilehlých hran

B = {(13)(64)(25), (13)(26)(45), (24)(16)(35), (24)(15)(36), (56)(14)(23), (56)(12)(34)},

tedy pokud g ∈ A ∪B, pak |Xg| = n3,

4. 2 cykly obsahuje 8 otočeńı o 120 stupň̊u vpravo a vlevo podle os procházej́ıćıch protilehlými
vrcholy, tj. g lež́ı v množině {(164)(235), (146)(253), (126)(345), (162)(354), (145)(263),
(154)(236), (125)(634), (125)(634)} a v takovém př́ıpadě |Xg| = n2,

Zjistili jsme, že |X/∼| = 1
24
(n6 + 3n4 + 12n3 + 8n2).

Úloha 10.7. Uvažujme p̊usobeńı grupy A5 na množině X = {1, 2, 3, 4, 5}3, kteréžto p̊usobeńı je
opět definováno po složkách, tj. vztahem

π(k, l,m) = (π(k), π(l), π(m)) pro každé π ∈ A5.

Určete počet orbit tohoto p̊usobeńı a nějakou množinu reprezentant̊u těchto orbit.

Řešeńı. Úvaha je obdobná jako v úloze 10.4, rozděĺıme tř́ıdy podle počtu shodných hodnot trojice
a v př́ıpadě dvou shodných a jednoho rozd́ılného podle toho, na které pozici se rozd́ılná hodnota
nacháźı. Zvoĺıme 5 reprezentant̊u (1, 1, 1), (1, 1, 2), (1, 2, 1), (2, 1, 1), (1, 2, 3), u nichž už snadno na-
jdeme permutaci, která některý z reprezentant̊u zobraźı na libovolný prvek (a, b, c). Naopak žádná
dva r̊uzné reprezentanty na sebe permutaćı nezobraźıme, tud́ıž existuje právě 5 orbit.

Úloha 10.8. Necht’ n ≥ k. Uvažujte p̊usobeńı grupy Sn na množině {(a1, . . . , ak) | 1 ≤ ai ≤ n},
přičemž permutace π p̊usob́ı po složkách. Dokažte, že počet orbit je roven počtu ekvivalenćı na
k-prvkové množině.

Řešeńı. Je-li E ekvivalence na {1, . . . , k}, pak pro rozkladovou tř́ıdu prvku [c]E = {c1 < . . . < cm}
dejme v prvku (a1, . . . , ak) na mı́sta s indexy {c1, . . . , cm} č́ıslo c1; snadno (haha) se již rozmysĺı,
že takto je definována bijekce mezi ekvivalencemi a orbitami tohoto p̊usobeńı.

Úloha 10.9. Ukažte, že konjugaci lze interpretovat jako p̊usobeńı grupy na jej́ı vlastńı nosné
množině, kde prvek g p̊usob́ı jako g(x) = gxg−1. Pro grupu S4 vypǐste orbity a pro každou orbitu
určete stabilizátor nějakého jej́ıho prvku.

Řešeńı. Rozmysĺıme si, že zobrazeńı Ω(g) = g · − · g−1 je opravdu homomorfismus, k tomu nám
stač́ı ověřit, že Ω(gh) = Ω(g)Ω(h) pro libovolné dva prvky g, h ∈ G, což ověř́ıme vyhodnoceńım
obou zobrazeńı na libovolném prvku x ∈ G:

[Ω(g)Ω(h)](x) = Ω(g)(hxh−1) = ghxh−1g−1 = (gh)x(gh)−1 = Ω(gh)(x)

Na 7. cvičeńı jsme si uvědomili, že konjugované permutace jsou právě ty, které maj́ı stejný cyklický
zápis, snadno si tedy rozmysĺıme, že máme právě pět orbit tranzitivity v S4:

(• • • •) = {(abcd) ∈ S4 | |{a, b, c, d}| = 4}, (• • •) = {(abc) ∈ S4 | |{a, b, c}| = 3},

(• •)(• •) = {(ab)(cd) ∈ S4 | |{a, b, c, d}| = 4}, (• •) = {(ab) ∈ S4 | |{a, b}| = 2}, {id}
Nyńı z každé orbity vybereme jeden prvek a př́ımočaře najdeme, konjugováńı č́ım ho převede na
touž permutaci:



orbita stabilizátor

(• • • •) G(1234) = ⟨(1 2 3 4)⟩
(• • •) G(123) = ⟨(1 2 3)⟩
(• •)(• •) G(12)(34) = ⟨(1 3 2 4)⟩ ∪ (12) ⟨(1 3 2 4)⟩
(• •) G(12) = {(1 2), (3 4), (1 2)(3 4), id}
{id} Gid = S4

Úloha 10.10. Uvažujte grupu G řádu pk pro p prvoč́ıslo a k ∈ N. Dokažte, že existuje prvek a ∈ G
r̊uzný od jednotky, který komutuje se všemi ostatńımi prvky.

Řešeńı. Použijeme p̊usobeńı grupy G na G konjugaćı z předchoźıho př́ıkladu. Rozmyslete si, co
znamenaj́ı jednoprvkové orbity, a použijte stejný trik, jako v d̊ukazu Cauchyovy věty.

Úloha 10.11. Uvažujte p̊usobeńı eukleidovské grupy E2 na množině R2.

(a) Která zobrazeńı obsahuje podgrupa (E2)x pro daný bod x?

(b) Určete, které prvky patř́ı do R2
g, kde g ̸= id je (i) translace, (ii) rotace, (iii) reflexe.

Řešeńı. (a) Pro x = (0, 0) představuje stabilizátor právě grupa O2, pro obecný bod ho tvoř́ı rotace
se středem v x a rotace okolo v x složené s reflex́ı okolo osy procházej́ıćı počátkem a bodem x.

(b) (i) Netriviálńı posunut́ı je zobrazeńı, které zjevně nemá žádný pevný bod, proto je odpov́ıdaj́ıćı
množina pevných bod̊u prázdná.

(ii) Je-li g netriviálńı rotace se středem v bodě (a, b), je pevným bodem pouze střed otáčeńı, tedy
R2

g = {(a, b)}.
(iii) Reflexe podle osy zachovává právě tuto osu, tud́ıž množina pevných bod̊u tvoř́ı právě všechny
body osy dané reflexe.

Úloha 10.12. Pro každé n ∈ N najděte nějakou množinu Xn ⊆ R2 takovou, aby byla grupa
symetríı že Sym(Xn) izomorfńı grupě Zn (tedy cyklická řádu ).

Řešeńı. Pro n = 1 můžeme vźıt znak 2 umı́stěný kdekoli v rovině.

Pro n = 2 lze zvolit ṕısmeno T umı́stěné svislou čarou v počátku (ṕısmeno H by ale neprošlo).

Pro n = 3 rovnostranný trojúhelńık se středem v počátku, jehož hrany jsou tvořeny šipkami
směřuj́ıćımi po či proti směru hodinových ručiček (bez šipek by opět neprošel), neńı to náhodou
obecný návod?
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