11 Normalni faktorizac¢ni safari

Zadani

Cviceni 2. kvétna, verze ze dne 30. dubna 2024.

Cile cviceni: Podruhé se vydame na dobrodruznou faktoriza¢ni vypravu, tentokrat budou hlavnim
cilem nasi expedice faktorgrupy. Nejprve ovsem dukladné rozvazime, jak poznat takzvané normalni
podgrupy, bez jejichZ pomoci se neobejdeme, nebot jako jediné disponuji platnym povolenim k lovu
faktorgrup.

Ijlohy, které bychom urcité méli umét resit:

Uloha 11.1. Nechf M = {id, (1 2)(3 4)} a K = {id, (1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)} jsou
podmnoziny grupy S4. Dokazte, ze

a) M neni normalni podgrupa grupy A, ani Sy,

(a)
(b) K je normélni podgrupa grupy S; a M je normélni podgrupa grupy K,
(¢) K je jedina vlastni normdalni podgrupa grupy Ag,

)

(d) relace ,byti normélni podgrupou® obecné neni tranzitivni.
Uloha 11.2. Jaké jsou mozné faktorgrupy grupy Ss?
Uloha 11.3. Rozhodnéte, které znamé grupé je izomorfni dana faktorgrupa.

(a) S,./A,, pro libovolné n > 2,
(b) R*/R*, kde R* = {r € R*; r > 0},
(c) C/S", kde ' = {2 € C* [12] = 1},

Uloha 11.4. Pro podgrupu H = 3Z x 5Z = {(3a,5b) € Z X Z | a,b € Z} popiste faktorgrupu
(Z x Z)/H jako soué¢in aditivnich grup Z,. Je tato faktorgrupa cyklick4?

Uloha 11.5. Pro aditivn{ grupu Zqo
(a) dokazte, ze plati Zio/(3) = Zs a Z1o/{4) = Zy4,

(b) vysvétlete, pro¢ Zia/(5) % Z4 a ukazte, jaké cyklické grupé Z, je Zi2/(5) izomorfni.

Kdyz se ¢lovék rozfaktorizuje, (muze, ale) nechce piestat:

Uloha 11.6. Urcete fad prvku P = ((1234) (56789))Ag v grupé Sg/Ag. Lze prvky (levé) rozkladové
tifdy P popsat pomoci znaménka a kolik jich je? Co tvoii tifdu P~1?

Uloha 11.7. Rozmyslete si, jak se po¢ita v aditivni abelovské grupé Q/Z, jejiz prvky reprezentujme
jako rozkladové tiidy racionélnich ¢éisel z intervalu [0;1)):

(a) Spocitejte [3] + [5]. 5+ [5] a najdéte opacny prvek k [3],



(b) vyfeste rovnici 3 -z = [%L

(c) ukazte, ze pro kazdé prvocislo p a k € N existuje v Q/Z prvek tadu p*. Kolik jich je?

Uloha 11.8. Dokaite existenci izomorfismu Dy /{id,rot,} = S3 pro dihedrélni grupu Dis, kde
rot, znaci rotaci o thel .

Uloha 11.9. Oznaéme I C Z[i] idedl generovany prvkem 1 + 3i a bud R = Z[i] /I. Postupné
ukazte, ze:

a) v R plati [i] = [3], [10] = [0],

(
(b) pro kazdy okruh S existuje jediny homomorfismus ¢ : Z — S a toto ¢ je pro S = R surjektivni

)
)
(c) 2 ani 5 nejsou v Z [i] délitelné prvkem 1 + 3i,
(d) R = Zy,

)

(e) I neni maximalni, najdéte néjaky maximélni idedl J D I a popiste Z[i] /J.
Uloha 11.10. Pro grupu R/Z

(a) popiste prvky konecného fadu a tad kazdého takového prvku urcete,

(b) dokazte, ze je izomorfni podgrupé S* = {z € C*; ||z|| = 1} grupy C*.
Uloha 11.11. Popiste vSechny homomorfismy S — 7Z,, v zavislosti na n € N.

Uloha 11.12. Dokazte, ze grupa Aj neobsahuje zadné vlastni normalni podgrupy.

Uloha 11.13. Bud G = (G,-,"',L,) grupa s maticovym nésobenim a invertovdnim a nosnou
mnoZinouG:{(g l{) ] a,bER,a>O} anecht’H:{(g (1)) | aER,&>0}.

(a) Ukazte, ze H je podgrupa grupy G.
(b) Popiste levé a pravé rozkladové tiidy podgrupy H. (Pro jednodussi popis lze uvazovat geo-

metrickou reprezentaci matice < 3 li jako bodu (a,b) v redlné roviné R?2.)
(¢) Je H normdlni podgrupou G?

(d) Najdéte néjakou levou a pravou transversalu rozkladu.



	Normální faktorizační safari

