11 Normalni faktorizac¢ni safari

Reseni
Cviceni 2. kvétna, verze ze dne 30. dubna 2024.

Cile cviceni: Podruhé se vydame na dobrodruznou faktoriza¢ni vypravu, tentokrat budou hlavnim
cilem nasi expedice faktorgrupy. Nejprve ovsem dukladné rozvazime, jak poznat takzvané normalni
podgrupy, bez jejichz pomoci se neobejdeme, nebot jako jediné disponuji platnym povolenim k lovu
faktorgrup.

Ijlohy, které bychom urcité méli umét resit:

Uloha 11.1. Nechf{ M = {id, (1 2)(3 4)} a K = {id, (1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)} jsou
podmnoziny grupy S4. Dokazte, ze

a) M neni normalni podgrupa grupy A4 ani Sy,

(a)
(b) K je normélni podgrupa grupy S4 a M je normélni podgrupa grupy K,
(¢) K je jedina vlastni normdalni podgrupa grupy Ag,

)

(d) relace ,byti normélni podgrupou® obecné neni tranzitivni.
Reseni. (a) Stacf si véimnout konjugace prvku (1 2)(3 4) € M prvkem (1 2 3)
(123)0(12)(34)0(123)" = (23)(14)¢ M,

coz znamena, ze M urcité nemuze byt normélni podgrupou grupy A, a tedy ani Sy.

(b) Vidime, ze neutralni prvek id v M i v K a vSechny neidentické prvky obou podgrup jsou radu
dva, proto jsou samy k sobé inverzni. To znamena, ze jsou obé mnoziny uzaviené na inverzni prvky.
Dale snadno ovéfime, ze soucin kazdych dvou ruznych neidentickych prvki K nam dévéa zbyly
neidentickych prvek, ¢imz jsme dokoncili dukaz, ze mnoziny M a K predstavuji podgrupy grupy
S4. Nyni piimocafe spocitame pro vSechny ¢tyti permutace o € K, ze

c0(12)34)oc ' =(12)34) e M

(pro identitu a (1 2)(3 4) je to navic bezpracné), coz znamend, ze M je normalni podgrupa grupy
K. Konecéné neidentické prvky grupy K jsou pravé vSechny prvky grupy S, sestavajici ze dvou
nezavislych cykli, proto je K normalni podgrupa Sy.

(¢) Normalni podgrupa alternujici grupy musi byt uzaviena na vsechny konjugace a inverzy. Kdyby
obsahovala néjaky trojckylus, musela by obsahovat vsehny trojcykly, kterych je v S, pravée 8.
Z Lagrangeovy véty plyne, ze aspon osmiprvkova podgrupa dvanactiprvkové grupy A4 uz se nutné
rovna Ay. Tedy normalni podgrupa A, obsahujici trojcyklus se rovna A, a normalni podgrupa
A, kterd neobsahuje zadny trojcyklus a obsahuje permutaci slozenou ze dvou nezavislych cyklu,
uz obsahuje vsechny takové permutace, tedy se rovna celému K. Nyni jiz vidime, ze K je jedina
normalni podgrupa Ay.

(d) To, ze M je normélni podgrupa K a K je normalni podgrupa Sy, plyne z (b) a ze M neni
normdlni podgrupa grupy S; jsme dokéazali v (c), coz dosvédcuje, ze relace ,byti normdlni pod-
grupou® neni tranzitivni.

Uloha 11.2. Jaké jsou mozné faktorgrupy grupy Ss?



Reseni. Stejné jako v pifpadé grupy S; méame v Ss pravé tfi normalni podgrupy Ss, Az a {id}.
Kromeé trividlnich faktoru {1} = S3/S; a S3 = S3/{id}, tudiz zbyva uz jen dvouprvkovy, tedy
cyklicky faktor podle alternujici grupy S;/As = Zo.

Uloha 11.3. Rozhodnéte, které zndmé grupé je izomorfni dané faktorgrupa.

(a) S,./A, pro libovolné n > 2,
(b) R*/R*, kde R* = {r € R*; > 0},
(c) C*/S!, kde S' = {z € C*; ||2]| = 1},

Reseni. (a) Staci si vzpomenout, Ze zobrazenf znaménko sgn : S,, — Z* splituje pominku sgn(o7) =
sgn(o)sgn(7), tedy jde o homomorfismus na multiplikativni podgrupu Z* = {£1} grupy Q*. Protoze
jeho jadro tvoti pravé sudé permutace A,,, dostavame diky prvni vété o izomorfismu a faktu, ze
dvouprvkova grupa je nutné cyklickd izomorfismy

S./A, =S,/Ker(sgn) = 7" = {+1} = Zs.
(b) Uvazime homomorfismus r — sgn(r) multiplikativnich grup R* — Z*. Jeho jddro je rovno R,
tudiz podle prvni véty o izomorfismu dostdvdme obdobné jako v tloze (a) R*/RT = Z* =~ Z,.

(c) Tentokrat vidime, ze C*/S! = R, jak dosvédéuje homomorfismus z + ||z|| grupy C* na grupu
R*, jehoz jadro tvoii pravé podgrupa S!.

Uloha 11.4. Pro podgrupu H = 3Z x 5Z = {(3a,5b) € Z X Z | a,b € Z} popiste faktorgrupu
(Z x 7))/ H jako sou¢in aditivnich grup Z,. Je tato faktorgrupa cyklicka?

Reseni. I tentokrét zkonstruujeme zobrazeni
p:Z X1 — ZLsxZs predpisem p(a,b) = (a mod 3,b mod 5)

Vidime, ze jde o zobrazeni na Zs X Zs, a diky vlastnostem modulu se jedna o grupovy homomor-
fismus. Nez vyuzijeme 1. vétu o izomorfismu, spocitame si jadro

Ker (p) ={(u,v) € ZxZ |u=0 (mod3), v=0 (mod>b)}={(3a,50) € ZXZ|a,beZ}=H.
Nyni podle 1. véty o izomorfismu dostaneme
Ly X Zs=p(ZxZ)=7xZL/Ker(p) =7 x Z/H.
Protoze podle ¢inské véty o zbytcich Zs x Zs = Zs, tedy grupy Zs X Zs i Z x Z/H jsou cyklické.
Uloha 11.5. Pro aditivni grupu Zqo
(a) dokazte, ze plati Z1/(3) = Zs a Zia/(4) = Zy,
(b) vysvétlete, pro¢ Zia/(5) % Z4 a ukazte, jaké cyklické grupé Z, je Zi2/(5) izomorfni.

Reseni. (a) Jako obvykle zkonstruujeme homomorfismy f : Z1, — Zs a g : Zyy — Z4 podminkami
f(a) = (a) mod 3 a g(a) = (a) mod 4, o nichz pfimocare ovéiime, ze jde o surjektivni homomor-
fismy. Poté spocitame jadra

ker(f)={a€Ziy| fla)=0} ={a €Zis|a=0 (mod 3)
ker(f)={a€Ziy| fla) =0} ={a€Zis|a=0 (mod4)
Nyni nam 1. véta o homomorfismu tika, ze

Z12/<3> = Zlg/ker(f) = Z3 a Zlg/<4> = Zlg/ ker(f) = Z4.

(3),
(4).

}
}

(b) Prvek 5 nedéli tdd grupy, dokonce NSD(5,12) = 1 a je tedy generatorem celé cyklické grupy
Z13. To znamend, ze Zys/(5) = Z12/ 712 = {0}.



Kdyz se ¢lovék rozfaktorizuje, (muze, ale) nechce pfestat:

Uloha 11.6. Urcete fad prvku P = ((1234) (56789))Ag v grupé Sg/Ag. Lze prvky (levé) rozkladové
tiidy P popsat pomoci znaménka a kolik jich je? Co tvoii tiidu P~1?

Reseni. Protoze je grupa Sg/Ag podle Lagrangeovy véty fadu |A— [Sg : Ag] = 2 a prvek

P # Ay, tedy neni jednotkou faktorové grupy, nutné musi jit o prvek fadu 2 a P = Sg \ Ay, tedy
ho tvorf vSechny liché permutace. Vidime, ze |P| = |Ag| = £ a P~! = P, nebot kazdy prvek fédu
dva je sam k sobé inverzni.

Uloha 11.7. Rozmyslete si, jak se pocita v aditivni abelovské grupé Q/Z, jejiz prvky reprezentujme
jako rozkladové tiidy racionélnich ¢éisel z intervalu [0;1)):

(a) Spocitejte [3] + [5], 5+ [5] a najdéte opacny prvek k [3],
(b) vyfeste rovnici 3 -z = [1],
(c) ukazte, Ze pro kazdé prvocislo p a k € N existuje v Q/Z prvek fadu p*. Kolik jich je?

Reseni. Nejprve uvazime, ze ¢itatel vysledného zlomku kazdého vypoctu je tieba upravit modulo
jmenovatel, tedy [¢] = [¢-2edb],

(a) Nyni uz snadno spoc¢itame

LA R I A IR B 1] [-1772
2 2] |2 3] 13]  [3])° 3] 13]13
(b) Hleddme 3 - [%} = . [%“} = [%}, kde predpokldaddme, ze jsou a a b nesoudélné a 0 < a < b.

Potom nutné b € {2,6}. Pokud b = 2, pak 3a =1 mod 2, tedy a = 1 a pokud b = 6, pak 3a = 3

mod 6, tedy opét 3a =1 mod 2, tedy a = 1, 3. Dostavame 3 teseni [%], [%] a [%]

(¢) Snadno uvazime, ze prvek tvaru [pl} pro celé a je fadu p*, pravé kdyz p { a. Rliznd feseni ilohy
potom reprezentuji prvky z intervalu (0, 1), tedy a splitujici podminku 0 < a < p*. Vidime tudiz,
ze mame v Q/Z prave go(p ) prvki fadu p*.

Uloha 11.8. Dokagte existenci izomorfismu Dio /{id, rot,} = S3 pro dihedrélni grupu Do, kde
rot, znaci rotaci o thel .

Reseni. Opét zkonstruujeme grupovy homomorfismus, které symetrii sestitthelniku — prifadi per-
mutace thlopricek Sestitithelnika, které muzeme reprezentovat jako grupu Ss. Vidime, ze jadro
je prave {id,rot,} a obraz celé Ss, proto diky prvni vété o izomorfismu mame izomorfismus

Dlg/ {ld, TOtﬂ} = Sg.

Uloha 11.9. Oznacme I C Z[i] idedl generovany prvkem 1 + 3i a bud R = Z[i] /I. Postupné
ukazte, ze:

a) v R plati [i] = [3], [10] = [0],

(a)
(b) pro kazdy okruh S existuje jediny homomorfismus ¢ : Z — S a toto ¢ je pro S = R surjektivni
(¢) 2 ani 5 nejsou v Z [i] deélitelné prvkem 1 + 3i,
(d)
)

(e) I neni maximalni, najdéte néjaky maximalni idedl J DO I a popiste Z [i] /J.



Reseni. (a) Spocitame, ze [i] = [3], protoze i — 3 = i(1 + 3i) € I a [10] = [0], nebot 10 =
(1+3i)(1—3i) € I.

(b) Tento homomorfismus je urcen jednoznacné préavé obrazem prvku 1, ktery se musi zobrazit na
jednotkovy prvek okruhu S, potom ¢(z) = z - 1.

V piipadé homomorfismu si tivahou z (a) uvédomime, ze pro kazdy prvek a + bi € Z[i] méme

[a 4 bi] = [a + 3b] = ¢(a + 3b) € ¢(Z).

(¢) Plyne z pozorovani, Zze normy 4 = ||2||* ani 25 = ||5]|? nejsou délitelné normou ||1 + 3i|| = 10.
(d) Staci spocitat pro homomorfismus ¢ z dlohy (a) jadro ker(¢) = {n € Z |3+ i | n} = 10Z a

vyuzit 1. véty o izomorfismu (véta 20.7):

R = ¢(Z) = Z/ ker(¢) = Z/10Z = Zy.

(e) Podle (d) mame Z[i]/I = R = Zo, coz neni téleso. Véta 20.10 potom fikd, ze I neni maximélni
ideal. Pro nalezeni maximélnich idealu si staci vzit ireducibilni rozklad generatoru
14+3i=(1+1)(2+1)
Potom oba idedly J = (1 +¢)Z[i] a K = (2 + i)Z[i] obsahuji ideal I, a protoze
2T =226 (1 410) 2 Zy,  Z[i)/K Z Z[i]/ (24 1) = Zs
faktory predstavuji dvouprvkové a pétiprvkové téleso, tudiz jsou idealy J a K opét diky vétée 20.10
maximalni.

Uloha 11.10. Pro grupu R/Z

(a) popiste prvky koneéného fadu a fad kazdého takového prvku urcete,
(b) dokazte, ze je izomorfni podgrupé S' = {z € C*; ||z|| = 1} grupy C*.

Reseni. (a) Protoze prvek [r] € R/Z je koneéného fadu, prave kdyz existuje piirozené éislo n, pro
néz nr € 7, jde prave o rozkladové tiidy racionalnich ¢isel. Prvek [%] ma pro a, b nesoudélnd rad
roven b.

(b) Staci uvazit zobrazeni p : R/Z — C* dané piedpisem p([r]) = >, které je korektné definované
a prosté, nebot [r] = [s] praveé kdyz r — s € Z, a to nastdvd pravé tehdy, kdyz e*™" = ™. 7
vlastnosti exponencidly vidime, Ze se jednd o homomorfismus, a zfejmé jde i o zobrazeni na S!,
tedy je to izomorfismus R/Z = S!.

Uloha 11.11. Popiste vSechny homomorfismy S; — Z,, v zavislosti na n € N.

Reseni. Podle 1. véty o izomorfismu predstavuje homomorfni obraz S; vzdy podgrupou komuta-
tivni grupy Z,, ktery je izomorfni faktoru podle jadra. Protoze je jadro vzdy normélni podgrupa,
pripadaji v uvahu pouze jadra S3 a As. Pro jadro S3 dostavame trivialni homomorfismus S3 — 0
a pro suda n jesté existuje homomorfismus, ktery obdrzime slozenim prirozené projekce a vnoreni
Ss — S3/A3 — Z, dany podminkou (12)A3 — % s jddrem Aj a obrazem Im f = <%>

Uloha 11.12. Dokazte, ze grupa Aj neobsahuje zadné vlastni normalni podgrupy.

Reseni. Nechf N # {id} je normélni podgrupa Ajs. Pokud N obsahuje jeden trojcyklus diky
konjugovani a uzavienosti na inverzy obsahuje i vSechny ostatni trojcykly, které uz generujic celé
A;. Obsahuje-li permutaci tvaru (ab)(cd), obsahuje i trojeyklus

(cde) = (ab)(cd) o (ab)(ce) = (ab)(cd) o ((ede) o (ab)(cd) o (cde)™),



proto podle predchozi ivahy opét N = Aj. Kone¢né pokud (abcde) € N, pak
(aec) = (abede) o (badce) = (abede) o ((ab)(cd) o (abede) o ((ab)(cd))™r),
tedy znovu N = A;.

Uloha 11.13. Bud G = (G,-,7', I,) grupa s maticovym ndsobenim a invertovdnim a nosnou
mnoZinouG:{(g lj) | a,beR,a>0} anechﬁH:{(g (1)) | aER,a>O}.

(a) Ukazte, ze H je podgrupa grupy G.
(b) Popiste levé a pravé rozkladové tiidy podgrupy H. (Pro jednodussi popis lze uvazovat geo-

. . . b\ . SRR
metrickou reprezentaci matice ( g 1 jako bodu (a,b) v redlné roviné R%.)
(c¢) Je H normélni podgrupou G?

(d) Najdéte néjakou levou a pravou transversélu rozkladu.

Reseni. (a) Vidime, ze jednotkovéa matice, kterd je neutrdlnim prvekm maticové grupy lezi v H,

tedyIQeH,apokud<g (1))(8 ?)EH,pak

(G0)- ()= (5 2)en (30) - (% ) e

coz znamena, ze H je opravdu podgrupa grupy G.

e}

(b) Dostavame, ze

(3 -5 B rex. (§ Ymifs Y icers

tedy prava rozkladova ttida odpovida poloptimce z poc¢atku se smérnici ¢ lezici vpravo od osy y a
leva rozkladova trida odpovida vodorovné piimce y = b.

(c) Jelikoz jsme v (b) nahlédli, ze levé a pravé rozkladové tiidy se lisi, H neni normélni podgrupou
grupy G podle tvrzeni 19.1 z prednasky.

(d) Diky (b) vidime, Ze pravou transversélu tvoii napiiklad {( CO[S) “ snlla ) | @€ (=5;5)}, ne-

bot ndm urcuje viechny polopiimky z poc¢atku lezici vpravo od osy y. Levou transversalu predstavuje
. 10 e e (i L S
napiiklad { ( 01 > | b€ R}, odpovidajici levé rozkladové tiidy ndm jednoznaéné urcuji vSechny

piimky y = b.
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